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autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 
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Depuis  le  commencement  de  Tannée  dernière  notre  ami, 
M.  Tisserand,  publie,  avec  la  collaboration  de  plusieurs  astronomes 
éminents  et  sous  les  auspices  de  l'Observatoire  de  Paris,  un 
nouveau  Recueil  périodique,  le  Bulletin  astronomique,  destiné 
principalement  à  faire  connaître  les  travaux  d'Astronomie  et  de 
Mécanique  céleste,  publiés  soit  en  France,  soit  à  l'étranger  ;  ayant 
par  conséquent  un  but  analogue  à  celui  que  nous  nous  efforçons 
d'atteindre,  depuis  quatorze  ans,  pour  Tensemble  des  sciences 
mathématiques.  Les  rédacteurs  du  Bulletin  ont  salué  avec  joie 
l'apparition  du  nouveau  journal.  Pour  éviter  toute  répétition  et 
pour  donner  une  marque  de  sympathie  à  une  entreprise  qui  a 
déjà  fait  ses  preuves,  ils  ont  décidé  de  supprimer  à  partir  de  i885 
tout  compte  rendu  se  rapportant  à  l'Astronomie  ou  à  la  Méca- 
nique céleste  proprement  dite.  Cette  décision  explique  le  chan- 
gement que  nous  faisons  subir  à  partir  du  présent  numéro  au 
litre  de  notre  publication.  Le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques fera  tous  ses  efforts  pour  conserver  et  pour  mériter  l'appui 
bienveillant  que  tant  de  géomètres  Illustres  ont  accordé  au 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques. 
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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

BIANCHl  (L.).  —  SuLLE  cuRVE  A  Doppu  cuRVATURA.  12  p.  in-4'*. 

M.  Lie  a  montré  comment,  par  de  simples  quadratures,  on  pou- 
vait, d'une  courbe  à  torsion  constante,  déduire  une  infinité  de 
courbes  qui  correspondent  à  la  courbe  primitive,  de  telle  façon  que 
les  arcs  correspondants  soient  égaux,  que  la  torsion  soit  la  même 
que  pour  la  courbe  primitive  et  que  les  rayons  de  première  cour- 
bure varient  d'après  une  loi  déterminée  {Archw  der  Mathematik 
og  Naturçideskab,  t.  V,  p.  329).  M.  Bianchi  démontre  et  géné- 
ralise d'une  façon  très  élégante  les  propositions  de  M.  Lie  et 
donne  diverses  propositions  analogues  à  celle  qui  vient  d'être 
énoncée. 

Soit  C  une  courbe  gauche;  soient  x^  j',  z\  cosa,  cos^,  cosy; 
cosÇ,  cosTj,  cosÇ;  cosX,  cos[Jl,  cosv  les  coordonnées  d'un  de  ses 
points  et  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  prin- 
cipale, de  la  binormale  en  ce  point;  soient  enfin  p,  T  les  rayons 
de  première  et  de  deuxième  courbure  et  s  l'arc  de  la  courbe. 

Les  formules 

j?!  =  X  H- T(cosO  cosa -h  sinô  cosÇ), 
(I)  { /i  =/ -+- T(cos6  cosp -h  sin6  cosT^), 

5i  =  z  -f-  T(cosO  cosY   r-  sin6  ros!J), 


•     •     • 

•     •    • 

•        •  • 


H  .••>'•/  PliEMlÉKK  PARTIE. 

•  •  • 

uù  l^oi\'ftgaiHle  Q  comme  une  fonction  de  s  et  qui  s'interprètent 
imn»i*^tement,  définissent  une  courbe  C|  ;  si  Ton  suppose  que  H 
«ulisHisse  à  Téquation 

•  .  ,  I        <^       sinO 


\/«*  et  que  T  soit  constant,  la  diflerentiation  des  formules  (i)  donne 
facilement  les  formules  suivantes  : 

ci»Ji  =  —  siD%cas%eoss  —  costcoisÀ  —  sîb*%co»^. 
c\vs^Xi  =  —  $iD%  cas»  —  cosO  co**, 

I         a?i«%        I 

rehilives  aui.  éléments  de  la  courbe  lieu  d«  potMt  x».  r».  ^^  :  de 
ces  relations^  on  déduit  sans  peine  la  réciprocité  des  dem.  co<Krbe«. 

On  Toit  par  là  que^  d^^ane  courbe  à  torî^ioa  co<fe$taA£e  =r-  oa  p<«t 

dédvire  une  infinité  de  courbes  a^anl  Là  méiBe  larsîua.  sîtise^^ 
siur  une  surface  qui  es4  é^idemaaenl  le  lie»  dt^s  ofmiitfs  «iifmriti^  ^ 
ckaqne  point  de  la  cowrbe  donnée  conune  cifs£re.  éstnà^  lit  pian 
oseuJale«r«  avec  un  ra^on  éâral  à  T:  les  tr%|ect]Ofres  «jrtnatDiuiiitfs 
de  ces  cercles  sont  les  cowrbes  ckerc&ées  :  ci;  :^at  *ies  li:47ii£s>  ,s^i- 
désÀqttes  de  la  siurÊKe. 

Ptns  a^éttéraiemest^  si  ToflL  ne  suppose  plus  «:{tte  T  iocL  ininstani. 
si  Toa  tait 

^  =  r(  cos^  ctj^x  —  silil  OJS-A,  —  '«iii'l  .'•j>'^  •'i>.£    ts^ 


Ci  s£  Ton  suppose  encoc*?  i^ue  4  ^dséisse  à  IVxuauun 

on  «Hm  euuoce 

*i=Jf-     Tt=T.      -  ^  — : 

réipatifm  (fi£EeraitteQe  cpie  «ioit  verriier  ï  -îs^  ie   :':?jJes  rue    *  iu 
mmat  intéspxr  («puBui  on  en  conmùL  une  H^ution  ^' 
S,  ^m  effet,  cm  pose  dan^ 


CUMriKS  HLNDDS  lîT  ANALVSKS. 
on  aiii'ti,  |iuiir  dt-lerminer  H',  l'équation  linéitire  du  |i 


LVlude  du  cas  limite  où  la  courbe  i^C)  se  réduirait  ti  une  droite 
conduit  l'auietir  à  la  conctu^iion  suivante  :  les  forniulcs 


/■si 


-/^ 


3  =  /th'ç  ds, 

où  sli9,  ch^,  ih^  déeignenl  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente 
hyperboliques  delà  \ariable'^,  laquelle  est  elle-même  une  fonction 
arbitraire  de  la  variable  d'intégration  *,  définissent  une  courbe 
dont  les  rayons  de  preittièi-e  et  de  seconde  courbure  sont  respec- 
livetnent 


en  désignant  par  a'  la  dérivée  de  j  par  rapport  à  s\  la  fonction  ç(î) 
définit  une  surface  conoïde,  telle  que  la  génératrice  qui  rencontre 
l'axe  du  conoïde  en  un  point  situé  à  une  distance  s  de  la  généra- 
trice initiale  fasse  avec  cette  génératrice  un  angle  égal  à  '{>(.t). 

Les  propositions  précédentes  se  doublent  en  quelque  sorte,  en 
vertu  de  la  remarque  suivante  ;  au  mo^pn  des  formules 
Ta  =  /cos).  ds,    }■«  —  f  coitidt,     :„  =  /cosv  </j, 

nn  peut,  à  une  courbe  C,  faire  correspondre  une  courbe  (^^o,  lieu 
du  point  Xo.  Vg.  Jg.  de  sorte  que  la  tangente,  la  binormale,  la  nor- 
male principale  de  l'une  quelconque  des  deux  courbes  soient  res- 
pectivement parallèles  à  la  binormale,  à  la  tangente,  à  la  normale 
principale  de  Tautre;  en  outre  le  rayon  de  courbure  de  l'une  quel- 
conque des  deux  courbes  C,  Cn  est  égal  au  raj'on  de  torsion  de 
l'autre. 

Par  conséquent,  d'une  courbe  à  première  courbure  constante, 
on  pourra  déduire  une  infinité  d'autres  courbes  ayant  In  même 
première  courbure;  toutes  ces  courbes  se  déduisent  du  cercle 
par  des  quadratui'es  successives  :  par  exemple,  la  courbe  définie 


lo  PHEMIÈHE   PARTIE, 

par  les  équalionâ 


X  = 


a  la  courbure  conslanle  ^7»  son  rayon  de  lorsion  est  T  =  —  ch^r 

K  -^  '2  R 

J.  T. 


RVKXTX^THEL  •  E.».  —  Uc»Ba  das  Cartesische  Oval.  i3  p.  in-S*'; 

Gretfswald. 


Si  Tott  cœsidifr^  le  luode  de  représentation  conforme  défini 

X  —  ir  =  p{i  -¥-  iu ), 

v>à  p  ckh4^ite  La  tonclioD  bien  connue  introduite  par  M.  Weier- 
sir«s>x  l^:^  fftjujiiioos  if=:con$l.,  I  =  consl.  définiront,  pour  le 
li^it  viu  (.K>ml  J»  oocrUoanées  x«  Vy  deux  faisceaux  de  courbes 
oriiio<V<Mite:^  :  rtf^iuiùoa  en  x»  ^v  du  premier  faisceau  sera 


-  -»*  l.=r-Ç)-^f  ?i-+-^-3)=o. 


l\->(aaU*/tt  iu  :<'^>?ad  Éù^ceJiu  se  déduira  de  la  précédente  en 
tv«Mp«iH«uii  ^^.  5^'  i«a  p*r  z=^p(2i);  g^  et  g^  sont  les  deux 
lii^^iai»^:^  v|ui  Dticunmt  viui$  Lt  définition  de  la  fonction  p  par 


»  « 


\,\x  sN»«iO<^  ^^mt  Afi^  v>^alesde  De^cartes  admettant  pour  foyers 
\  V  iK-tu.-v  KHI*  'c^  liSxes  sool  f,,  ^1.  r,.  En  posant 


MÉLANGES.  ii 

on  met  Inéquation  de  ces  ovales  sous  la  forme  connue 

A  —  ei        A  —  Ci        A  —  e-i 

OÙ  Ton  suppose  r^  =  —  {et  —  ea ) (^3  —  ei  ),...,  et  où  X  est  l'une 
des  deux  quantités  p,  Of. 

L'auteur  termine  en  établissant  d'une  façon  élégante  les  for- 
mules relatives  à  la  rectification  de  ces  courbes,  et  cela  par  une 
méthode  analogue  à  celle  qui  a  été  indiquée  par  MM.  Cayley  et 
Darboux.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES  ; 

Par  m.  HERMITE. 

La  démonstration  du  théorème  de  Lagrange,  sur  le  développe- 
ment en  fraction  continue  de  la  racine  d'une  équation  du  second 
degré  à  coefficients  entiers,  me  semble  pouvoir  être  présentée  en 
suivant  l'analyse  du  grand  géomètre,  sous  une  forme  assez  simple, 
pour  être  donnée  dans  l'enseignement. 

Soit  l'équation  proposée 

désignons  par  a  et  b  ses  racines,  et  en  supposant  que  la  première 

qu'on  développe  en  fraction  continue  soit  positive,  représentons 

P    P'  .  . 

par  TTy  ^   deux  réduites  consécutives  de  rang  quelconque.    Soit 

encore  X  le  quotient  complet  correspondant  à  la  dernière  réduite, 

la  relation 

P'X-^P 


a  = 


donne  l'équation  du  second  degré 

A(P'X -4- P)îH- 2B(P'X -h  P)(Q'X -+- Q)-r- C(Q'X -:- Q)«  =  o 

on  bien 

GX*-f-2HX  — K  =  o, 
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les  coefïicieiils  G,  II,  K  étant  aussi  des  nombres  entiers,  assujettis 
à  la  condition 

H«— GK=(B«— AC){PQ'— QP')«=  B«— AC. 

Désignons  pour  un   instant  par  a  la  seconde  racine  de  cette 
équation  qui  se  tire  de  la  relation 

elle  a  pour  expression 

et  voici  la  remarque  essentielle  à  laquelle  elle  donne  lieu. 
On  a  d'abord 

^'~       Q' "^  Q'(Q'6-P') 
ou  plutôt 


l^=-7^- 


Q'(Q'A-P') 


Cela  étant,  j'emploie  la  condition  suivante,  où  e  est  une  quantité 
inférieure  à  l'unité  en  valeur  absolue 


on  en  tire 


et  par  suite 


P'=aQ'-^-; 


C)ette  expression  montre  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  Q', 
pi  est  représenté  avec  une  approximation  de  plus  en  plus  grande 

par  la  fraction  —  77'  ^^  série   des  équations  du  second  degré 

en  A,  qui  toutes  ont  une  racine  positive,  supérieure  à  l'unité,  pré- 
sentent donc  cette  circonstance  qu'à  partir  d'une  certaine  réduite 
et  pour  toutes  celles  qui  suivront,  leur  seconde  racine  sera  négative 
et  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue,  attendu  que  Q  est  infé- 
rieur à  ()'.  C'est  dire  que  les  coelïîcients  G  et  K  seront  alors  et 
indéfiniuieiit  de  signes  contraires,  le  coeniclent  moyen  H  étant 
de  im)tnv  s\*i;nr  (|ue  R. 
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La  condition 

H«— GK  =  B«- AG 

permet  ainsi  de  conclure  immédiatement  qu^ils  sont  limités  et  ne 
peuvent  offrir  qu'un  nombre  fini  de  combinaisons.  L'une  des 
équations  du  second  degré  en  X  se  reproduira  donc  nécessaire- 
ment, ce  qui  établit  la  périodicité. 

Dans  le  tome  XIX  des  Annales  de  Gergonne^  p.  294,  Galois 
a  donné  un  théorème  d'un  grand  intérêt,  dont  la  démonstration 

peut  encore  être  abrégée  en  la  présentant  comme  il  suit: 

P 
Soient  x  une  fonction  continue  immédiatement  périodique,  jr  la 

fraction  ordinaire  irréductible  représentant  la  période,  et  ^  la 
réduite  qui  précède  ^;  on  aura  l'égalité 

_  Pa?-+-  Pq 
^-  Q:p+Qo' 
d'où 

Qar«-+-(Qo—  P)a:~  Po  =  o. 

Cela  étant,  j'observe  qu'en  faisant  j?  =  —  -^y  la  transformée  ob- 
tenue, 

PoÇ«-+-(Qo~P)Ç-Q  =  o, 

peut  être  regardée  comme  provenant  de  l'équation 

PÇ-hQ 


Ç  = 


P0Ç-+-Q0 


Or,  on  tire  facilement  de  la  loi  élémentaire  de  formation  des 

P 
réduites,  que  le  développement  de  -5-  en  fraction  continue  offre, 

dans  un  ordre  inverse,  les  mêmes  quotients  incomplets  que  la 

P  Q  .  .  P 

fraction  q  >  et  que  ^  est  la  réduite  qui  précède  ^  •  Par  conséquent, 

la  quantité  ^,  ou  bien  l'unité  divisée  par  la  seconde  racine  de  l'é- 
quation en  X  et  changée  de  signe,  donne  lieu  à  une  fraction  con- 
tinue immédiatement  périodique,  dont  la  période  est  celle  de  la 
première  racine  écrite  dans  un  ordre  inverse.  C'est  le  théorème 
de  Galois;  l'article  de  l'illustre  géomètre  sur  les  fractions  con- 
tinues a  été  reproduit  dans  le  Journal  de  Lious^ille,  t.  XI,  p.  385. 
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SUR  LA  SURFACE  RÉGLÉE  MINIMA; 

Pai  m.  Ossuîi  bonnet. 
(Extrait  d'une  lettre  à  M.  Darboux.) 

On  sait  depuis  longtemps  que  rhélicoïde  gauche  à  plan  directeur 
est  la  seule  surface  réglée  qui  soit  minima,  c^est-à-dire  qui  ait 
en  chacun  de  ses  points  ses  rayons  de  courbure  principaux  égaux 
et  de  signes  contraires.  J'ai  donné  autrefois  dans  mon  Cours  de 
Géométrie  à  la  Sorbonne  une  démonstration  de  ce  théorème  inté- 
ressant qui,  par  son  extrême  simplicité,  me  semble  mériter  d'être 
connue;  je  vais  la  reproduire  ici. 

Soit  G  une  génératrice  rectiligne  quelconque  d'une  surface  ré- 
glée minima  :  considérons  la  surface  du  second  degré  osculatrice 
tout  le  long  de  G.  Je  dis  d'abord  que  cette  dernière  surface  sera 
un  paraboloïdi*  hyperbolique.  En  effet,  l'indicatrice  de  Dupin  de 
la  surface  minima,  en  un  point  quelconque  M  de  G,  est  une  hyper- 
bole équilalère,  dont  la  génératrice  rectiligne  G  est  une  première 
asymptote  et  qui,  par  suite,  a  pour  seconde  asymptote  la  tan- 
gente à  la  surface  menée  par  M  perpendiculairement  à  G;  mais 
le  lieu  des  secondes  asymptotes  des  indicatrices  aux  différents 
points  de  G  n'est  autre  que  la  surface  du  second  degré  osculatrice; 
donc  celle-ci  a  toutes  ses  génératrices  rectilignes  de  l'un  des  sys- 
tèmes perpendiculaires  à  une  même  droite  ou  parallèles  à  un 
même  plan  :  c'est  donc  un  paraboloïde.  Ceci  posé,  prenons,  en 
mémo  temps  que  la  génératrice  G,  les  deux  génératrices  inGniment 
voisines  G'  et  iV  de  la  surface  minima,  ces  trois  droites  seront 
aussi  trois  génératrices  infiniment  voisines  du  second  système  dans 
le  paraboloïde  osculateur  tout  le  long  de  G;  donc  elles  seront  pa- 
rallèles à  un  autre  même  plan.  Trois  génératrices  infiniment  voisines 
quelconques  de  la  surface  minima  étant  parallèles  à  un  même 
plan,  toutes  les  génératrices  sont  parallèles  à  ce  plan  et  la  surface 
Miiniina  e*il  une  surface  à  plan  direrleur  i  '  ». 


(')  (^n  peut  dcmoniror  d'une  autre  maoïère  el  plus  rigoureasement qu'une  sur- 
fii(T  rt^gltV  qui  a  un  i^raboloïde  ponT  surface  du  second  degré  osculatrice  tout  le 
Uitig  (Ir  chaque  pèncralrice  esl  une  surface  à  plan  directeur.  Concevons,  en 
rffrl  Ir  cAno  «lirecicur  de  la  surface  considérée  et  le  plan  tangent  P  à  ce  c^ne, 
nui \ «lit   une  fîônératrioc  quclc«»nque  r  parallèle  à  la  génératrice  G  de  la  surface: 
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Imaginons  maintenant  la  ligne  de  striction  C  de  la  surface 
gauche  minima,  cette  ligne  sera,  d'après  le  résultat  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la 
surface  et  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  di- 
recteur; donc  la  tangente  à  la  courbe  C  en  un  point  quelconque  m 
et  la  perpendiculaire  au  plan  directeur  menée  par  le  même 
point  sont  deux  tangentes  conjuguées,  c'est-à-dire  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'indicatrice  de  Dupin  de  la  surface  gauche 
au  point  M  ;  mais  la  perpendiculaire  au  plan  directeur  est  une  asym- 
ptote de  l'indicatrice,  donc  elle  se  confond  avec  la  tangente  à  la 
ligne  de  striction  et  celle-ci,  ayant  dès  lors  toutes  ses  tangentes 
parallèles,  est  une  droite  qui  d'ailleurs  est  perpendiculaire  au  plan 
directeur. 

Cette  dernière  propriété  montre,  en  second  lieu,  que  toute  sur- 
face gauche  minima  est  un  conoïde  droit.  Coupons  enfin  ce  conoïde 
droit  par  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  l'axe  du  conoïde  ; 
l'intersection  sera  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices 
rectilignes  et  par  suite,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  une 
ligne  asymptotique  du  conoïde.  Cette  intersection  aura  donc  en 
chaque  point  son  plan  tangent  osculateur  tangent  au  conoïde  et 
par  suite  normal  au  cylindre  :  ce  sera  donc  une  ligne  géodésique 
du  cylindre  droit,  c'est-à-dire  une  hélice,  ce  qui  démontre  com- 
plètement le  théorème  énoncé. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  P.  NÂZIMOW,  A  MOSCOU. 
Prenons  deux  égalités 


tny"Ki 


(U  Bm/«=     ^    if  m  je         P      , 

yrrO 

x  =  0 


1*  sera  le  second  plan  ilirccleur  du  paraboloïde  osculaleur  de  la  surface  loul  le 
ioDg  de  G;  donc  il  sera  non  seulement  langent  mais  encore  osculateur  au  cùne 
tout  le  long  de  g.  Tous  les  plans  tangents  au  cône  directeur  étant  en  même 
temps  osculateurs,  le  cùne  directeur  devra  se  réduire  à  un  plan. 
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dans  ces  formules  on  a/?  >  m^^o.p  >»  n^o^p  est  un  nombre  premier 

impair  et  le  symbole  (-j  est  égal  à  o,  quand  q  est  divisible  par/>, 

et  =^  y*  (mod /?),    quand    q   n'est  pas  divisible   par  /?;  en 

d'autres  termes,  il  est  égal  à  ±  i  dans  le  dernier  cas.  Faisons  dans 
la  formule  (a)  /w=o,  i,  a,  ...,/>  —  i;  alors  on  trouvera  facile- 
ment par  sommation 

s  ^  0  X,  s  =  0 

/*""'     If  (JT-  Ami 

\  e       ''        =  O,  quand  x^  /i,  et  =/>,  quand  j:  =  A;  ainsi  Téga- 

f=rO 

lité  (3)  nous  donne 


p-i 
(4)  ( — • ^■-j  =  ^*. 

5=0 


f  Asicj 


,^tf  A* 


Faisons  dans  la  formule  (4)  A  =  /i,  v  =  m,  5  =  r  ;  il  viendra 


p-\ 


l«rici 


v=rO 

(  iOmparons  maintenant  les  coefficients  àm,*  et  6^^^.  Si  x,  m  et 
/i  sont  pas  divisibles  par  />,  on  trouvera  toujours  de  tels  e  et  8, 
que 

^  tManI  racine  primitive  du  module/»;  alors 

Aiiiîii  il  n\  «  qu'à  démonlrer  que  bm,m  =  *•,»-  pour  avoir  celle 


MÉLANGES.  17 

formule 


(( 


a/i*  -h  o.bmn  -h  rm* 


) 


(b)  '  P-l 


-^11( T^) 


en  supposant  que  D  =  ^/r  —  6^  n'est  pas  divisible  par />.  Pour 
démontrer  l'égalité  b,„^Q-=z  6©, m»  nous  établirons  un  lemme  arith- 
métique peu  connu. 

Si  a,  a',  a",  . . .  est  un  système  complet  des  résidus  quadra- 
tiques du  module  p  et  ^y  j3',  ^",  . . .  un  système  de  résidus  non 
quadratiques,  le  nombre  des  non-résidus  dans  le  système  i  -f-  a, 
I  4-  oc',  I  -h  a'',  . . .  surpassera  d'une  unité  le  nombre  des  résidus; 
quant  aux  nombres  1  +  ^,  i  -f-  ^',  i  4-  [3",  . . . ,  ilj'  aura  parmi 
eux  autant  de  résidus  que  de  non-résidus. 

Pour  faciliter  la  démonstration,  nous  affecterons  de  l'indice  o 
les  a  et  les  j3  pour  indiquer  qu'ils  sont  positifs  et  moindres  que  p. 
Soient  x^  y^  z  et  t  les  nombres  des  solutions  des  équations 

I  H-  «0  =  *'o  >      I  -+"  3to  =  3o,      I  -^  ?o  =  3to,      i  -{-  3o  =  ?o  • 

Premier  cas  :  p^i  (mod  4)-  —  Dans  ce  cas  (- j  =  l^\, 

p — I  est  résidu  quadratique  et  ne  donne  ni  résidu,  ni  non- 
résidu,  quand  on  l'additionne  à  i;  ainsi 

(7)  ^H-r^ ,     z-hf  =  ' 

'À  'X 

Pour  la  même  raison,  on  peut  poser 

«0  =  /?  —  a'o,     %=p  —  p'o  ; 

alors  Zj  y  el  t  représenteront  les  nombres  des  solutions  des  équa- 
tions 

i-h  PoH-ao=/>,      i-l-ao-+-Po  =  />,      i -h  ?o -^  ?'o  = /»• 

Ainsi  l'on  a 

(8)  z=y. 

Il  est  très  facile  de  voir  que  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 
'  -H  ?o  +  ?o  ^^ P  ^^^  ^®  même  que  le  nombre  des  solutions  de  la 
Bull,  des  Sciences  matfiém.,  a*  série,  1. 1\.  (Jnnvier  i885.)  a 
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congrnence 

I  -h  p   f-  p'  —  o      {modp). 

Mais  I  ^  ^^'^  (mod/?),  p' eee  pa  (mod  /?);  /  est  donc  le  nombre 
des  solutions  de  la  congruence  ^"4- i  +  a  ^  o  (mod/?)  ou  de 
Téquation  i  -h  ^o  -}-  ao  =/?, 

(9)  '  =r» 

En  résolvant  les  équations  (-),  (8)  cl  (9),  nous  aurons 
(10)  ir  =  ^^ — ; —  >      V  =  5  —  /  =  <-— =z  X  -^\. 

A  4 

Deuxième  cas  :  p  ^i  (mod  4  )•  —  Dans  ce  cas  (- ]  =  —  I-) 

et,  par  des  raisonnements  tout  semblables  à  ceux  du  premier  cas, 
nous  parviendrons  aux  résultats  suivants  : 

/     X  P  —  3  p  -h  i 

(il)  X  ~   Z  =  t  =  ' ; 1         Y   =     ; =  .r  -h  I  . 

I  '  4 

Revenons  aux  coefficients  b,„^o  ^t  ^o,/w? 

-)Ve    /'     = (-), 

X  -  I 

p-i 

ui)  '""'  =  pZ[ p )• 

Supposons  que  D  =  ac  —  b^  n'est  pas  divisible  par/?.  Si  a  est 
divisible  par/?,  6  ne  Test  pas,  et  alors  ibx-\-mc  parcourt  un 
système  de  résidus  (mod  /?),  quand  x  prend  toutes  les  valeurs 
de  o  jusqu'à  p  —  i  ;  ainsi  nous  aurons 

p-\ 
,  I   / mX'^TK  / ibx -^  cni\  , 


x  =  0 


Si  a  n'est  pas  divisible  par  /?, 

".■=M^)T(^') 

z  =  0 

Si  D  est  résidu  ([uadrahque,  on  peut  poser 

52  ~  D  a       (  mod  p  ) 
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et  alors 

la  somme  devant  être  prise  pour  tous  les  a  qui  sont  contenus 
dans  un  système  de  résidus. 

Si  D  est  non-résidu,  alors  nous  poserons 

D?  =  5î       (modp) 
et 

en  prenant  la  somme  pour  tous  les  Ji  d'un  système  de  résidus 
(modp).  Mais,  d'après  le  lemme. 


ainsi 

('i5) 


P\P/ 


Ja  formule  (6)  est  donc  démontrée.  La  formule  (6)  peut  encore 


»  • 


s  écrire  ainsi 


f  /  rt/i*  -4-  2  bmn  -f-  c//i*  \ 

l( P ) 


f        ~p2d2à\  J>  /  """"  'J> 

Nous  pouvons  démontrer  aussi  les  formules  (6)  et  (16)  pour  le 
cas  où  p  est  un  nombre  composé,  ne  contenant  pas  de  diviseurs 
quadratiques,  et  où  D  =  ac  —  b^  n'a  pas  de  diviseurs  communs 
avec  />;  p  est  impair.  Cette  démonstration  se  fera  par  la  méthode 
des  conclusions  de  /i  à  /i4-i.  So'il  p  =  p'q,  où  q  est  un  nombre 
premier,  ne  divisant  pas p'-^  supposons  qu'on  ait  démontré  les  for- 
mules 

( — ? — )=^'22(-^ — 7—~r  " 

A.  |i.  =  0 


iO 


PUK3JlbKb:   PAKTIB. 
I.a  iiiuhiplii  alion  nous  donne 


;.T^/,jx-  0 


.     tU'     W'/x    -^n        1  v  v  V  V  /^5*~^^;^.  — 'T- 


^» 


/ 


lV>on' 


T 


V 


i      F       P 


où      «l      s<^r.i  vies  :r*c:;x  a>  irculières  el  x  avec  e  sont  é^^u\  k  c 


».^i;  A  i:  A./i>  ï^>x^  i*\vt> 


ît  t I 


IXi  Ix-  kw 


\,*ML>>  >a^,-.t.^  ;rf  'J  '.Wr*»?  itrs  c«»bctii^iic^>  que  x  eX.  y  prennenS 
,>,•>-  >i  o*.T^  -  ^,•'^•f  :/^  »c«i-r  -Sf>  >^>Jt-i»es  dîflerents  de  S  el  ul,  oq 
wX  '  •,  ".  .1.1»*  'T  -**0  ,-iii*  i.r:  ijii:>  iS  11  foDClion  exponenlielk 
;,'^    >.i   *  ».t..ir   :•!  --  7'>i.>  Sï^  :ir.>  3c*Dner  à  X  et  j' toutes  le* 


4      •■ 


11»  •*  7  .      y  T  —  çr\  ^  V  tmod/)), 


»v  «"v    A.»»'    /»!>'     i«»il»î.* 


•    r 


#  •     ^ 


. ^  ' 


*.  -^  -  • 


-i.j-i  —  ri** 


) 


tt-^v.       .11         -.  'i 


'^  .    n  u>  i^ai^ikc>  ecnre 


C*  ^^     '.  -"^  —  »  fkXI-  —  c  V* 


) 


f  i/j--  It  Xi 
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DÉMONSTRATION  DE  L'EXISTENCE  DES  RACINES  PRIMITIVES  POUR  LES 
MODULES  ÉGAUX  A  DES  PUISSANCES  DE  NOMBRE  PREMIER  IMPAIR; 

Par  m.  Joseph  PEROTT. 

Nous  considérerons  le  théorème  comme  démontré  dans  le  cas 
où  le  module  est  un  nombre  premier  impair.  Cela  étant  ainsi, 
pour  prouver  que  le  module  /?",  où  p  est  un  nombre  premier 
impair  et  /i]>i,  admet  une  racine  primitive,  il  suffit  de  faire 
voir  (*)  : 

I**  Qu'il  existe  un  nombre  A  appartenant  à  l'exposant/?  —  i 
(  mod  /?"  )  ; 

a"  Qu'il  existe  un  nombre  B  appartenant  à  l'exposant  />""* 
(mod/?"). 

Le  produit  de  ces  deux  nombres  donnera  une  racine  primitive 
de/?«. 

I.  Soit  f(  une  racine  primitive  de  /?,  le  nombre  g  appartiendra 
à  un  exposant  h{p  —  i)  (mod/?"),  car  cet  exposant  doit  être  un 
multiple  exact  de  /?  —  i .  En  faisant  A  =  g^,  on  aura  le  nombre 
cherché. 

II.  La  congruence 

xP .—  I     (  inud  p"  ) 

a/?  racines.  En  effet,  si 

XP —  I  =  (^ l)  \(J7) 

est  divisible  par/>",  on  doit  avoir 

X  E=  I     (mod/?'*-*), 

car  X(jr)  ne  peut  être  divisible  {^)  par/?-.  Les  racines  de  la  con- 


(')  DisquLsitiones  arithmeticœ,  art.  55.  Cet  article  appartient  au  domaine  de 
la  théorie  des  équivalences. 

(-)  Voici  la  démonstration  de  cette  proposition  bien  connue: 

On  a 

rf —  \   -r  X   -  \  (  mod  p). 
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grucnco 

xP=  I     [moâp") 

devront  être  cherchées,  par  conséquent,  parmi  les  nombres 

Inversement,  tous  les  nombres  précédenis  satisfont  à  la  congruence 
on  queslion,  car  tous  ces  nombres  rendent  *ûr  —  i  divisible  par 
/*^  •  et  X(x)  par  />.  La  proposition  énoncée  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée (  '  ). 

Iji  congruence 

x^  ==  I      aïod  p*  ^ 

admet  p^  nfecines.  En  effet,  oo  a 

Jr^— 1=   x^  — I   =  ix  —  i)\{x)  .\(xP\ 


el«  comme  d  Mhfmjts-  om  a  poar  toute  valeur  de  x 

jr^=x      w^od  p\ 

le*  expn««siotts  x^ —  i  et  ^x  —  i»[\\^x)]-  seront  en  même  temps 
Jùi^ble*  «>«  iK>ii  divisible»  par/»*.  On  en  déduit  sans  difficulté 
^<fte  Urs  r*cijdte<  Je  U  coii^r«e«ee 

Ci  v(u*i1n  >«.hv«K^  fMr  cvtfcst'titteal.  au  nombre  de  />*.  En  continuant 


X — t  "^    »        \mn)d  p)^ 
r\Hki    f>        .   H»  »  V    r '       >•  VÎiMita  X  _  ï  —  */^  oà  #^  I  el  A  ood  divisible  par 

v4i.s*s    V  ♦        <<*     .>4  ii*t:44bic  iMT  .»  <K  ne  fe^it  pift5  par  p\ 

'  vv    K'*u*  -V4UHU  ,*'4»4   !c  rv>4«?  rv>ttUe  vie  b  tlMTorie  dfs  équivalences.   C*esl 

k    vvU    ax*.ux4%    ^u  Kà  iv*ito«treni  .^»«  le  )crvap<f  éts^ /armes,  qui  sert  à  déter> 

'uawi    A     ••vt*^^*    **^  »KK»ioc^  Jvs  c44i:s«es  itfs  ieteraiiMBts  Dp^  et  D  {Disquù. 

V  *;*4.**.    \i*    C-v  V  4UiM<i  4rtc  r^ctttc  ^ottU^c.  Lr»aoCk>msde  la  théorie  des  équi- 

kaW^nvv   i  ^^»****    ^*^  ;»*.v*t^  4*5<4  r<|Mnaiâe*.  je  porfère  procéder  d*une  manière 
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ainsi  de  proche  en  proche,  on  prouvera  que  les  congruences 

ir/»''~'=i     (mod/?"), 
ar/»""'—!     (mod/)'») 

ont  respectivement/?""^  et/?""*  racines.  L'existence  d'un  nombre B 
appartenant  à  l'exposant/?""*  (mod/>")est  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  qu'on  vient  d'établir.  En  se  plaçant  au  point  de  vue 
de  la  théorie  des  équivalences,  le  fait  que  la  congruence 


xP'*'* 


admet />"~*  racines  (*)a  lieu  pour  tous  les  modules  M,  si  l'on 
désigne  par  /?""*  la  plus  haute  puissance  d'un  nombre  premier 
divisant  ^(M). 

Le  fait  que  la  congruence 

xP'*~*=i     (modM) 

admet /?"~^  racines  résulte  de  ce  que  la  congruence 

xP~-\     (modM) 

n'en  admet  pas  plus  de  p  et  ce  fait  n'a  lieu  que  pour  de  certains 
modules. 

11  est  temps  peut-être  que  les  deux  théorèmes  de  Gauss  (^) 
prennent  la  place  qui  leur  est  due  dans  les  Ouvrages  élémentaires 
d'Arithmétique  à  l'occasion  du  Chapitre  qui  traiterait  des  con- 
gruences pures  pour  un  module  quelconque.  Il  vaut  infiniment 
mieux  de  dire  que  la  congruence 

xP^i     (modM), 

où  p  désigne  un  nombre  premier  et  M  un  nombre  entier  quel- 
conque, admet  un  nombre  de  racines  qui  peut  être  exprimé  par/?', 
de  manière  que  /  soit  égal  à  zéro  ou  à  un  nombre  entier  positif,  il 
vaut  mieux,  dis-je,  énoncer  ce  théorème  I  de  Gauss  que  de  ne 
dire  absolument  rien  sur  ce  sujet.  Jusqu'ici  on  n'a  eu  l'habitude 
de  considérer  les  congruences  pures  que  comme  des  cas  particu- 
liers des  congruences  quelconques,  comme  si  la  possibilité  de  la 
multiplication  entraînait  dans  tous  les  cas  la  possibilité  de  l'addi- 


(•)  C'est  le  théorème  H  de  Gauss  (  Werke,  t.  Il,  p.  ^67). 
(')  }Verke,  l.  Il,  p.  266-268. 
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h\viK  \)Mt'U  «|uo  soiciU  los  nombrt^s  qu\>n  addîlionne!  Le  conlrdùre 
|voMl  i^liv  |mvunV'  iWlioinenl  par  des  exemples  lires  soîl  de  la  théo- 
VM^  ^lo'^  wouiImvs^  jh^iI  do  la  théorie  des  fonctions.  Considérons, 
|v*v  ovcmple^  IVnsemhIe  de  tous  les  nombres  premiers  à  ud 
«^vMi^biv  vUmiuo  XL  le  pixHluit  de  deu\  de  ces  nombres  appartient 
^vs^^xx^ir^^m^iil  au  domaine  ainsi  défini,  ce  qui  est  loin  d*aToir 
lN^l|\^rN  lieu  quand  il  s^a^it  d^une  somme  de  deux  nombres  do 
vKmin^iih^.  l^^e>l  en  inlrxxluisànt  tn>p  lt!4  Tadditi^^D  qu'on  complique 
U  IMX'-iHNN^lHMii  ^tv'^nt  la  dêmottslnlkha  tail  Tobjel  de  la  présente 
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SCHWAHZ.   — -    Bewkis  des  Satzks,  dass  dik  Kïckl  klkinkrk  Obkrflaciib 

BESITZT,  ALS    JKDKR    ANDERE  KoRPER    GLEICIIEN    VOLUMEXS.    \'\    pBgeS  in-8**, 

GôtlinjîPn. 

Nous  résumons  brièvement,  dans  ce  qui  suit,  la  démonstraliou  ri- 
goureuse donnée  par  M.  Schvvarz  de  celle  proposition  célèbre  : 
«De  tous  les  corps  qui  ont  le  même  volume, c'est  la  sphère  qui  a  la 
plus  petite  surface.  » 

Tout  d'abord,  on  p<îut  se  borner  à  considérer  les  corps  dont  la 
surface  est  formée  d'un  nombre  fini  de  portions  de  surfaces  analv- 
tiques,  c*est-à-dire  ayant  en  chacun  de  leurs  points  le  caractère 
des  surfaces  algébriques;  en  elTel,  Sleiner  a  montré  [U  erke,  t.  Il, 
p.  3oo-3o6)  comment,  étant  donné  un  corps  fmi  -t,  dont  la  surface 
est  S  et  le  volume  \  et  qui  n'est  point  une  sphère,  on  peut  con- 
struire un  corps  aJ  de  même  volimie  V  et  dont  la  surface  S'  est 
moindre  que  S.  M.  Schwaiv.  déduit  de  là  qu'on  peut  construire  un 
polyèdre  -l/,  ayant  même  volume  que  -i»  et  ime  surface  moindre 
que  S;  donc,  puisque  les  polyèdres  appartiennent  à  la  classe  des 
corps  limités  par  des  portion»^  de  surfaces  analytiques,  il  suffit 
d'établir  pour  de  pareils  corps  la  vérité  de  la  proposition  en  ques- 
tion. 

Soit  -l.  un  cor[)s  limité  par  un  nombre  fini  de  portions  de  sur- 
faces analytiques,  sans  points  singuliers,  dont  on  désignera  l'en- 
semble pari»i>;  supposons-le  rapportée  un  système  d'axes  coor- 
donnésOj?,  O)',  Oz  situés  de  telle  sorte  qu'aucune  portion  de  Ub  ne 
soit  parallèle  au  plan  des  yz.  Par  un  point. quelconque  P  de  iHi, 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y^  z^  on  mène,  parallèlement  au  plan 
desj^'w,  un  plan  qui,  par  son  intersection  avec  UU,  détermine  une 
ou  plusieurs  courbes  dont  on  désignera  Tensemble  par  «l'j^.  Chaque 
point  de  Cx  peut  être  déterminé  individuellement  au  moyen  d'une 
variable  a  qui,  si  «!\,-  se  compose  d'une  seule  courbe  fermée,  dési- 
gnera la  longueur  de  l'arc  qui  sépare  le  point  considéré  d'un  point 
lixe  de  Cx-,  qui,  dans  le  cas  contraire,  désignera  encore  une  telle 
.)     longueur  augmentée  au  besoin  de  la  longueur  d'une  ou  de  plu- 

^  BuU.  des  Sciences  mathém.,  i*  série,  l.  IX.  (Fé^Ticr  1885.)  3 

r 
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sieurs  des  coiirl)es  fermées  qui  composent  C^^  en  sorte  que,  si  l'on 
désigne  par  'J(j:)  la  somme  des  longueurs  de  toutes  ces  courbes, 
il  suffira,  pour  obtenir  tous  les  points  de  Cxj  de  faire  varier  5  de- 
puis zéro  jusqu'à  U(x).  On  peut  d'ailleurs  concevoir  que,  au 
moyen  d^in  nombre  fini  de  plans  parallèles  au  plan  des^^^,  on  di- 
vise la  surface  ilS>  en  un  nombre  fini  de  portions,  telles  que,  pour 
chacune  d'elles,  les  coordonnées ^v,  z  soient  des  fonctions,  en  gé- 
néral continues  de  jr  et  de  5,  fondions  pour  lesquelles  on  aura  évi- 
demmenl 

Soienl  encore,  pour  chaque  point  P  (x,  >*,  z)  qui  n'est  pas  sur  une 

.#»  '^z       àz  «H  •„  ^*       r       *^ 

•vr  «ts        «UT  fis  Os  Os 

l^n  rtMiiarquora  que  la  valeur  de  A  fournit  la  valeur  de  l'angle  que 
la  normale  on  V  fait  avec  ra\e  des  x;  il  est  d'ailleurs  permis  de 
supiH^ser  que  le  <«^n5  dans  lequel  on  compte  Tare  s  sur  Cx  a  été 
choisi  do  fa\x^n  que  la  direction  définie  par  les  trois  quantités  A, 
U^  C  s^^il*  sur  la  normale  on  l\  la  direction  qui  va  de  l'extérieur  à 
riiilôriour  du  c\Mr|^>  -t.  Dans  ces  conditions,  l'intégrale 

*  ♦  :t     •    «t*  Os  / 

M^r^  ô^aloà  Taire  li>iale  eompriseà  Fintérieur  de  v*xi  et  l'on  établira 
x.iii>  i^^iMo  k*^  r^Mrmule^  suivantes 


*  ♦ 

^    — 

r 


v^U  >  V  t  \  xJo^^ttOttl  fespevùvetaenl  Faire  et  le  volume  de  iiî»  et  de 
V    c^  vH^  i    o<  X»  >v^t  le>  Kwîles  înfèneure  el  supérieure  des  x  des 

\'o>  ^s^^lK^4t>  ov|*Ji*l*iêes.  iH*«>  al*onlons  le  fond  de  la  démon- 
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slralîon;  elle  consiste  à  prouver  d'abord  que  l'on  peut  substituer  à 
-l>  un  corps  de  môme  volume  et  de  surface  moindre,  jouissant  de 
cette  propriété  que  le  long  de  toute  courbe  telle  que  C^  la  nor- 
male à  la  surface  du  corps  fasse  un  angle  constant  avec  Taxe  des 
Xj  puisque  l'on  peut  substituer  à  ce  dernier  corps  un  corps  de 
même  volume  et  de  surface  moindre,  pour  lequel  toutes  les  courbes 
telles  que  Cx  soient  des  cercles  :  il  résultera  de  ces  deux  propositions 
que  l'on  peut  substituer  au  corps  donné  A  un  corps  de  même  vo- 
lume et  de  surface  moindre  et  qui  soit  de  révolution  autour  d'une 
parallèle  à  l'axe  des  x,  et  l'on  n*aura  plus  qu'à  prouver  qu'à  un  tel 
corps  on  pourra  substituer  une  sphère  de  même  volume  et  de 
surface  moindre. 

Le  premier  point  revient  à  établir  que  l'on  a 

(I)  /         /i  -f-  A»  ds^  )/V*{t)  -h  Q'^ix) 

•  0 

et  que  l'égalité  ne  peut  avoir  lien  que  si  A  est,  pour  la  valeur  con- 
sidérée de  X,  indépendant  de  Sj  en  sorte  que  la  normale  à  Ul»  fasse 
tout  le  long  de  k^x  un  angle  constant  avec  l'axe  des  x\  dans  ce 

dernier  cas  d'ailleurs  A  est  égal  à  jr         et  l'égalité  est  manifeste. 

L'inégalité  (i)  résulte  en  général  de  Tidenliré  suivante,  où   l'on 


/ 


suppose 

•  0 


=  /    A^y.s, 


le  premier  membre  est  essentiellement  positif;  il  ne  peut  être  nul 
que  si  l'on  a  sX  —  ^  =  o,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  s  comprises  entre  zéro  et  U(^)  que  si  A  est  indépen- 
dant de  .ç;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  puisque  /  pour  s  =  U(x)  est  égal 
à  Q'ix)^  on  voit  que  l'identité  précédente  entraîne  bien  l'iné- 
galité (i). 

Le  second  point  revient  à  prouver  que  Ton  a 

(2)  U»(.r)>4rQ(^) 

et  que  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  <x  se  réduit  à  un  cercle; 
c'est  la  proposition  bien  connue  :  «De  toutes  les  figures  planes  qui 


L'« 
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ont  même  aire,  cesX  le  cercle  pour  lequel  la  longueur  de  la  circon- 
férence est  la  plus  petite.»  M.  Scliwarz  en  donne  une  démonstra- 
tion analytique  rigoureuse,  que  nous  laissons  de  coté,  parce  que 
l'esprit  de  cette  démonstration  se  retrouvera  dans  ce  qui  suit.  I^s 
inégalités  (i)  et  (2)  entraînent  la  suivante 

et  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  corps  -t  est  un  solide  de 
révolution  autour  d*une  parallèle  à  Taxe  des  jr. 

Supposons  donc  en  troisième  et  dernier  lieu  que  -i,  soit  un  corps 
de  révolution  autour  de  Taxe  des  x,  mais  non  une  sphère;  on  a 
à  prouver  Tinégalîté  suivante 

r-r» 


•   1» 


Tégalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  -l,  est  une  sphère. 

Pour  y  arriver,  M.  Schwarz  imagine  une  calotte  sphérique,  ajanl 

pour  base  le  cercle  <l.r*  cercle  dont  le  rayon  i /  ^  ^      sera  désigné 

dans  ce  qui  suit  par  /*:  celte  calotte  doit  être  lelle  que  le  volume 

<|u'elle  limite  avec  le  cercle  cx  soit  égal  à    /     (}{x)dx;  en  outre 

sa  convexité  est  dirigée  du  coté  des  x  négatifs.  Soit  H  sa  surface; 
on  aperçoit  de  suite  que,  entre  Xo  et  vF|,  H  est  une  fonction  uni- 
voque  et  continue  de  x.  Si  Ton  désigne  par  w  Fangle  que,  lout  le 
long  du  cercle  <l*x>  le  plan  langent  à  la  sphère  qui  contient  la  ca- 
lotte fait  avec  le  plan  tangent  au  corps  de  révolution  A,  on  établira 
sans  peine  ridentité  suivante,  analogue  à  l'identité  (a), 


le  second   membre  de  cette  identité  est  essentiellement  positif,  et 
Ton  en  conclut 

•  ». 
régulilé  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  w  est  nul  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  l'abscisse  comprises  entre  Xq  et  x,  il  sulïît  de  donner  à  x 

la  valeur  x^  et  de  remarquer  que  H  est  alors  égal  à  V367:V^  pour 
avoir  Tinégalité  (3). 

Finalement,  les  inégalités  (i),  (2),  (3)  montrent  que,  pour  tour 
corps  '^l,  de  volume  V  et  de  surface  S,  on  a 


S^i7367rV*, 

et  que  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  -l.  est  une  sphère  :  c'est  ce 
qu'il  fallait  démontrer.  J.  T. 


RADAU  (R.).  —  Tablks  dk  l'intégrale  <{^(Z).  {Annnlvs  de  rOhsenuitnire  de 
Paris,  Partie  théorique,  t.  XVUI.)  Paris,  i883,  in-{'*  de  a5  p. 

L'intégrale  'i  (Z)  =ié''^  j     e''*  dt  est  Tune  de  celles  qui  se  pré- 

sentent  fréquemment  dans  la  pratique;  elle  est  emplovée  dans 
diverses  questions  de  Physique  mathématique,  dans  la  théorie 
des  réfractions,  dans  le  (Calcul  des  probabilités,  etc.  C'est  Kramp 
(|ui,  le  premier,  a  tenté  de  la  réduire  en  Tables,  à  l'occasion  de  ses 
recherches  sur  les  réfractions;  mais  ses  Tables,  que  l'on  trouve 
dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Analyse  des  réfractions  astronomiques 
et  terrestres  (Strasbourg,  l'jpg),  où  il  a  exposé  aussi  sa  Théorie 
des  facultés  numériques,  n'ont  <|ue  peu  d'étendue,  et  les  dernières 
décimales  sont  souvent  inexactes.  Besscl  a,  plus  tard,  étendu  ces 
Tables  jusqu'à  Z  =  10,  en  prenant  pour  argument,  depuis  Z  =  i 
jusqu'à  Z=  10,  logZ  au  lieu  de  Z;  mais,  chez  lui  aussi  bien  que 
chez  Kramp,  la  dernière  décimale  est  incertaine;  l'erreur  atteint 
quelquefois  deux  ou  trois  unités.  En  outre,  pour  l'usage  pratique, 
ces  Tables  ne  sont  guère  commodes,  à  cause  de  la  grandeur  des 
différences,  qui  rend  l'interpolation  laborieuse.  Il  y  avait  donc 
quelque  intérêt  à  publier  des  Tables  exactes  de  la  fonction  <{'(Z), 
d'une  étendue  suffisante  pour  rendre  l'interpolation  tout  à  fait 
facile. 

Telles  sont  les  Tables  que  nous  avons  sous  les  yeux.  Elles  don- 
nent les  logarithmes  dc'L(Z)  avec  sept  décimales,  pour  tous  les  mil- 
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licmcs  de  l'argument  Z  depuis  Z  =  —  o,  1 20  jusqu'à  Z  =  -h  i  ,000, 
cl  pour  tous  les  millièmes  de  TargumcntlogZ  depuis  logZ  =  o  jus- 
qu'à logZ  =  I. 

Elles  permettent  d'ailleurs  d'obtenir  log'|(Z)à  un  quart  d'unité 
près,  le  dernier  chiffre  étant  suivi  d'un  petit  trait  toutes  les  fois 
qu'il  a  été  forcé. 

Dans  une  courte  introduction,  Tauteur  a  exposé  les  formules 
qui  lui  ont  servi  à  calculer  les  valeurs  de  ^(Z).  Les  séries  connues 
n'étant  guère  applicables  que  pour  des  valeurs  de  Z  inférieures  à  2 
ou  supérieures  à  5,  il  a  fallu,  depuis  Z  =  ?.  jusqu'à  Z  =  4>  recourir 
à  des  formules  de  réduction,  telles  que  les  suivantes  : 

Ao        Al        Aj 


ou 


I  /z»  -t-  m  —  Z 


L  = 


V^Z*  -1-  m  ^-  Z 


m 


à  Taide  desquelles  on  déduit 'L  (y/ij)  de  ♦}(4), '}(v^)  de 'ity^ij), 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ^  (:*).  L'auteur  donne  les  valeurs  nu- 
mériques' des  coellicients  A,  et  celles  des  coeflîcients  C  pour 
plusieurs  valeurs  du  nombre  entier  m. 
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Milan:  i883-i88î. 

En  publiant  ces  Leçons,  M.  Aschieri,  professeur  à  l'Université 
de  Pavie,  s'est  proposé  d'initier  le  lecteur  aux  principes  et  aux 
méthodes  théoriques  de  la  (iéométrie  projective  et  descriptive, 
plutôt  que  de  le  familiariser  avec  les  procédés  pratiques  et  les  mé- 
thodes graphiques  que  Ton  enseigne  habituellement  en  France 
sous  le  nom  de  Géométrie  descriptive.  Ce  n'est  ni  l'art  du  dessin 
graphique,  ni  la  confection  d'épurés  compliquées  qu'il  a  en  vue, 
mais  bien  le  développemonl  d'une  branche  de  la  Géométrie,  sur 
laquelle  du  reste  d'exceilenls  auleurs  onl  déjà  écrit  :   il  suffit  de 
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lier  MM.  l-'lcdlcr,  l\cyc  el  Creniona,  donl  M.  Aschieri  diiclarc 
nir  |)arliciilit;reiiient  ulUîsé  les  Livres  pour  \n  composiiion  du 
*  deux  Viiluirirs. 

!jc  premier  Volume  (Gèomélrie pinjective)  se  rapporle  pr'mcl- 
alcmcul  à  In  f-ôoniélri(!  du  plan  el  de  l'étoile  {slelln)  ;  Ifs  mailrcs 
ilicns  désignoiit  soas  oc  nom  l'ensemble  des  droile^  ou  des  plans 
li  paascnl  par  im  point;  c'est  la  figure  corrélative  d'uji  plan  i^orj- 
liléré  comme  lieu  de  driiïles  ou  do  points. 
Adoptant  les  définitions  el  les  notulions  de  M.  Cremnnu,  l'au- 
lir  définit  les  Tormcs  foiidnmontales  de  première  et  de  seconde 
ipèce  :  le  fiiitfciin  ilf  rayons  passant  par  un  point  el  situas 
pliin,  le  faisceau  t/e  pians  passant  pur  un  a\v,  la  droite 
■  {puntegintta);  l'étoile  de  ravons  ou  de  plans,  le  plan 
F^W  un  ponrliiÉ.  Toute  ti/ir'-ration  {projection  d'un  point  nu 
lion  pnr  un  plan)  efTcctuée  sur  une  forme  reproduit  une  forme 
e  luémc  espèce;  deux  formes  fondamentales  sont  dites  prujec- 
l'un  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  au  moyen  d'un  nombre 
ni  d'opérations.  Il  èlndic  ensuite  Tlioinologie  plane,  les  formes 
irmuniqucs,  les  propriétés  métriques  relatives  aux  figures  pro- 
ctîvcs,  les  coniques  regardées  comme  figures  homologiqucs  du 
M-cle,  traite  des  propriétés  principales  de  ces  courbes:  théorèmes 
e  Pascal  cl  de  Briancbon,  centres,  diamètres,  a\es,  etc.,  définit 
I  formes  élémcnUiircs  de  première  espèce  et  de  second  ordre  :  la 
•DÎqDC  lien  de  points  ou  de  tangentes,  le  cAnc  du  second  ordre 
m  de  génératrices  ou  de  plans  tangents,  t'ensemhle  des  généra- 
■tces  d'une  quiidriquc  gauche,  étudie  la  projcctiviléde  ces  formes, 
:loppc  la  théorie  de  l'involutîon,  introduit  la  notion  de  fojer, 
ionlre  comment  on  construit  les  éléments  doubles  de  deux  formes 
lémenlaires  de  première  espèce  projeciives  superposées,  passe  de 
h  l'étude  des  éléments  doubles  de  deux  formes  projectives  de 
;onde  espèce  super|)05ées,  el  reprcrid  à  ce  point  de  vue  lu 
Jorie  de  Tliomologie  plane.  Le  reste  du  Volume  est  consacré  à 
exposition  des  principes  de  la  Géométrie  analytique  du  plan  ou 
l'i^-loilc  el  se  termine  par  la  définition  généralisée  de  la  dis- 
:nee  (ou  de  l'angle)  de  deu\  éléments  d'un  plan  ou  d'une  étoile 
purtant  de  la  luiinc  quadratique  à  laquelle  M.  Cajley  a  donné 


Dom  A\ibsiUn,   vl  pal 
om^tries  ellipliipu-,  pa 


des  indications  succinctes  sur  les  trois 
uljulicpie  cl  hyperholique. 
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Le  second  Volume  esl  intilulé  (jêouiêtrie  descriptive.  M.  Âs- 
cliieri  Iraile,  dans  la  première  Partie,  de  la  perspective  centrale 
en  prenant  pour  point  de  départ  la  représentation  d'une  droite 
par  sa  trace  et  son  point  de  fui  le,  et  résout  au  niojen  du  cercle 
des  distances,  introduit  par  M.  Fiedler,  une  suite  de  problèmes 
élémentaires  qu'il  est  inutile  d'énumérer  ;  cette  même  Partie  con- 
tient la  théorie  de  Tliomologie  dans  l'espace. 

Dans  la  deuxième  Partie,  qui  ne  comprend  guère  qu'une  cinquan- 
taine de  pages,  l'auteur  s'occu[)e  du  mode  de  représentation  dû  à 
Monge. 

Enfin  dans  la  dernière  Partie  sont  exposées  les  propriétés  élé- 
mentaires des  courbes  algébriqu<»s  planes  ou  gauches  et  des  sur- 
faces algébriques  :  on  v  trouvera,  par  exemple,  l'établissement 
des  formules  de  Pliicker  et  quelques  indications  sur  le  mode  de 
Iransforniation  dii  à  iM.  Cremona.  J.  T. 
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LES  SURFACES  POLAIRES  INCLINÉES  (  '  )  ; 
Par  m.  lk  D'  SCIPION  HINDI. 

M.  le  (U)l()nel  du  Génie  Dewulf,  dans  son  Mémoire  intilulé  :  Kssai 
(V une  théorie  piéoniétrif/ue  des  polaires  inclinées,  et  inséré  dans 
ce  Bulletin  (a*'  série,  t.  H,  iH-tS),  appelle />oA///*^  inclinée  d'un 
point  P  par  rapporta  une  courbe  C  le  lieu  d'un  point  M  dont  la  droite 
polaire  ordinaire  par  rapport  à  C  lait  un  angle  constant  a  avec 
le  ravon  vecteur  PM  ;  et,  aprèsavoir  exposé  cette  nouvelle  théorie, 
il  en  fait  des  applications  très  élégantes  aux  faisceaux  de  courbes, 
aux  développées  obliques  e!  aux  coniques. 


(')  Cellr  ctudr  ;i   paru  pour  la   prrimère  fois  dans  le  t.  VI  des  Annali  délia 
Scunla  \nrninlc  sttperiore  di  Pisa  en  i8>^3. 


MÉLANGES.  33 

Dans  ce  travail  j'ai  essayé  d'appliquer  la  théorie  de  M.  Dewulf 
aux  surfaces  en  général,  et  puis  en  particulier  aux  surfaces  du 
second  degré 

I.  En  suivant  la  dénomination  de  M.  Uewuif,  j'appellerai 
polaire  inclinée  d'un  point  P  (pôle),  pour  l'angle  a,  par  rap- 
port à  une  surface  fondamentale  S",  le  lieu  d'un  point  M ,  dont  le 
plan  polaire  par  rapport  à  S"  est  incliné  de  l'angle  a  sur  le  rayon 
vecteur  PM. 

II.  Les  plans  polaires  (*  )  des  points  d'une  droite  arbitraire  r 
par  rapport  à  S"  forment  une  développable  de  la  classe  n  —  i  ;  il  y 
en  a  donc  *^[n  —  i)  qui  touchent  une  courbe  de  la  classe  ui.  Le  lieu 
des  points  dont  les  plans  polaires  touchent  une  courbe  de  la 
classe  jjL  est  donc  une  surface  de  Tordre  [jl(/i  —  i).  Puisque  les  plans 
inclinés  d'un  même  angle  sur  une  droite  t  touchent  une  même 
conique  K^  du  plan  à  l'infini,  le  lieu  des  points  dont  les  plans 
polaires  font  un  même  angle  a  avec  une  droite  fixe  est  une  surface  de 
l'ordre  2(//  —  i)  (2).  En  faisant  varier  d'une  manière  quelconque 
la  droite  /  et  l'angle  a,  le  plan  à  l'infini  E^  appartient  toujours 
au  système  des  plans  inclinés  de  Tangle  a  sur  /,  c'est-à-dire  qu'une 
droite  peut  être  considérée  comme  inclinée  d'un  angle  quelcon- 
que sur  E^.  Donc  la  surface  S-^"~*^  contient  les  (/^  —  i)'  centres 
de  S".  Le  plan  E^  pouvant  être  considéré  comme  tangent  double 
il  la  conique  Kj[.  si  nous  faisons  passer  la  droite  arbitraire  /•  par 
un  des  pôles  de  E^  (centres  de  S"),  deux  intersections  de  /•  avec 
S2(//-i)  seront  réunies  en  ce  point,  i^a  surface  S^^""*^  adoucies 
{n  —  i)'  centres  de  S"  pour  points  doubles. 

IIL   Soit  p   une   droite  arbitraire.    Chaque   point   x  de  cette 


(')  Ici,  comme  à  l'avenir,  on  doit  entendre  pdir  plan  polaire  \c  plan  polaire  or- 
dinairet  et  par  première  polaire  la  première  polaire  ordinaire  par  rapport  à  la 
surface  S",  qui  est  supposée  générale. 

(')  Nous  dirons  quelquefois  dans  la  suite  la  sur/ace  S^C  ''  d'une  droite^  la 
sur/ace  S^'"""')  d*un  plan,  pour  indiquer  ce  lieu,  et  celui  des  points  dont  le  plan 
polaire  fait  un  an(;ie  constant  avec  le  plan  fixe.  Il  est  presque  inutile  d'observer 
que  ce  dernier  lieu  n'est  autre  chose  que  la  S'^"'^  d'une  normale  au  plan,  pour 
l'angle  complémentaire. 
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droite  délermine  un  rayon  vecteur  Px,  el  par  conséquent  une  sur- 
face S^^""*'  de  ce  rayon.  On  aura  2(/i —  i)  intersections  r  de  la 
droite /?  avec  S^<"~*^  Chaque  point  /  détermine  un  plan  polaire 
T,  par  rapport  à  S",  et  les  droites  qui  passent  par  P  et  font  avec 
7^  l'angle  a  forment  un  cône  du  second  degré  qui  est  rencontré 
par/>  en  dei*\  points  x.  Cette  correspondance  [2,  2(/i — 1)]  a  2/1 
points  unis,  et  le  lieu  cherché  est  une  surface  de  Tordre  2/1. 

En  faisant  passer  une  droite  arbitraire  par  le  pôle  P,  ses  inter- 
sections avec  la  polaire  inclinée,  hors  de  P,  sont  les  2(/i — i) 
points  de  ty  dont  les  plans  polaires  font  Tangle  a  avec  /  (§il)- 
Donc  deux  des  intersections  de  /  avec  la  polaire  inclinée  sont 
réunies  en  P,  c'esl-ii-dire  que  cette  surface  a  un  point  double  en 
P.  Si  une  des  2  (/i  —  i)  intersections  tombe  encore  en  P,  la  droite 
devient  osculalrice  au  point  double.  Mais  elle  doit  être  inclinée 
de  Tangle  a  sur  le  plan  |>olaire  de  P.  Donc  : 

La  polaire  inclinée  cTun  pôle  P  par  rapport  à  une  surface 
(le  l^onlre  n  esi  une  sur/ace  de  Fordre  'jlh  qui  a  un  point  dou- 
ble en  I*.  Le  cône  osculateur  en  P  est  formé  par  les  droites  in- 
clinées de  tan*:^le  donné  at  sur  le  plan  polaire  de  P. 

I*ttr  conséquent  : 

*Si  d'un  fHHni  donné  on  conduit  des  droites  inclinées  d'an 
même  uni: le  x  sur  une  surface  donnée  de  tordre  n,  les  pieds 
de  ces  otditfues  Simt  sur  une  courbe  de  tordre  2/1^. 

Si  H  0*1  un  (H^inl  du  Ci>ne  osculateur,  le  rayon  RP  fait  Tangle 
X  WMV  lo  plttn  polaire  de  P.  On  volt  donc  que  ce  cône  est  le  lien 
de*  pvùuls  doul  les  polaires  inclinées  passent  par  P.  Nous  appel- 
loiHMiH  ce  c\Vne  le  i\ine  /ndaire  incliné  du  point  P,  selon  la  dé- 
luuiiiu^tiou  adoptée  j>ar  M.  Dewuif  (').  On  voit  de  même  que 
le  lieu  des  points  dont  les  cônes  polaires  inclinés  passent  par  un 
poiiU  lî\e  l\  est  la  (ndaîre  inclinée  de  U. 

Supposons  iiiaiiaeiiaiit  3t=o;  chaque  point  x  d'une  droite  ar- 
bihiùie  vlôteruHue  uw  ra\on  vecteur  Pjr.  Le  lieu  des  points,  dont 
le^  pluu^  poLôiv>  sont  |Mrallèles  à  Px.  est  la  première  polaire  du 


y  '  I   U\n*    ^  » .  .  r    ■  ' 
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lînl  •  rinfinî  do  l*x.  Cette  surface  csl  rcnconlrée  par  p  en 
—  i)  points  >-.  Cliai)ue  [)oint  y  ilt^toniiine  un  pinn  |iiilaire  r,  ; 
i  droites  por^itlùles  ù  ce  plan,  conduites  par  I*,  l'urment  un  plan 
li   rencontre   ta   droite  p  en  un  point.  On  a  donc  une  corroB- 

pundauce   [i,  ii — i],  c|iii  a   n    points  unis,    c'csl-â-dire  que  la 

polaire  inclinée  pour  a  =  o  i.-sL  de  l'ordre  n. 

En  faisant  pastier  la  droite  arbitraire  par  P.  on  voit  (ju'unc  des 

înlei'Sectïona  lomLe  toujours  en  P.   Les  autres  intersections  sont 

Iles  n  —  I  points  communs  à  la  droite  et  à  la  première  polaire  di- 

son  point  à  l'infini.    Si   une  autre  intersection   tombe  en    P,    la 
oile  devient   tangente    en    P  à  la  surface.   Mais   elle    doit  éti-e 

parallèli-  au  plan  polaire  de  P.  Donc,  en  appelant  polaire  paral- 

tèle  la  polaire  inclinée  poLir  x^^o  ; 

La  poliiiri:  parallèle  d'un  pi'ilc  P  •■si  uni'  siirjur.e  dp  V'irdn- 
a,  dont  le  plan  tangrnt  l'it  P  l'st  poriîllch-  au  plan  polaire  île 
ce  point. 

L'intersection  de  celte  surliice  avec  S"  se  compose  de  la  courbe 
le  l'ordre  n{n  —  i),  intersection  de  S"  aveu  la  première  polaire 
le  P,  et  do  rinlersectfon  de  S"  avec  le  plan  E». 

Le  plan  tangent  en  P  à  la  polaire  parallèle  est  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires  parallèles  passent  par  P.    Nous  appellerons  ce 

B)lan  le  plan  polaire  parallèle  de  P.  On  voit  très  aisément  que 
e  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires  parallèles  passent  par  un 
point  donné  est  la  jKtlaire  parallèle  de  ce  point. 

2=go"{  '  |.  considérons  l'étoile  (^)  S  des  plans  qui  passent  par 
P.  Chaque  plan  Tdc  cette  étoile  coupe  E„  selon  une  droite  /.,  qui 
an  pôle  T.  par  rapport  à  C]|  (cercle  imaginaire  de  l'inlini). 
Cliaque  point  T_  a  inie  première  polaire  pat-  rapport  à  S".  En 
faisant  varier  le  plan  -7,  les  premières  polaires  des  points  T^  for- 
jnenl  un  réseau  projectifàS.  Si  nous  considérons  maintenant  une 
■oitc  r  conduite  par  P,  los  plans  qui  passent  par  r  forment  uu 
fnisccao  F;  les  points!'^  correspondant  à  ces  plans  sont  sur  la 
droite  i.  polaire  du  point  à  l'infini  de  r  par  rapport  à  C^.  Les 
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tN>>lA\\\'^  |M«Miilrii*H  «h»  n's  points  T,  foriiieiil  le  faisceau  F" 
^^^\\^^\\\u«|,uil  ,\  l\  (lluM|ur  puiiil  ilr  la  courbe  base  de  F*  *  *^ 
^•^^Ws  \s^\  \^\w  \\\\\  pliUi  poliiiiY  passo  par  .v^,  c'est-à-dire  qu  il  «^ 
\>\s^\NA^  \  »  Ou  Noll  doue  ipH\  si  la  droite  r  et  la  courbe  base  du 
i\\xs  v.^u  >\uvv^psuulau(  oui  uu  jhÙuI  commun,  le  plan  polaire  de 
N  k^N^^v^l  c^l  uvMui«d  AU  \\i\ou  xtxleur.  Le  Heu  chercbé  esl  dooc 
.  v\siv  v^v^  uUcvxwUvMix  v)on  wurbes  bases  des  faisceaux  correspon- 
.t%*^\x  N  u  dv  w\  ivxsMwv  pivnvtîlV  d<^  ordres  i./i — i,  c'esl-à-dire 

•**^N    XN^.-»<iv  dv  l  vMvUv     l  *•  —  I    •   -  «   —  I  =/|- — /I  4-1    (>)♦    9"* 

>'^*Nxs    >m;  a  X  t\«.xcx  dx*x*.k*ij\  rvMfjuv.  i^'tlf  v\»url>e  passe  donc  par 
1^     •  ,v<    vx     •       i  *  i.»x»ic^ -i«*  t\^-  Lu  If^iceviui  joint  le  pôle  au  point 

.  •'^  .»i»  »«.  xvsxii-  viUk  xiir  o»**!!-  oMirbe^  -^st  Uoiiente  à  la  courbe, 

X 

>  V.     V       /x-     «.    -1  H.ii  -     /ft  •//!»-    ,*x^    tn*»  *yjurbe  de  f ordre 
%  ,t..    •^,,vNt    -Vf     «     »-  .r     If   itn^z'^nttf  en  ce  point  est 


y,\         •*  .  .     1 


Vx^v    ^•^N«U«»«tv    «^u     •  u:th.    a     'iir'H:'  'j'diitre  normale  de 
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^*^*  ».*v     -            ''-.v  -.'ïH.     «^i    r    ttM    îe*^  points  dont  les 

^  V    «V  V    s^.t.ox    .s»,..t.,x  ■^•>>^fn.    s*r     "     Vi»iHf  ions  cette  droite 

I                                        .,  .  -     •      'n     uit     ■•i«:"n?    «lue  la  courbe 
^4.  X     K.-.««.             .    V.  .  .^     iiiii-     -^    ■•     K>L  w>  -*H»ints  dont  les 

N  .*       ^        ■    :i>       r'       r.W       ••ïlXW    .IV^»C    la    SUf- 

i  -*..,.->-     N^    ,.  ^      .     ,^      r^    Tt.rviaïf:^    liidissées  siir 

V        .,     .   »     K.  .•  ..y.    '^     u^^^ui    -.u-    '.    c   '-'une  qui  la 


■1  ■     »    •  * 


--      ■   — .      -    normales 
",  -^e..'»  *  -^^-Mi.   ^ar  fin  cônf 


•v*«t  -t'^i 


#iif».    in/i. 
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1,11  coiirl>eCH*  ""'''  1-1  >cs  (ira(it'iêl^*  uni  l'ti-  irûiivt-i's.  jjiir  unr 
ie  difTôicnlc.  par  Sleincr  {CiHlf-'s  Journal.  Hd.  if»,  j..  31f  4^. 
lu  Gemmmfllfi  WWke.  [..  (i33n'i 

IV.  Supposons  que  dans  b  rechenhe  l'ailr  au  ^  III  b  ilioili- 
arbitraire/)  passe  par  un  des  piMeâ  du  plan  £.,  et  appelons  Q  ce 
point,  (^iiel  i|ue  *oil  le  pôle  I*,  la  surface  S""""  d'un  rayon  qncl- 
Bonipic  IV  (I  un  point  doiiljle  en  Q  {g  11).  Donr  deu\  des  points 
Unis  de    la  correspondante  tombent  toujours  en   Q,  c'est-à-dirf 

v  \r.  point  Q  est  double  pour  la  polaire  înclini^c  de  P. 

5nit  p  une  droite  de  l'infini.  La  surface  S*'""  étant  la  mêmi! 

ar  les  droites  qui  sont  parallèles  entre  elles,  on  voit  que,  quel 
]ue  soit  le  pâle,  si  l'angle  x  est  invariable,  la  corrcspimdancc  do 
^haslcs  sur  In  droite /f  rosle  toujours  la  même.  On  a  ainsi  tou- 
jours les  marnes  points  unis,  et  une  droite  arbitraire  du  plan  E^ 
rencontre  les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  de  l'espace 
(pour  nn  Hii^me  angle»)  en  :*  H  points  qui  ne  varient  qu'avec  la 
I  droite.  Donc  : 

L,e.t  pt}lniri'x  inflini'-rs  lii'  ffui.i  1rs  points  dr  /.'rspiiv!  ont  les 
(n —  o*  pt'ilps  du  plan  à  l'injtni  pour  points  iliutbles,  i-t  pas- 
sfirtt  liiufcs par  nue  rmirbe  Jixe  t/e  /'ordre  in.  'pii  est  tliins  le 
plan  à  l'in/ini. 

On  pourrait  aisément  démonirer  que  les  pobiire^  parallèlii 
passi-iil  tontes  parles(H~i)'  ptMes  de  ii^,  el  jutj'  la  xction  de 
S" avec  E.. 

La  courlic  polaire  normale,  quel  que  soit  te  pAle,  pa&se  par  les 
(n  —  i)'pi'ilesdc  K^,  et  pnr  les  «- — n-i-i  points  fixes  Je  E,,  qui 
ont  une  même  droite  polaire  par  rapport  ù  la  section  de  S",  et  au 
cercle  imaginaire  C^.  Donc  les  courbes  polaires  normales  de  tous 
ics  points  de  l'espace  ont  les  3s>  uipLoles  respectivement  paral- 
lèles ('). 

Si  le  pôle  est  un  poini  P.  do  plan  E,,  b  i.obiire  inclinée  se 
Compose  du  plan  E,  (  considéré  coniiiie  double)  et  ilc  la  surlace 
S*<"~''  des  droites  qui  passent  par  I'..  La  polaire  parallèle  se  n'- 


Cl  rotr  irp  *uiirl  If  Mi'ii 
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tluît  an  plan  E^  et  à  la  première  polaire  de  P^.  La  courbe  polaire 
normale  de  P.  se  compose  de  la  courbe  polaire  inclinée  de  P., 
pour  a  =  90",  par  rapporta  la  section  de  S"  avec  E,^,  et  de  la 
courbe  d'ordre  (ai  —  i)^,  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires 
passent  par  la  droite  polaire  de  P.  par  rapport  à  C^. 

V.  Si,  le  pôle  P  étant  fixe,  on  fait  varier  Tangle  a,  on  a  un  sys- 
tème de  polaires  inclinées.  Voyons  de  quelle  nature  est  ce  système. 
En  considérant  un  point  R  de  l'espace,  le  rayon  vecteur  PR  fait  un 
certain  angle  a'  avec  le  plan  polaire  de  R.  Donc  une  seule  des  sur- 
faces du  système  passe  par  R,  c'est-à-dire  : 

Les  polaires  inclinées  d'un  point  Jîxe^  pour  toutes  les  valeurs 
de  OL,  forment  un  faisceau, 

VI.  Supposons  a  constant,  et  prenons  trois  points  arbitraires 
de  l'espace  A,  B,  C.  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  inclinées 
passent  par  A  est  un  cône  du  second  degré  (§  III  )  ;  il  en  est  de 
même  pour  B,  C.  Il  y  a  ainsi  huit  pôles,  dont  les  polaires  inclinées 
passent  par  A,  B,  C. 

On  peut  donc  dire  que  : 

Les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  de  l'espace  (pour  un 
même  angle)  forment  un  système  oo^  d'indice  8. 

Les  polaires  inclinées  des  points  d'une  droite  r  forment  un 
système  00  d'indice  2.  En  effet,  le  cône  polaire  incliné  d'un  point 
arbitraire  de  Fespace  est  rencontré  par  /•  en  deux  points.  Les 
surfaces  de  ce  système  passent  par  les  2(/?  —  i)  intersections  de  r 
avec  sa  surface  S-^""*-.  Ces  i{n  —  i)  points  de  r  seront  nommés 
points  polaires  inclinés  de  la  droite,  en  suivant  encore  une  dé- 
nomination de  M.  Dewulf  (*). 

Si  Ton  fait  mouvoir  le  pôle  sur  r,  quand  il  lombera  sur  un  des 
ii(/i — 1)  points  polaires  inclinés,  la  droite  r  deviendra  inclinée 
de  l'angle  donné  a  sur  le  plan  polaire  de  ce  point,  c'est-à-dire  os- 
culatrice  au  point  double  que  la  polaire  inclinée  a  au  pôle. 

Pour  a  =  o,  il  faut  observer  que  les  plans  polaires  parallèles  de 
trois  points  de  Tespacc  délerminenl  un  point  unique.  Donc  : 


C)  Afém.  cit.,  §  IX. 


Let  potaii'es  parallèles  de  fous 
ment  un  système  linéaire  x'. 


les  /uiiiils  lie  l'espace  far- 


des points  J'uDC   tlroile  /*  forraent  ui 
polaire  parallèle  d'un   puînt  arbitrair 


Les  polaii-es  parallolei 
faisceau,  puist^uc  le  pla: 
coupe  r  ea  un  point. 


Vil.  On  appellera  polaire  inclinée  d'une  droite  t  (droite 
polaire),  le  lieu  d'un  point  M.  dont  le  plan  polaire  fait  un  angle 
constant  o  avec  le  plan  vecteur  /  M. 

Soit  1-/ une  droile  tirhitraire  de  l'espace.  Cliaque  point  .r  de 
CCtlc  droile  détermine  un  plan  vecteur  IX.  Le  lieu  des  points 
dont  le.t  plans  polaires  l'ont  l'angle  f  avec  tx  est  une  surface 
""  (§11,  Noie),  qui  est  rencontrt-e  parr/ena(ft —  i)  points  _)-. 
Chaque  point  y  détermine  un  plan  polaire  r,.  H  y  a  deux  plana 
qui  passent  par/>  et  font  avec  r,  l'angle  f,  et  ces  plans  coupent 
la  droite  el  en  dpus  points  jr.  On  a  donc  une  correspondance 
fa,  ■i(n — i)]  et  par  conséquent  an  points  unis.  Si  la  droite  d 
rencoiilre  la  droite  fixe  r,  le  plan  tx,  quel  que  soit  jf,  coïncide 
lonjours  avec  le  plan  id.  La  surface  S^  '"  "  du  plan  td  coupe  la 
droite  (f  en  a(/i  —  i)  points  Donctesdeuxautres  inlersectionsder/ 
1  la  polaire  inclinée  sont  ri'-unies  au  point  commun  à  t  el  d, 
c'csl-à-dirc  que  la  droite  f  est  double  pour  la  polaire  inclinée. 
£n  faisant  mouvoir  un  point  N  sur  celte  surface,  jusqu'à  ce  qu'il 
vienne  tomber  sur  un  point  U  de  la  droile  (,  le  plan  vecteur  (  N 
s'approchera  indclininionl  de  l'uu  des  deux  plans  tan«cnl.s  en  D, 
I;  Unira  par  coïncider  avec  ce  plan.  Mais  il  doit  cite  incliné  de 
l'angle  ^  sur  le  plan  polaire  de  N.  Donc  : 

La  polaire  inclinée  d'une  droite  est  une  sur/ace  de  l'ordre 
n  qui  n  ta  droile  donnée  pour  droite  douhte.  Les  plans  lan- 
■Pnts  en  chaque  point  de  la  droite  double  font  l'angle  donné 
iip  avec  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Xje.»  deux  plans  tangents  coïncident  pour  les  points  de  /,  dont 
plan  polaire  fait  l'angle  3  avec  /.  Il  v    a  donc    (an—  i)   points 
Mpl.n.ir«. 
Ainsi  : 


Le  lieu  des  t 


k;  ,,/,„ 


!    JUia 


ifioilp 
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fixe  coupent  une  surface  donnée  S"  sous  un  angle  constant 
est  une  courbe  de  r ordre  a/i-^,  qui  a  les  n  intersections  de  la 
droite  avec  S"  pour  points  doubles. 

Dans  une  section  plane  quelconque  de  S"  //  y  a 

points  y  où  le  plan  de  la  section  fait  avec  la  surface  un  angle 
donné  (différent  de  o  et  de  90°). 

Ces   points  sont  les   intersections  de  la  section   plane  avec  la 
surface  S^^""*'  de  son  plan. 

Pour  o  =  90"  la  polaire  inclinée  sera  appelée  polaire  normale. 

Soit  encore  une  droite  arbitraire  d,  Chac|ue  point  x  Ae  d  dé- 
termine un  plan  vecteur  t  ,r  avec  la  droite  fixe  /.  Ce  plan  coupe 
l£^  en  une  droite  t^.  Les  plans  normaux  à  tx  passent  par  T^,  pôle 
de  t^  par- rapport  à  Cj;.  Donc  les  pôles  de  ces  plans  sont  sur  la 
première  polaire  de  T^,  qui  est  rencontrée  par  d  en  n  — 1  points 
r.  A  chaque  point  r  correspond  un  plan  qui  passe  par  t  et  fait  un 
angle  droit  avec  le  plan  polaire  de  >*;  chaque  point  y  donne  ainsi 
un  point  x.  Cette  correspondance  [i,/î  —  i]  a  //  points  unis.  Si 
l'on  prend  ladroite  d,  de  manière  qu'elle  rencontre  la  droite  fixe  /, 
on  voit  qu'un  des  points  unis  tombe  toujours  à  Tintersection  des 
droites  d  et  /,  c'est-à-dire  que  la  polaire  normale  passe  par  la 
droite  /.  De  plus,  si  Ton  fait  mouvoir  un  point  N  sur  la  polaire 
normale  de  manière  à  s'approcher  indéfiniment  d'un  point  V  et  /, 
le  plan  vecteur,  qui  s'approche  indéfiniment  du  plan  tangent  en 
V,  doit  être  toujours  normal  au  plan  polaire  de  N. 

On  en  conclut  que: 

La  polaire  normale  dune  droite  est  une  surface  de  tordre  n, 
qui  passe  par  cette  droite^  et  dont  le  plan  tangent  en  chaque 
point  de  la  droite  est  normal  au  plan  polaire  de  ce  point. 

L'intersection  de  la  surface  trouvée  avec  la  surface  fondamen- 
tale, (|ui  est  une  courbe  de  Tordre  /i-,  est  le  lieu  des  pieds  des 
normales  qui  rencontrent  la  droite  /.  L'ordre  de  cette  courbe  a 
été  trouvé  par  Sturm  (')  sous  la  forme  n-î-r,  qui  se  réduit  à  /î-. 


(•  )  Afi'fN.  vif.,  p.  .'Wi7. 
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sî  Ja  surface  fondamentale  est  générale.  Stiirm  a  donné  la  classe 
et  quelques  propriétés  de  celte  courbe. 

Si<p=o,  les/i  —  I  intersections  de  t  avec  la  première  polaire 
de  son  point  à  l'infini  appartiennent  au  lieu  cherché,  parce  que 
leurs  plans  polaires  sont  parallèles  à  t.  De  plus,  si  Ton  fait  passer 
un  plan  quelconque  t  par  t,  on  a  une  droite  s^  d'intersection  avec 
E^.  Les  premières  polaires  des  points  de  s^  forment  un  faisceau, 
dont  la  courbe  base  rencontre  le  plan  vcn  (n  —  i)^  points.  Chaque 
plan  qui  passe  par  t  a  donc  n  —  i-\-{n  —  iy  =  n{n  —  i)  points 
communs  avec  le  lieu.  En  appelant  ce  lieu  courbe  polaire  parai- 
lèle  de  la  droite  t,  on  a  : 

La  courbe  polaire  parallèle  d'une  droite  est  de  Pordre 
n{n  —  i)  et  rencontre  la  droite  en  n  —  i  points. 

Les  n^n  —  i)  intersections  avec  la  surface  S"  sont  les  n{n — i)^ 
points  de  contact  des  plans  tangents  qui  passent  par  t,  et  les 
n{n  —  i)  points  communs  à  la  section  à  l'infini  de  S"  et  à  la  pre- 
mière polaire  (courbe)  du  point  à  l'infini  de  t  par  rapport  à  cette 
section. 

Il  est  évident  que  la  courbe  polaire  parallèle  d'une  droite  /  est 
le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires  parallèles  passent  par  /. 

Vin.  Faisons  passer  la  droite  arbitraire  d,  considérée  au  paragra- 
phe précédent,  parun  des  pôles  du  plan  à  l'infini,  et  observons  que  ce 
point  Q  est  double  pour  la  surface  S^^""*^  d'un  plan  quelconque. 
Alors  deux  des  points  unis  de  la  correspondance  tombent  en  Q, 
et  la  polaire  inclinée  a  un  point  double  en  Q.  Donc,  puisque  cela 
a  lieu  pour  toute  droite  polaire: 

Les  polaires  inclinées  de  toutes  les  droites  de  l'espace  ont  aux 
centres  de  la  surface  fondamentale  autant  de  points  doubles. 

De  même,  puisque  le  plan  E^  peut  se  considérer  comme  incliné 
d^un  angle  quelconque  sur  un  plan  arbitraire: 

Les  surfaces  polaires  normales  et  les  courbes  polaires  pa- 
rallèles de  toutes  les  droites  de  l'espace  passent  par  les  [n —  i)» 
centres  de  la  surface  fondamentale. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  I\.  (Février  188.'».)  4 
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(§  VI)  et  il  V  en  a  n' n" {n' '\- n" -^ n  —  \)  qui  louchent  h 

)• 

hppe  cherchée  est  dans  ce  cas  de  l'ordre 

n' n' (  n' -^  n" -+- n  —  4). 

1,  O'  sera  une  droite  s.  La  surface  enveloppe  trouvée  est 
a  classe  n  et  de  Tordre  2  (/i  —  i).  La  droite  5  est  rencon- 
—  1  points  par  la  première  polaire  de  son  point  à  Tinfini. 
SUD  de  ces  points,  le  plan  polaire  est  parallèle  à  s.  Par 
at  il  y  a  n  — i  plans  de  l'enveloppe,  qui  passent  par  s. 
ppableest  donc  rationnelle,  et  Ton  pourrait,  au  moyen  de 
tt  de  la  classe  ,  déterminer  toutes  les  singularités  ordi- 
^  Les  droites  tangentes  à  cette  dévcloppable  forment  un 
»du  degré  /i.  La  courbe  polaire  parallèle  d'une  quelconque 
àes  rencontre  la  droite  Sj  parce  que  par  une  tangente  à  la 
ible  passe  toujours  un  plan  générateur  tc,  qui  est  parai- 
polaire  du  point  tzs. 


ûites  dont  les  courbes  polaires  parallèles  rencontrent 
le  fixe  forment  un  complexe  du  degré  n. 

18  appellerons  indice  d'un  système  00*  de  courbes  gau- 
ombre  de  courbes  du  système  qui  rencontrent  r  droites 
fS,  et^  puisque  quatre  complexes  du  degré /i  ont '2 /i*  droites 
■s,  nous  pouvons  ajouter  le  résultat  suivant  a  ceux  du 

urbes  polaires  parallèles  de  toutes  les  droites  de  rés- 
inent un  système  00*  d'indice  2/1*. 

•  il  encore  une  courbe  C'  et  cherchons  le  lieu  engendré 

'iles  polaires  normales  de  ses  points.  Prenons  une  droite 

'■.  Chaque  point  B  de  la  courbe  détermine  un  plan  vec- 

I  la  droite  polaire  normale  de   B  rencontre  r,   ce  plan 

liculai're  au  plan  polaire  de  B.   11   y  aura  donc  autant 


loc.  cit.,  p.  117. 
ihalytic  Gcomctrv  0/  threc  dimensions,  p.  2.38.  Dublin,  i86a. 
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de  Jn>iles  du  lieu  qui  rencontrent  /•  qu'il  y  aura  d'inler-ieclions 
de  C'  jvec  |j  p>Ijiro  normale  de /%  c'est-à-dire  /?v.  Donc: 

£<f  iiifu  rhr^rrh'^  esi  une  sur/ace  réglée  du  degré  /iv,  qui  con- 

•>i  \^^iK  li-^m-'nt  qno  celle  surface  est  le  lieu  des    points  dont 
V<  .:•  ari:**^  ^v{a!r>>  normales  rencontrent  C^. 
•  ^1  p«*ut  :«.^ac  J:n?,  en  supposant  v=  i  : 

L.'     *  L    ers  p^.'^ts  dont  les  courbes  polaires  normales  ren- 
''ir.v--"t:   :LXrf  'in  <te  fijre  est  une  sur/ace  réglée  de  f ordre  /ï, 
fi:    -"/r -  ■.-' .1  :  ^.' :,v  dr* -ùe . 

L^in:  T^'-i-^  r»>i*^>^5  âjvKiler  le  résultat  suivant  à  ceux  du  §  VI  : 

;.'s  --hL-'Urs  7»''^:'ys  morm'iles  de  tous  les  points  de  Fespace 
♦  •i-'fir.'f     1  r.  #  •  "?.:/ w-^   j:^  d'indice  n*. 

\\.\  K\^itT>ji»i*r:<T,<  lea^eloppe  des  polaires  inclinées  des  points 
I  titi:  .■-.••ii->'  rV'truf  O.  la  point  de  celle  enveloppe  appartient 
uiv  »»'»ai:'\^  .!•:*  i*/\'>  i-e  i-fu\  points  infiniment  voisins  de  C*. 
,.     -  ttv    ,»»  t.ii'^    i«:jz«f  i'^a  p«.nQt  de  Tenveloppe  doit  donc  tou- 


U'    ,^    ,  ,'^-^--^iir? 


'.     t>       4'.-r     f»  V  7»/--c-'-v>*  î.iclinifes  des  points  d'une  courbe 
»    !•;*     ^<:     '     *    I    ^-'îî  p'.cx^s  'jTj/i/  /«r:P  rtî/ïw  polaires  inclinés 

•  .i     1.    t.     .*      *    i;  •*• 

.•*'t   .•  ^  .'•  .'/i-^s  .i^yUxiftrs  des  points  cTune  droite  est 

'-►  MX  s'>  ntx   ,>'ar*ït:  ♦/;:   Àf  b  ciacs«<f  i.  el  un  point  P,  sur  cette 

,  ..,  s.     V  \    ^  ut  j%»tfîc   fif  !u  siJrtinf  polaire  parallèle  de  P, ,  le 

V  ..     -     »^*-',ù*m     n*    F    3d>c?*f  PikT  P».    Or,  si  M  appartient 

,    .  V  ...  V*     -ur-uic**'  in  Tîrfjî  P.,  infiniment  voisin  de  P| 

.  .t     v  ..i»!--    «aniU"!,'   hi  M  pA>>^  encore  par  Pa,  el  il 

>^    ..    .  .Tij  Ml»'  :    il  ^»«irOtf  «fti  P,.  Donc  renveloppe  des 

.t  ^  j«:tfti^  t  irttf  o:ajrèie  est  le  lieu  des  points 

.    i.>uctii.'tit:    u  «i'Hi«rW.  Les   plans   polaire^ 
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parallèles  des  points  d'une  droite  engendrent  une  développable 
de  la  classe  n  (§  XI),  qui  a  /ip  plans  tangents  communs  avec  Cp. 
L'enveloppe  cherchée  est  donc  de  l'ordre  np.  Soit  P  un  point  de 
la  section  de  cette  enveloppe  avec  le  plan  E*.  Le  plan  polaire 
parallèle?:  de  P  doit  toucher  la  courbe,  et  par  conséquent  il  n'est 
pas  en  général  à  Tinfini.  Alors  le  plan  polaire  (ordinaire)  de  P, 
qui  est  parallèle  à  ir,  doit  aussi  passer  par  P,  et  ce  point  appartient 
à  la  section  C^  de  la  surface  fondamentale  avec  E«.  L'enveloppe 
trouvée  passe  p  fois  par  C".  En  effet,  par  la  tangente  en  P  à  C^,  on 
peut  conduire  p  plans  qui  louchent  Cp,  et  l'on  peut  regarder 
chacun  de  ces  plans  comme  polaire  parallèle  de  P.  On  peut  donc 
réunir  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 

Les  polaires  parallèles  des  points  d'une  courbe  de  la  classe 
p  enveloppent  une  surface  de  l'ordre  /ip,  qui  est  aussi  le  lieu 
des  points  dont  les  plans  polaires  parallèles  touchent  la  courbe, 
et  qui  passe  p  fois  par  la  section  du  plan  E»  avec  la  surface 
fondamentale. 

Nous  avons  vu  que  les  polaires  parallèles  de  deux  points  inO- 
nîment  voisins  P|,  P2  de  Cp  se  coupent  en  une  courbe  telle,  que 
les  plans  polaires  parallèles  de  ses  points  passent  par  la  tangente 
à  la  courbe  en  P^.  On  voit  donc  que  l'enveloppe  trouvée  n'est 
autre  chose  que  la  surface  engendrée  par  les  courbes  polaires 
parallèles  des  tangentes  à  Cp. 

Si  la  courbe  Cp  est  de  l'ordre  v,  il  s'ensuit  que  : 

Sur  une  courbe  de  U ordre  v  et  de  la  classe  p  il  y  a  n  v  p  points 
èels  que  le  plan  conduit  par  chacun  d'eux  parallèlement  au 
plan  polaire,  est  tangent  à  la  courbe. 

L'enveloppe  trouvée  coupe  la  surface  fondamentale  S"  en  une 
courbe  de  Tordre  /i-p.  En  retranchant  la  courbe  C^  comptée  p  fois, 
on  a  une  courbe  de  Tordre  /i(/i — 1  )  p,  lieu  des  points  tels  que  les 
plans  qui  y  louchent  S"  louchent  encore  Cp.  On  pouvait  obtenir 
directement  ce  résultat  en  observant  que  les  plans  qui  louchent 
S"  le  long  d'une  section  plane  quelconque  engendrent  une  déve- 
loppable de  la  classe  n{n  —  1  ),  et  qu'il  y  »  n  (n  —  i  )  p  plans  tan- 
gents communs  à  cette  développable  et  à  la  courbe  Cp. 

Si  Cp  est  une  droite,  p  =  o.  Mais  on  sali  que  les  polaires  parai- 
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lèles  des  points  d'une  droite  p  forment  un  faisceau  (§  VI).  La 
courbe  base  de  ce  faisceau  se  compose  : 

I®  De  la  courbe  C^"""*^  polaire  parallèle  de  />,  parce  que  le  plan 
polaire  parallèle  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  contient 
la  droite/?  ; 

a"  De  la  courbe  C^,  parce  que  les  polaires  parallèles  de  tous  les 
points  de  l'espace  passent  par  celte  courbe  (§  IV). 

Soit  encore  une  courbe  O*  de  l'ordre  v  et  de  la  classe  p.  Le 
système  des  polaires  normales  de  ses  tangentes  est  oo  d'indice  p, 
comme  on  pourrait  aisément  le  démontrer. 

Si  l'on  prend  deux  tangentes  infiniment  voisines /|, /s,  et  an 
point  Q  sur  l'intersection  de  leurs  polaires  normales,  les  plans 
^iQ,  t'x  Q  doivent  être  normaux  au  plan  polaire  de  Q.  Donc  l'en- 
veloppe des  polaires  normales  des  tangentes  à  C"**  est  le  Heu  des 
points  dont  les  droites  polaires  normales  rencontrent  C^.  Cette 
enveloppe  passe  par  la  courbe  C^,  parce  que  la  polaire  normale 
d'une  droite  contient  cette  droite,  et  le  point  commun  à  tx^t^  est 
par  conséquent  sur  l'enveloppe.  Si  nous  prenons  une  droite  arbi- 
traire rf,  les  normales  tirées  des  points  de  d  respectivement  sur 
les  plans  polaires  de  ces  points  forment  une  surface  réglée  du 
degré  n  (§  XII),  qui  est  rencontrée  en  /iv  points  par  la  courbe 
donnée.  Donc: 

V enveloppe  des  polaires  normales  des  tangentes  à  une 
courbe  de  Vordre  v,  c^est-à-dire  le  lieu  des  points  dont  les 
droites  polaires  normales  rencontrent  la  courbe,  est  une  sur- 
face  de  tordre  /iv  qui  passe  par  la  courbe  donnée. 

Par  conséquent  : 

Le  lieu  des  pieds  des  normales  à  une  surface  de  Vordre  n, 
qui  rencontrent  une  courbe  de  f ordre  v,  est  une  courbe  de 
Vordre  n^v. 

Ces  normales  engendrent  une  surface  réglée,  qu'on  peut  trouver 
en  suivant  une  méthode  analogue  à  celle  employée  par  Sturm 
dans  le  cas  de  vr=  i .  Soit  m  la  classe  de  S'',  et  r  la  classe  de  la 
section  plane.  La  surface  réglée  des  normales  tirées  à  S"  le  long 
d'une  section  plane  est  du  degré /i  H- r  (  *  )  ;  ily  adonc(/2  +r.)  vnor- 


(')  Sturm,  Mëni.  cit.,  p.  667. 
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maies  qui  rencontrent  C^  et  dont  les  pieds  sont  dans  un  plan  ar- 
bitrairement donné.  Ce  nombre  est  donc  Tordre  de  la  courbe  B, 
Keu  des  pieds  des  normales  qui  rencontrent  C^.  La  surface  réglée 
des  normales  tirées  à  S"  le  long  de  la  courbe  de  contact  du  cône 
tangent,  qui  a  pour  sommet  un  point  arbitraire,  est  du  degré 
r-hm  (*).  Il  y  a  donc  (r-+-//i)v  de  ces  normales  qui  rencontrent 
O*,  c'est-à-dire  qui  ont  leurs  pieds  sur  la  courbe  B,  et  par  consé- 
quent autant  de  plans  qui  touchent  S''  en  points  de  B  et  passent 
par  un  point  arbitraire.  La  développable  qui  louche  S"  suivant  la 
courbe  B  est  donc  de  la  classe  (r-f-/w)v,  et  ce  nombre  est  aussi 
la  classe  de  la  section  de  la  développable  avec  £«,  et  Tordre  de 
la  courbe  polaire  réciproque  de  celte  section  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  de  l'infini.  Cette  courbe  polaire  réciproque,  et 
la  courbe  B  se  correspondent  point  par  point.  Alors,  suivant  un 
théorème  de  Chastes  (*'*),  les  droites  qui  y  joignent  les  points  cor- 
respondants, c'est-à-dire  les  normales  à  S'*  qui  rencontrent  C^ 
engendrent  une  surface  réglée  du  degré  (/i-i-2r-+-m)  v.  Si  S"  est 
générale,  ce  nombre  devient  n^v. 

Tout  point  commun  aux  polaires  normales  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines  t^  t^  de  C^  a  la  propriété  que  sa  droite  polaire 
normale  passe  par  le  point  de  contact  de  t^.  Il  s'ensuit  de  là  que 
l'enveloppe  des  polaires  normales  des  tangentes  est  la  surface 
engendrée  par  les  courbes  polaires  normale^  des  points  de  C^. 
En  particulier: 

Les  courbes  ^polaires  normales  des  points  (Tune  droite 
engendrent  la  polaire  normale  de  la  droite, 

XIV.  Prenons  un  faisceau  de  droites,  dont  U  soit  le  centre  et 
co  le  plan.  Le  cône  polaire  incliné  d*un  point  arbitraire  R  de  l'espace, 
pour  un  angle  donné  cp,  coupe  le  plan  a  en  une  conique.  Par  U  on 
peut  tirer  deux  tangentes  à  cette  conique.  Nous  avons  ainsi  deux 


(  •  )  Sturm,  loc.  cit. 

(')  Comptes  rendus,  t.  LXII,  p.  58i. 

Si  l'on  a  dans  l'espace  deux  courbes,  gauches  ou  planes,  U„,,  U„/  d^ordres 
m  et  m',  dont  les  points  a,  a  se  déterminent  individuellement  et  se  corres- 
pondent anharmoniquement,  les  droites  aa  qui  joignent  ces  points  deux  à 
deux  forment  une  sur/ace  d'ordre  m  H-  m'. 
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rayons  ^^  ^2  du  faisceau,  tels  que  leurs  polaires  inclinées  passent 
par  R.  Donc: 

Les  polaires  inclinées  des  droites  d\tn  faisceau  forment  un 
système  00  dHndice  a. 

Soient^i  une  droite  dufaisceau,  et  ^2 'a  droite  infiniment  voisine. 
Pour  un  point  Q  commun  aux  polaires  inclinées  de  ces  droites 
on  a  les  plans  vecteurs  ^iQ,  /2Q  inclinés  de  l'angle  o  sur 
le  plan  polaire  de  Q.  Le  cône  polaire  incliné  de  Q  est  donc  tan- 
gent en  U  à  ^1,  et  l'on  peut  dire: 

U enveloppe  des  polaires  inclinées  des  droites  d^un  faisceau 
est  la  polaire  inclinée  du  centre. 

Et,  puisque  le  résultat  est  indépendant  du  plan  co,  pourvu  qu^il 
passe  par  U  : 

Les  polaires  inclinées  des  droites  (Vune  étoile  ou  gerbe 
enveloppent  toutes  une  même  surface,  la  polaire  inclinée  du 
centre. 

En  supposant  cp  =  go",  les  polaires  normales  des  droites  du  fais- 
ceau forment  un  faisceau.  En  efiet,  un  point  arbitraire  R  de  l'es- 
pace détermine  un  plan  polaire  p,  et  à  moins  que  R  ne  soit  situé 
sur  la  courbe  polaire  normale  de  U,  il  n'y  a  qu'un  plan  qui  passe 
par  UR  et  soit  normal  à-p;  ce  qui  donne  un  rayon  unique  du 
faisceau.  La  courbe,  base  du  faisceau  de  ces  polaires  normales,  est 
le  lieu  d'un  point  N,  tel  que  tous  les  plans  vecteurs  déterminés  par 
N  et  par  les  rayons  du  faisceau  soient  perpendiculaires  au  plan 
polaire  de  N.  Cette  courbe  se  compose  : 

i"  De  la  courbe  polaire  normale  du  centre  du  faisceau  ; 

2°  De  l'intersection  du  plan  du  faisceau  avec  la  première  polaire 
du  point  à  l'infini  qui  détermine  la  direction  des  normales  à  ce 
plan. 

La  première  de  ces  courbes  est,  comme  on  sait,  de  Tordre 
n^ — n-\-  I  et  passe  par  U.  Les  n[n —  i  )  autres  intersections  de 
cette  courbe  avec  le  plan  to  sont  sur  la  seconde  courbe  qui  est 
de  Tordre  //  —  1 . 
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Considérons  les  [lolaires  noniinliis  des  droites  d'une  étoile, 
lieux  points  arliîlraîrcs  de  l'espace  dùlerrainenl  dens  droites 
polaires  normales,  et  il  y  a  une  seule  droite  de  l'i5toile  qui  ren- 
contre ces  deux  droites.  Donc: 

Les  polaires  normales  des  droites  d'une  étoile,  forment  un 
réseau.  Elles  passent  toutes  par  une  courbe  de  l'ordre  n-  —  n  +  i, 
qui  est  ta  coitrOe  polaire  normale  du  centre. 

Aussi: 

Les  polaires  normales  des  droites  d'un  plan  forment  un 
réseau,  et  passent  loulex  par  une  rourOe  de  l'ordre  n — i. 
située  dans  Ir  plan. 

Soily^o.  Les  courbes  polaires  parallèles  d*?s  droites  du  fais- 
ceau forment  une  surface.  Sî  R  est  un  point  de  celle  surface,  le 
ravon  LIK  doit  être  parallèle  au  plan  polaire  de  R.  On  voit  donc 
(jue  la  surface  clicrcliiie  est  la  polaire  parallèle  de  U,  Comme  ce 
résultat  est  indépendant  du  plan  w,  on  peut  dire: 

Les  courbes  polaires  parallèles  des  droites  d'une  étoile  for- 
ment la  polaire  parallèle  du  centre. 

XV.  La  dL^monslration  du  §  111  ne  subit  aucun  cliangemenL  s! 
le  pôle  P  est  situé  sur  la  surface  fondamentale  S".  Donc: 

Les  pieds  des  obliques  qui  font  un' angle  constant  avec  une 
surface  de  l'ordre  n,  et  passent  par  un  point  P  de  la  surface, 
sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  a  n'  qui  a  un  point  double  en  l'. 
Ces  obliques  forment  un  cane  de  C ordre  3(n* — i  ), 

Pour  «^=0  on  pourrait  encore  répéter  ladéraonslraiion  du  g  III, 
cl  l'on  a  une  surface  de  l'ordre  n.  Le  plan  tiingcnt  en  P  h  cette 
surface  étant  parallAle  au  plan  tancent  à  S"  en  ce  point,  l'inter- 
section du  S"  avec  la  polaire  parallèle  de  P  a  en  P  un  point 
douille.  Donc  les  droites  qui  passent  par  P  et  rencontrent  ail- 
leurs la  surface  sous  l'angle  O  forment  un  cône  de  l'ordre  n" — a. 


Ce 


Lone  se  compose: 

■  Du  ron.-  dr  l'ordre  n  .[ui  [.nijrlL..  la  section  C, 
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**  Dn  O/O^  d«  Torire  «  /»  —  i  — a  u>tni^  \^t  le*  droites  qui 
yè^^t^x^l  fMkf  P  et  touche ot  ailleurs  la  ^urtaoe. 

Foir  x  =  f/i'*,  OD  a  encore  unr  courL»?  de  Tordre  /i*  —  /i-t-i. 
l>/ft<  fKîir  uo  p>int  P  de  S*  ou  ^Krut  mener  ce  nombre  de  normales 
a  t^U^  «offace.  en  v  comptant  la  normale  en  P. 


Qaclqacs  a^lieatioBi  c«x  aiufatc»  dm  stcoad  ordrt. 

L  Soit  S^  la  surface  fondamentale  du  deuxième  ordre.  La 
polaire  inclinée  d*un  point  P  est  dans  ce  cas  une  surlace  S^  du 
quatrième  ordre,  qui  a  deux  points  doubles.  Tun  au  pôle  P, 
Fautre  au  centre  O  de  S-.  Le  cùne  o<cuIaleur  en  P  est  formé 
par  les  droites  inclinées  de  Tan^ile  donné  z  sur  le  [»lan  diamétral 
conjujTué  au  diamètre  OP. 

On  [icut  construire  celle  surface  de  la  manière  suivante.  Faî- 
Vins  passer  une  droite  arbitraire  r  par  le  p«."ile;  on  a  un  plan  diamé- 
tral Or.  Soit  r  le  diamètre  conjugué  à  Or:  il  v  a  deux  plans  t:,  , 
^2  qui  passent  par  r'  et  font  l'angle  a  avec  r.  Les  diamètres/?!.  ^2 
c^injuguésâ  7:1,  t:^  sont  dans  le  plan  Or,  et  renconti*ent  par  con- 
ftéqueril  la  droite  r.  Les  deux  points  d'intersection  M|,  M^  appar- 
tiennent â  la  polaire  inclinée.  En  effet,  le  plan  polaire  de  M|  est 
parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  p^n  c*est-à-dire 
qu'il  est  parallèle  à  ?:,,  et  par  conséquent  incliné  de  Tangle  a  sur 
le  rajon  vecteur  PMj.  Il  en  est  de  même  pour  l'autre  point  Ma- 

En  faisant  rapprocher  indéfiniment  le  rayon  /•  au  diamètre  OP, 
les  plans  ^i,  «:.^  restent  inclinés  de  Tanglc  a  sur  OP.  Donc,  en  ap- 
pelant conjugués  deux  cônes  dont  Tun  est  formé  par  les  diamètres 
conjugués  aux  plans  tangents  à  Tauti-e,  ou  peut  dire  : 

/>?  cône  osculateur  en  O  à  la  polaire  inclinée  est  conjugué 
au  r  6  ne  formé  par  les  plans  qui  passent  par  O  et  J  ont  C  an  g  le  a 
avec  OP. 

Supposons  a=o.  La  polaire  parallèle  est  une  surface  du 
d<;uxiènie  ordre  qui  passe  par  P,  par  O  et  par  la  section  de  E^  avec 
S^.  Le  plan  tangent  en  P  à  la  polaire  parallèle  est  parallèle  au  plan 
diamétral  conjugué  à  OP.  Cette  surface  est  eiigeiidrée  par  l'iuler- 
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section  d'une  droite  qui  passe  par  P  et  du  plan  diainélral  con- 
jngué  à  la  (lîrectioa  de  celte  droite.  On  a  ainsi  une  conslniclion 
par  points  de  la  polaire  parallt-le. 

Considérons  maintenant  la  section  faite  avec  un  plan  qui  passe 
par  OP.  Ce  plan  coupe  S^  en  une  conique  K',  Soient  Q,  R  les 
intersections  de  celte  conique  avec  OP.  Conduisons  un  rayon 
quelconque  r  parP;  le  diamètre  de  K'  conjugué  à  la  direction  de 
r  rencontre  ce  rayon  en  un  point  M'  de  la  section  de  la  polaire 
parallèle.  Tirons  par  Q  une  parallèle  à  PM',  et  soit  M  l'intersec- 
lion  de  cette  parallèle  avec  K'.  Tirons  MR  et  MM'  et  appelons  S 
rinlerseotlon  de  MM'  avec  OP.  La  corde  MH  est  parallèle  à  CM'. 
Les  triangles  QRM,  POM'  sont  semlitables;  et  il  en  est  de  même 
pour  les  triangles  SQM,  SPM',  On  aura  donc 


SP~  SM'  ■ 


M'P  " 


OP' 


d'où  il  résulte  que  le  point  S  est  fixe  sarOP  et  que  le  rapport  -^^ 
est  constant.  Donc  la  conique  formée  par  les  points  M'  (section 
de  ta  polaire  parallèle)  et  ta  conique  K.'  sont  homotliéliques.  Les 
Cfalres  d'Iiomotliétic  S  cl  S'  sont  sur  la  droite  OP.  Le  centre  S 
csL  délerminO  par  la  retalion 

SP        OP 


l'autre  par 


SQ  ~  RQ' 


-QR 


Comme  cola  a  lieu  pour  tout  plan  passant  par  OP, 


dire 


La  polaire  parallèle  est  une  surfuce  du  second  ordre  lionio- 
thétique  à  S'.  Les  centres  d'/ioniothétie  sont  les  points  S,  S'  dé- 
terminés ci-dessus.  I^  plan  langent  en  O  esl  te  plan  diamétral 
conjugué  à  OP. 


On  peut  donc  conslni 

r<.   la  polaire  p. 

ullèle  a 

li  moje 

D      d'u 

tioinolhélie,  dont  les  éléin 

■nls  caraclérislii 

ucs  sou 

délen 

inês[ 

V  el  SV 
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Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  le  centre  de  S^  est  à  distance 
finie.  Si  S^  est  un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique,  la 
droite  OP  est  la  parallèle  à  Taxe  tirée  par  P.  Soient  R  Tintersec- 
tion  (à  distance  finie)  de  cette  droite  avec  S^,  et  t.  un  plan  qui 
passe  par  PR.  Ce  plan  coupe  S^  en  une  parabole  K^  dont  Taxe 
est  parallèle  à  PR.  On  peut  construire  la  section  de  la  polaire 
parallèle  comme  lieu  des  points  où  les  rayons  qui  passent  par  P 
sont  rencontrés  par  leurs  diamètres  conjugués.  Soient  t  un  de  ces 
raj^ons,  et  A,  B  ses  intersections  avec  R*.  Le  milieu  M'  de  la 
corde  AB  (réelle  ou  imaginaire)  appartient  à  la  section  cherchée. 
Tirons  maintenant  par  R  une  parallèle  à  t  ;  elle  rencontre  K^  en 
un  point  M.  Le  diamètre  conjugué  à  /  coupe  ce  rajon  en  M',  et 
RM  en  U.  Tirons  MM',  qui  rencontrera  PR  en  un  point  S.  On  a 

SP  SM'  SP         MP'        PM' 


PR  ~"  MM  ■""  MU  ~  LJM  ~    ïiU 

Or,  comme  PM'  =  RU,  on  aura 

SP=PR,    SM'  =  M'M. 

Tout  cela  a  lieu  pour  un  plan  quelconque  passant  par  PR. 
Donc: 

La  polaire  parallèle  est  encore  homothrtique  à  la  surface 
fondamentale  S'-*.  Uun  des  centres  dlwmothétie  est  à  r  infini 
dans  la  direction  de  Vaxe.  Vautre  est  déterminé  par  la  relation 

SP  =  PR.  Le  rapport  d'homothétie  est  ^^,  =  2  • 

Dans  ce  cas  la  construction  de  la  polaire  parallèle  est  très 
simple.  Tirons  par  le  pôle  P  une  parallèle  à  Taxe  de  S-.  Cette 
droite  renconlre  S^  (à  dislance  finie)  on  R.  Si  l'on  prend  sur  elle 
un  intervalle  PS  égal  et  opposé  à  PR,  on  n'a  qu'à  diviser  par  moitié 
les  rayons  vecteurs  qui  joignent  S  aux  dificrcnls  points  de  S-,  et 
Ton  aura  autant  de  points  de  la  polaire  parallèle. 

11  est  évident  que  : 

La  polaire  parallèle  est  de  la  même  espèce  tjue  la  surface  fon- 
damentale. 

Soit  a=::()0".   \ï\  courbe  j)()luire   norinale   est   dans  ce   cas  une 
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rnbiqiie  gnnphn  qui  pnssfi  par  I*,  par  O  ri  par  les  trois  points  h 
l'infini  des  axrs  de  S'.  La  laii^c nte  en  I'  esl  normale  au  plan  din- 
métriil  conjugué  à  l'O- 

On  pcul  consLriiire  t-elle  couihe  comme  il  suil.  Prenons  un  plan 
Tî  passant  par  OI*,  cl  soit  p  le  diamètre  conjiif;ué  à  it.  Soil  K^  la 
conique  intersection  de  S' avec  n.  Faisons  passer  par  p  un  plan  a 
perpendiculaire  â  -,  qui  cnupeni  ce  plan  en  un  diamètre  Jt'  de  K.^, 
Tirons  par  P  une  perpendiculaire  à  s'.  L'intersection  de  celle  per- 
pendiculaire avec  le  diamètre  s  conjugua  à  s'  par  rapport  à  K'  est 
le  troisième  point  d'inlerseclion  JMdeîtet  de  la  courbe  polaire 
normale.  En  faisant  mouvoir  le  plan  t:  autour  de  DP,  on  construit 
par  points  la  polaire  normale.  Le  poini  M  tombe  en  O  si  le  dia- 
mètre s  est  perpendiculaire  à  PO.  Dune: 

La  tangente  en  O  à  la  etibû/ue  est  te  diamèlre  conjugué  nu 
plan  diamétral  per/iendiculaire  à  PO. 

Les  trois  points  de  E^  qui  onila  mi'me  droite  polaire  par  rapport 
à  la  section  de  S-  et  par  rapport  au  cercle  Imaginaire  C^  sont 
toujours  réels.  Si  S^  a  le  centre  à  distance  finie,  ces  points  sonl 
les  points  â  rinfmi  des  axes.  Si  le  centre  est  à  l'iofini,  l'un  de  ces 
points  est  le  point  k  l'infini  de  l'axe.  Les  deux  autres  sont  les 
points  de  rinlinî  qui  déterminent  les  directions  principales  des 
sections  normales  à  l'axe.  La  cuUique  polaire  normale  doit  passer 
parées  points  ;  donc: 

Cette  courbe  est  toujours  une  hyperbole  cubique  qui  a  les 
a.ijmpfotes  reupectivement  parallèles  aux  axes  de  S'.  Dans  le 
cas  où  S*  a  le  centre  à  rinjini.  l' une  des  a-tymptoies  est  parallèle 
à  l'axe;  les  deux  autres  aux  directions  principales  d'une  sec- 
tion quelconque  normale  à  l'axe. 

Si  S'  est  une  surface  de  révolution,  soil  /.  la  droite  de  l'inlini 
commune  A  tous  les  plans  des  cercles  parallèles.  Le  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  T„  de  cette  droite  est  normal  à  la  direc- 
tion déterminée  par  T^.  Donc: 
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Cette  conique  doil  être  touchée  en  P  par  la  droite  perpendi- 
culaire au  plan  polaire  de  P,  et  doil  passer  par  O.  Elle  est  donc 
dans  le  plan  méridien  7:,  qui  passe  par  P.  Soit  D*  l'intersection  de 
Tc  avec  S^.  La  conique  C'*  est  la  courbe  polaire  inclinée  pour 
a  =  90®  (*)  du  pôle  P  par  rapport  à  la  conique  D^.  Donc  : 

La  conique  C^  est  toujours  une  hyperbole  équilatère  qui  est 
située  dans  le  plan  méridien  passant  par  le  pôle.  Ses  asymptotes 
sont  l^ une  parallèle,  r autre  perpendiculaire  à  Vaxe. 

On  peut  construire  celle  conique  au  moven  des  points  O  et  P 
des  tangentes  en  ces  points,  et  de  la  direction  des  asymptotes  ; 
mais  on  peut  la  conslruire  aussi  au  moyen  de  deux  faisceaux  pro- 
jectifs.  L'un  d'eux  a  le  centre  en  P,  l'aulre  en  O  ;  à  un  rayon  p 
du  premier  faisceau  correspond  le  diamètre  conjugué  à  la  direc- 
tion normale  à  p. 

IL  Le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires  font  un  angle 
constant  o  avec  un  plan  donné  est  dans  ce  cas  un  cône  du 
second  degré,  qui  a  pour  sommet  le  centre  O  de  S*.  Ce  cône  est 
conjugué  au  cône  formé  par  les  plans  passant  par  O  et  inclinés 
de  Tangle  o  sur  le  plan  donné. 

La  polaire  inclinée  d'une  droite  /  est  une  surface  du  quatrième 
ordre,  dont  /  est  une  droite  double,  et  qui  a  un  point  double  en 
O.  L'intersection  de  cette  surface  avec  un  plan  t:  qui  passe  par  t 
se  compose  de  la  droite  /,  comptée  deux  fois,  et  d'une  conique. 
Celte  conique  est  rintersection  de  —avec  le  cône  nommé  plus  haut. 
On  a  donc  une  construction  delà  polaire  inclinée  d'une  droite. 

Le  cône  osculaleur  en  O  est  conjugué  au  cône  formé  par  les 
plans  diamétraux  qui  font  Tangle  9  avec  le  plan  O/.  Ce  plan  coupe 
la  polaire  inclinée  en  /  (comptée  deux  fois)  et  en  deux  autres 
droites:  ces  dernières  sont  les  diamètres  conjugués  aux  plans  dia- 
métraux qui  passent  par  le  diamètre  conjugué  à  O/,  et  font  avec 
O/  l'angle  s. 

Soit  ^  =  90**.  La  polaire  normale  d*une  droite  réelle  /  est  une 
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ittrTace  eéç\ée   du  second    degré,   t|ui  passe  par  t.  La  section  â 
infini  de  la  polaire  noi'matc  passe  par  le  point  à  l'infini  T.  de  / 
et  par  les  points  do  l'infini  V,,  Vj,  V,,  qui  dclemiincnt  les  direc- 
os  principales  de  S^.  De  plus,  soient  t'^  la  polaire  T.  par  rapport 
cercle  imaginaire,  et  T),  le  ptMe  de  t'_  par  rapport  à  la  section  â 
rinlîni  de  S'.  On  voit  que  la  polaire  normale  doit  passer  par  T^. 
section  de  celle  surface  avec  E,  est  donc  d^terminiîe  par  les 
«inq  point*  Vi,  V^,  Vj.  T..  T^-  Si  la  droite  (  est  normale  i'i  une 
des  directions  principales,  T„  est  en  ligne  droite  avec  deux  des 
points  V;  par  exemple,  si  l  est  normal  à  la  direction  déterminée 
parV,,  T_  est  sur  lu  droite  V,Vï.    On  peut  démontrer  que  T, 
luâaicslsur  cette  m^nie  droite.  En  effet,  ï^  passe  par  V,,  parce  que 
ce  point  est  le  pôle  de   la  droite  V,,    Vj  par   rapport  an    ceicle 
imaginaire,  Vj  est  encore  le  pAle  de  V,,  V^  par  rapport  à  la  sec- 
tion de  S'  :  donc  ï^  est  sur  la  droite  V,Va.  Réciproquement,  si 
T^  est  en  ligne  droite  avec  deux  des  points  V;  T„  est  aussi  sur  la 
même  droite.  Or,  si  trois  des  cinq  points  nommés  sont  en   ligne 
druite,    la  section    de  la  polaire  normale  se  décompose  eo    deux 
droites.  Donc  : 

La  polaire  normale  d'une  droite  est  un  ttyperboloïde  à  une 
nappe.  Si  la  droite  ast  normale  à  In  direction  d'un  axe  de  S", 
ia  polaire  normale  est  un  paraboloïde  hyperbolifjue. 

Prenons  un  plan  t  passant  par  /.  Si  on  tire  par  O  une  perpen- 
diculaire p  au  plan  t,  le  plan  diamétral  conjugué  à  p  coupe  t  en 
une  génératrice  de  la  polaire  normale.  On  peut  ainsi  construire 
cette  surface  au  moven  de  deux  faisceaux  projectifs  de  plans,  dont 
Vun  a  pour  axe  la  droite  /,  et  l'autre  le  diamètre  conjugué  au  plan 
diamétral  normal  à  f  ;  à  un  plan  v  du  premier  faisceau  correspond 
le    plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  normale  à  v. 

Si  la  droite  /  est  dans  un  des  plans  principaux  de  S',  les  axes 
des  deux  faisceaux  se  rencontreut.  La  polaire  normale  se  réduit 
dans  ce  cas  à  un  cAne. 

Soit  9^0.  La  courbe  polaire  parallèle  de  t  est  une  conique,  qui 
rencontre  celte  droite  en  un  point  T.  Par  T  passe  aussi  le  plan 
diamétral  t  conju;^é  à  la  direction  de  t.  En  menant  un  plan  s- 
par  /,  ee  plan  coupe  la  conique  polaire  parallèle  en  T  et  au 
point  où  le  plun  t  c«t  rencontré  par  ^o\\  dianu'tie  conjugué.  Donc  : 
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SALMON.  —  Traité  de  Géométrie  analytique  (Courbes  planes).  Ouvrage 
traduit  de  l'anglais  par  M.  A.  Chemin  et  suivi  d'une  Note  sur  les  points 
multiples  par  M.  Halphen,  i  vol.  in-8°;  657  pages.  Paris,  1884. 

Les  Livres  de  M.  Salmon  sont  assez  connus  pour  qu'il  soit  inu- 
tile de  les  analyser;  il  y  a  longtemps  que  M.  Fiedier  a  traduit  en 
allemand  les  Volumes  sur  la  Géométrie  analytique,  dont  M.  Che- 
min aura  bientôt  achevé  la  traduction  française.  C'est  sur  la  troi- 
sième édition  des  Iligher  plane  Curves  que  le  Traité  des  Courbes 
planes  a  été  traduit;  on  sait  que  Fillustre  Cayleya  largement  col- 
laboré à  cette  édition  et  à  celle  qui  Tavait  précédée.  L'édition 
française  est  enrichie  d'une  belle  étude  sur  les  points  singuliers, 
qui  est  due  à  M.  Halphen.  Ily  a  résumé,  avec  cette  précision  et  cette 
rigueur  dont  il  a  l'habitude,  les  principaux  résultats  de  ses  propres 
recherches  et  de  celles  de  divers  autres  savants,  parmi  lesquels  il 
convient  de  citer  principalement  M.  Noether.  Après  avoir  exposé 
les  fondements  de  la  théorie,  il  donne  la  solution  de  ce  problème: 
«Trouver  le  nombre  des  points  en  chacun  desquels,  surunecourbe 
algébrique  donnée,  a  lieu  une  relation  donnée  entre  les  éléments 
infinitésimaux  de  la  courbe  » .  Il  traite  ensuite  avec  détails  de  la  cor- 
respondance et  de  la  notion  de  genre;  il  établit  en  particulier  le 
beau  théorème  de  M.  Noether  sur  la  possibilité  de  faire  corres- 
pondre point  par  point  à  toute  courbe  algébrique  une  courbe  al- 
gébrique qui  n'ait  pour  points  singuliers  que  des  points  doubles 
ordinaires.  Il  montre  enfin  comment  on  peut  trouver  la  classe 
d'une  courbe,  connaissant  son  degré  et  ses  points  singuliers  et  com- 
ment, parmi  les  intersections  de  deux  courbes,  on  peut  calculer  le 
nombre  de  celles  qui  sont  confondues  en  un  point  singulier  donné. 

J.T. 
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PETERSEN(J.).—  KiNEMAxrK.  i  vol.  in-8*;  Kopenhagen,  1884. 

Voici  un  petit  livre  qui  est  fait  pour  réjouir  tous  ceux  qui 
goûtent  particulièrement  la  concision  et  Télëgance;  dans  quatre- 
vingts  pages  d*un  texte  qui  n'est  nullement  serré,  l'auteur  a  su  ré- 
sumer tout  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  la  Cinématique;  il  a  même 
donné  un  Chapitre  sur  les  relations  si  intéressantes  qui  existent 
entre  la  théorie  des  complexes  linéaires  de  droites  et  celle  du  mou- 
vement d'un  corps  solide.  On  serait  disposé  à  citer  les  deux  courts 
Chapitres  qui  terminent  le  Volume  et  qui  concernent  les  systèmes 
articulés  comme  un  modèle  d'exposition  géométrique  et  de  me- 
sure dans  le  choix  des  exemples;  mais,  à  la  vérité,  il  n'y  a  pas  lieu 
de  louer  aucune  partie  du  livre  aux  dépens  des  autres. 

J.  T. 
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MAXIMILIEN  MARIE.  —  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  phy- 
siques; t.  m  ot  IV  :  de  Vlètc  à  Descartes;  de  Descartes  à  Huj'gerts,  Paris, 
Gauthier-Villars,  1884. 

L'auteur  avait  divisé  l'histoire  des  Mathématiques,  jusqu'à 
Viète,  en  cinq  périodes  :  la  sixième  va  jusqu'à  Kepler;  elle  est 
caractérisée  par  les  travaux  de  Viète,  de  Tycho  Brahe,  de  Stévin, 
de  Neper  et  de  Galilée. 

M.  Marie  montre  bien  que  la  grande  originalité  de  Viète  est 
d'avoir  introduit  les  grandeurs  elles-mêmes  sous  leur  forme  con- 
crète dans  les  équations  algébriques  et  d'avoir  imaginé  pour  ces 
grandeurs  des  modes  de  calculs  nouveaux,  mais  semblables^  aux 
calculs  numériques.  Ainsi,  la  multiplication  de  deux  nombres  est 
remplacée  par  la  duction  de  deux  longueurs,  opération  par  la- 
quelle elles  deviennent  un  rectangle.  Ce  rectangle  pourra,  par  le 
même  procédé,  devenir  un  solide  ou  même  un  sur-solide^  un  plan- 
plan,  \xn  plan-solide,  un  solide-solide,  etc.  Là,  au  contraire,  où 
l'on  divise  les  termes  d'une  équation  numérique,  Viète  applique 
les  grandeurs  à  la  même  longueur,  c'est-à-dire  qu'il  enlève  une 
hauteur  aux  termes,  qu'il  suppose  représenter  des  rectangles  ou 
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Be»  parallt'l^|iîpèdi.'s.  De  In,  <Ipiix  pi-orédés  dïGTi'reiits  :  l'algùbi-e 
nnmiViqtie  (numcrosa)  et  l'algi'bre  des  formes  (sppciosa).  Les 
putrcs  mérites  de  Vicie  sont  résumés  ainsi  par  l'auteur  ;  '<  L'Al- 
^bre.  proprerueal  dite,  lui  doit  rîrivenliun  des  dilVérentes  trans- 
Hor  ma  lions  simples  qiron  peut  luire  siilnr  nus  équations,  telles  que 
bjouter  ou  retrancher  une  même  quantité  aux  racines  d'une  équa- 
inuliiplier  ou  diviser  ce.s  racines  par  un  même  nunibre.  C'est 
lliii  qui  dccouviil  la  df^cnm position  du  premier  membre  de  l'équa- 
lion  en  facteurs  du  premier  degré  et  la  composition  des  coefli- 
cientA  en  fonciioit  des  racines.  Il  connaissait  la  lui  de  la  formation 
du  LinAmc.  Quant  à  la  (iéométrt<',  \'icte,  après  avoir  sui  trouver 
par  le  calcul  des  expressions  des  inconnues,  enseigna  la  manière 
ne  les  construire;  il  montra  que  les  équations  du  troisième  degré 
be  TAmÈni^nt  à  Ih  duplication  du  cube  ou  à  la  tnsf-ctiun  de  l'angle. 
Enfin  il  établit  les  formules  des  cordes  de  tous  les  arcs  multiples 
1  autre,  expliqua  la  niultipticité.dcs  racines  des  équations  aus- 
k|iielles  conduit  le  problème  de  la  division  des  arcs  et  donna  aux 
deux  Irigonométrics  leur  forme  définitive.  " 

En  même  temps  que  Vièle  faisait  progresser  l'Algèbre  et  la  Géo- 
pnélrîe,  son  conlemporuin  Tjclio  Hralie   donnait  une   impulsion 
nissnnteà  l'Astronomie.  Le  savant  danois  était,  on  le  sait,  un  ad- 
versaire de  Copernir;  mais,  ohserxateur  de  génie,  disposant  dans 
Bcrlaine  période  rie  sa  vie  de  ressources  énormes,  Tycho  fit  con- 
biruir?  des  appareils  d'une  grandeur  et  d'une  enactitiide  inconnues 
nusqu 'alors.  C'est  à  leur  aide  qu'il  put  reviser  la  théorie  du  Soleil, 
nresser  pour   la  réfraction  atmosphérique  des  Tables,   dont  les 
rreurs  ne  dépassent  pas  a',  rectifier  la  valeur  de  l'obliquité  de 
pVcliptique,    apporter  les   améliorations  les    plus   notables  à    h 
héoriedeia  Lune,  enfin,  ce  qui  n'est  pas  une  mince  gloire,  donner 
i  Kepler  le  moyen  de  trouver  ses  trois  fameuses  lois, 

Le  principal  mérite  de  Simon  Stévin  (i'i48-i6ao)  est  d'avoir,  le 
premier,  résolu  le  problème  de  l'équilibre  d'un  corps  placé  sur 
bn  plan  incliné  et  celui  de  l'équilibre  de  trois  forces  appliquées  à 
•in  même  point.  On  trouve  reproduite  en  entier  dans  le  Volume  de 
kfaric  la  solution  du  second  de  ces  problèmes. 

On  sait  très  peu  de  chose  sur  lu  vie  de  l'Écossais  Neper,  que  l'on 
uppose  avoir  été  très  tranquille.  Son  grand  Ouvrage  sur  les  logii- 
^llimcs  dali'de  iliii;  il  ne  conlicnl  pas  l'expose  delà  niélhode,  qui 
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ne  fui  publié  qu'en  1618,  un  an  après»  la  mort  de  Neper.  D'après 
M.  Marie,  cette  méthode ,  très  ingénieuse  d^ailleurs,  est  loin 
d'exiger  les  connaissances  mathématiques  étendues  qu'on  serait 
disposé  à  supposer.  Neper,  en  calculant  ses  logarithines,  nommés 
depuis  hyperboliques,  n'a  sans  doute  pas  songé  à  la  quadrature  de 
l'hyperbole,  il  en  aurait  même  ignoré  ce  que  nous  nommons  la 
base. 

En  1620,  une  autre  Table  de  logarithmes  hyperboliques,  dispo- 
sée plus  judicieusement  que  celle  de  Neper  et  même  que  celles  que 
nous  employons  encore  aujourd'hui,  est  publiée  par  l'Allemand 
Byrge,  qui,  d'après  M.  Marie,  aurait  ignoré  l'invention  de  Neper. 
Vers  la  même  époque,  paraît  la  première  Table  de  logarithmes  vul- 
gaires par  Briggs. 

Il  n'y  a  peut-être  pas  dans  toute  l'histoire  des  Sciences  mathé- 
matiques de  nom  plus  célèbre,  plus  populaire  surtout,  que  celui 
de  Galilée.  Cette  célébrité,  le  savant  florentin  la  doit  à  ses  in- 
fortunes, autant  qu'à  ses  travaux.  M.  Marie,  tout  en  mettant  à 
profit  les  recherches  récentes,  trace  de  Galilée  un  portrait  qui  se 
rapproche  beaucoup  plus  de  la  tradition  que  de  ces  travaux.  Il  ne 
pouvait  nous  apprendre  grand'chose  sur  les  inventions  de  Galilée: 
le  compas  de  proportion,  le  thermomètre,  le  perfectionnement  du 
télescope,  ni  sur  ses  grandes  découvertes  astronomiques.  11  s'est 
donc  attaché  à  faire  ressortir  ce  qui  avait  jusqu'ici  moins  préoc- 
cupé les  historiens,  les  progrès  accomplis  dans  la  Dynamique. 
M.  Marie  nous  donne  une  analyse  complète  du  Discours  sur  deux 
sciences  nouvelles  y  et  conclut  :  «  Si  les  principes  fondamentaux, 
comme  la  définition  du  mouvement  accéléré  (causé  par  une  force 
constante  de  direction  et  de  grandeur),  ne  s'y  trouvent  pas  expres- 
sément énoncés,  il  restait,  après  Galilée,  peu  de  chose  à  faire  pour 
y  arriver.  » 

Avec  Kepler,  nous  entrons  dans  la  septième  période.  La  vie  de 
Jean  Kepler  a  été  fort  triste.  Elle  s'est  écoulée  entre  la  gène  et  de 
perpétuelles  menaces  de  persécutions.  On  sait  que,  pour  vivre,  il 
dut  tirer  des  horoscopes  Après  avoir,  dans  le  Prodromus  et  les 
Harmonies,  édifié  des  théories  fantaisistes,  nous  le  vovons  dans 
VAstronomie  nouvelle  exposer  les  grandes  lois  qui  portent  son 
nom.  Parmi  les  découvertes  géométriques  de  Kepler,  mentionnons 
un  théorème  sur  la  détermination  du  volume,  engendré  par  la  ré- 
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;s  lournoDl  autuur  de  sa  corde,  dont  M.  Marie 
^vDioDstrulion. 

Après  Kepler,  nous  uc  trouvons  de  grands  noms  qne  pour  les 

Scivnces  physiques.  Cn  soiil  Van  Helniont,  le  père  de  la  cliimie 

eumatiqiie  ,  et  William  Harvey,  qui  a  découvert  la  circulation 

sang.  Peut-élreM.  Marie  auraii-il  dû  leur  associer  Jean   Rev, 

Chimiste  tVani;ais,  crëuleur  de  la  toi  de  la  cunservalion  de  la  ma- 

pîére,  auquel  on  a  consacré  déjà  plusieurs  travaux.  M.  Alarte  aurail 

I  fiire  également  plus  aJûrniatif,  en  ce  qui  concerne  la  loi  de  l'é- 

■raeiion,  dont  Descartes  est  certainement  l'auteur,  malgré  les  ré- 

plamalioDS  qui  ont  été  élevées  en  faveur  de  Snell. 

Parmi  les  tiommes  ^minents  de  ce  temps,  on  doit  mentionner 
ftaoore  le  I*.  Sclieiner,  Salomon  de  Caus,  Paul  Gutdin,  l'ierri- 
Vcmier,  le  minime  Marin  Mcrsenne,  Gassendi. 

Desargues  mérite  une  place  à  part.  M.  Marie  rend  pleine  justice 
i  ce  grand  savant,  longtemps  méconnu,  si  ju&lement  appelé  le 
Mongc  de  son  siècle.   Desargiies  n'a  pas  l'ait  faire  seulement  des 


■Ogres  r 


larqi 


abic! 


à  la  (géométrie  théorique  pai 


la  Ihéoi 


mhre 


(iluiion,  il  la  perspective^,  à  la  stéréotomie 
D'utiles  applications  aux  arts  et  à  l'industrie,  comme  la  construc- 
KîoD  tliéorique  des  prolils  des  dents  des  engrenages. 

Le    quatrième   Volume   s'ouvre   avec    Descartes,    dont    l'étude 
plisorbc  presque  entièrement  la  huitième  période  (Descartes  â  Cavu- 

"  -i). 

Les  principau\  Ouvrages  scieiitiliques  de  Uescartes  sont  au  nom- 

;  de  trois  ;  la  Dioplriijue,  les  Météores  et  lu  Géométrie.  Ces 

traités  devaient,  avec  le  fameux  Discours  de  la  Méthode,  faire 

Mrtie  d'un  grand  ouvrage  résumant  toutes  les  recherches  de  Des- 

nes  sur  la  Géométrie,  la  Physique  et  la  Philosophie.  Ce   Livre 

lail  déjà  presque  terminé  en   iti3().  Mais,    comme  il    contenait 

lelqiies  théories   cosmogoniques  d'une  orthodoxie  quelque  peu 

Boutetise.  Descartes,  par  scrupule  de  conscience,  nous  dit  M.  Marie, 

e  supprima  et  n'en  conserva  que  les  quatre  Traités.  La  partie  cos- 

■ologique  de  l'Ouvrage  ne  fut  publiée  que  plus  lard  dans  le  Livre 

nés  Principes.  C'est  la  que  se  troiMcnt  ces  furneux  tourbillons  si 

■druirés  d'abord,  si  dépréciés  depuis,  mais  qui   n'en  constituent 

I  première  Icnialive  de    lédtiiic  les  joouvemcnts  des 
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cor|)S  célestes  à   une  cause  unique.  M.  Marie  pense  avec  raison 
qu'ils  ont  bien  pu  inspirer  les  recherches  de  Newlon. 

La  Dioptriqiie  contienl  la  loi  de  la  réfraction.  Ici  encore 
M.  Marie  attribue  cette  découverte  à  Snelllus;  nous  avons  déjà  dit 
noire  sentiment  à  cet  égard. 

Dans  les  Météores  nous  trouvons,  pour  la  première  fois,  l'expli- 
cation exacte  de  Tarc-en-ciel;  Descartes  n'a  pas  formulé  la  condi- 
tion pour  qu'un  rayon  incident,  après  ses  deux  réfractions  et  sa 
réflexi<>n,  pût  affecter  l'œil  ;  il  a  procédé  empiriquement,  en  suivant 
de  proche  en  proche  les  rayons  qui  pénètrent  dans  l'intérieur  de 
la  goutte.  C'est  ainsi  qu'il  a  trouvé  pour  le  plus  grand  diamètre 
de  l'arc-en-ciel  intérieur  4*"47'  ^^  pour  celui  de  l'arc-en-ciel  exté- 
rieur Di"3y'.  (Les  chiffres  vrais  sont,  M.  Marie  aurait  pu  l'ajouter, 
43"et52"3o'.) 

La  Géométrie  restera  toujours  le  plus  beau  titre  de  gloire  de 
Descartes.  Ce  n'est  pas  là  un  Traité  de  Géométrie  analeptique,  mais 
plutôt,  comme  le  dit  si  bien  M.  Marie,  un  simple  aperçu  de  ce 
que  va  pouvoir  devenir  celte  branche  de  la  Science,  dès  que 
l'idée  de  l'inventeur  aura  été  comprise.  Que  le  titre  d'inventeur 
de  la  Géométrie  analytique  revienne  bien  véritablement  à  Descartes, 
cela  n'est  pas  douteux  un  seul  instant.  Ici,  comme  ailleurs,  on  a 
opposé  des  compétiteurs  au  grand  savant  français  et  les  jalousies  na- 
tionales ne  sont  pas  restées  tout  à  fait  étrangères  à  ce  débat.  Beau- 
coup de  géomètres  ont,  en  effet,  depuis  Apollonius,  rapporté  des 
courbes  à  des  coordonnées  diverses,  par  exemple  à  un  de  leurs  dia- 
mètres et  à  la  tangente  menée  à  l'une  des  extrémités  de  ce  diamètre. 
Mais  ceci  ne  constitue  pas  encore  la  Géométrie  analytique.  Le 
mérite  de  Descartes  est  d'avoir  rapporté  toutes  les  courbes  au 
même  svstème  d'axes  et  non  point  chaque  courbe  à  un  système 
d'axes  choisi  exprès  pour  elle.  C'est  en  essayant  de  résoudre  un 
problème  qui  avait  beaucoup  occupé  les  géomètres  anciens,  que 
Descartes  conçut  l'idée  de  sa  Géométrie.  Ce  problème  avait  arrêté 
Euclide  et  Apollonius.  La  nouvelle  méthode  le  résolvait  immédia- 
tement dans  son  expression  la  plus  générale  :  l'exemple  était  donc 
bien  choisi  pour  faire  ressortir  les  avantages  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

•  Pour  pouvoir  appliquer  aux  grandeurs  concrètes  les  théories  de 
l'Algèbre,  Descartes  se  sert  d'une  méthode  qui  l'emporte  de  beau- 


oup 
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ur  CL-llc  (le  Vitte.  ClicK  Descortcs  toutes  les  valeurs,  quoi- 
l  qu'eHps  aient  la  l'omte  de  carrés,  cubes,  elc,  ne  sont  en  réalité 
I  qnc  des  Itj^nrs  itmlcs  simples.  Ainsi  n^  est  la  troisième  proptirlion- 
I  netle  à  la  grandeur  prise  pour  iinilé,  et  a,  etc. 

On  IroHve  dans  la    Oéométrie    uuc   solution  très  drHournée,  il 

st  vrai,  du  problème  des  tan^^enles  (ou  plutôt  des  normales);  elle 
lest  suivie  de  la  théorie  des  lamciises  ovales  qui  devaient  servir, 
lid'apri's  Descailes,  à  la  conslrucllou  des  lentilles  convergentes;  le 
Ltroisit^mc  Livre  est  eonsocré  à  l'\lgèl»re.  Il  contient  la  règle  des 
Isignes  et  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré.  M.  Marie 
(nous  fait  encore  remarquer  que  Descaries  a  eu  une  grande  part  à 
fl'interprétation  des  solutions  négatives;  ces  solutions  ne  pouvaient 
I  pins  élre  consid<^récs  comme  fausses,  puisque  laGéométrie  analv- 
ttique  leur  donnait  une  interprétation;  mats  nous  ne  trouvons 
Irîcn  dans  son  Livre  sur  la  résolution  de  l'équation  Liquadratîqne 

t  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
Les  idées  de  Descartes  sur  la   Mécanique,  telles  qu'elles  nous 

ont  révélées  par  ses  lettres  particulières  el  son  Explication  des 
^machines  et  engins  offrent  beaucoup  de  points  intéressants. 

Descartes,  nous  l'avons  dît,  remplit  presque  fi  lui  seul  la  hui- 
Itième  période  de  M.  Marie.  Parmi  les  autres,  nous  ne  pouvons 
I guère  mentionner  que  le  I'.  Klieita,  Inventeur  du  télescope  tcr- 
f  rostre,  et  le  jésuite  Riccioli,  qui  lit  de  son  mieux  pour  combattre 
Ile  svslftme  de  Copernic,  mais  qui  a  cependonl  rendu  quelques  ser- 

îcea  à  la  Science. 
Le  grand  nom  de  Cnvalieri  appartient  déjà  à  la  période  sui- 
I  vante  (de  Cavallerî  à  Iluygens).  L'analyse  donnée  par  M.  Marie 
I  des  travaux  ilu  mathématicien  Italien,  si  peu  étudié  aujourd'hui,  est 
tirés  complète.  L'auteur  s'attache  surtout  à  nous  développer  l'es- 
ftsence  de  cette  méthode  des  indivisibles  sortie  du  calcul  d'exhaus- 
ptiuntjes  anciens  et  qui  a  supplée  longtemps  au  Calcul  intégral.  Cette 

^thode  est  bt'm  la  propriété  de  Cavulieri,  malgré  les  attaques  qui 
■ont été  dirigées  contre  lui  par  Robcrval.  Elle  consiste  àconsidérer 
Klrno  grandeur  continue  comme  composée  d'un  nombre  infini 
lnl'cléments  indécomposables;  Cavulicrl  suppose  que  le  volume  est 
l'formé  par  dis  surfaces  empilées,  les  surfaces  de  lignes  cl  les  ligues 
Bile  points  juxtaposées.  Ceci  est  absurde  ;  mais,  comme  nous  le  fuit  re- 
limarqtier  avec  jiistcssf  M.  Mûrie,  I';d)siirdc  n'est  que  dans  Texpres- 


^ 
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sion  ;  en  réalité,  les  surfaces  sont  des  tranches  d*une  petite  hau- 
teur, et  ainsi  de  suite.  Par  cette  méthode,  Cavalier!  donna  une 
démonstration  du  théorème  de  Gujdin.  Il  arriva  aussi  à  quarrerles 
paraboles  de  degrés  quelconques.  Ses  découvertes  principales  sont 
contenues  dans  les  Exerciialiones  geometricœ  sex,  dont  les  deux 
premières  Parties,  intitulées  De  priori  methodo  indivisibilium  et 
De  posteriori  methodo  indivisibiliumiy  contiennent  l'exposé  du 
calcul. 

Passons  sur  le  P.  Lalouère,  qui  ne  mérite  guère  l'attention  que 
comme  l'adversaire  mal  habile  et  peu  scrupuleux  de  Pascal,  pour 
arriver  à  Fermât.  Ce  grand  homme,  qui  a  fait  tant  progresser  les 
Mathématiques,  s'est  distingué  par  une  insouciance  extrême  à 
l'égard  de  ses  découvertes,  qui  n'ont  été  publiées  en  partie  qu'après 
sa  mort  et  dont  il  a  même  parfois  négligé  de  rédiger  les  démon- 
strations. Un  grand  nombre  de  ses  lettres  et  de  ses  manuscrits,  dis- 
persés dans  les  collections  de  l'Europe,  étaient  absolument  perdus 
pour  la  Science  jusqu'à  ces  derniers  temps.  C'est  aux  manuscrits 
publiés  par  M.  Charles  Henry  que  M.  Marie  emprunte  notamment 
une  remarquable  méthode  de  décomposition  des  grands  nombres 
en  facteurs  premiers,  méthode  qu'on  a  réinventéeau commencement 
de  ce  siècle  et  qui  est  tous  les  jours  employée.  Comment  Fermât 
était-il  arrivé  à  concevoir  ses  théorèmes  arithmétiques?  Il  nous  le 
dit  lui-même  dans  sa  Relation  des  nouvelles  découvertes  en  la 
science  des  nombres,  document  découvert  par  M.  Charles  Henry 
et  que  M.  Marie  réédile  in  extenso.  La  méthode  que  Fermât  appelle 
la  descente  infinie  ou  indéfinie,  et  qui  lui  servait  à  prouver  tant 
de  théorèmes,  nous  offre  plus  d'une  énigme  encore,  comme  l'a 
prouvé  M.  A.  Genocchi  (*). 


(  '  )  Le  célèbre  géomètre  français,  dans  la  crainte  que  le  loisir  ne  lui  manquât  pour 
mettre  par  écrit  tout  au  lonj;  ses  démonstrations  et  ses  méthodes,  a  voulu  faire 
sommairement  le  compte  de  ses  recherches  sur  le  sujet  des  nombres.  Il  expose 
qu'ayant  reconnu  l'insuffisance  des  méthodes  ordinaires,  il  a  enfin  trouvé  une 
route  tout  à  fait  singulière,  nommée  par  lui  la  descente  infinie  ou  indéfinie. 
Au  commencement,  il  s'en  servit  pour  établir  les  propositions  négatives,  par 
exemple,  pour  prouver  qu'il  n'y  a  pas  de  trianjîles  rectangles  en  nombres  dont 
l'aire  soit  un  nombre  carré.  Le  raisonnement  procède  de  la  manière  suivante  : 
«  S'il  n'y  avait  au(!un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  qui  eût  son  aire 
égale  à  un  carré,  il  y  aurait  un  autre  triangle  moindre  que  celui-là,  qui  aurait  la 
même  f»ropriété:  s'il  y  en  avait   un  second   inoindre  (|ue  le  premier,   qui  eût  la 
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Od  a  l'ait  honneur  à  Fermai  de  la  première  iilét  du  Calcul  dil- 

Ifi^renUcl;  d'après  Lagrange,  "  on   peut  regarder  Fermai  comme 

ll'iuventeur  lies  Douveaus  calculs  ».  \f.  Marie  est  beaucoup  moins 


n  quatrïi-nic,  un  cinquième,  etc.,  A 

il  donué  un  Domlirc.  il  n'yi^na  [xiint  il'in- 

j'rntrnds  parlrr  toujours  de  nombres 

■npoïsiblc^  qu'il  y  ail   aurun   triangle 

lùre  de  déduire  d'un  trînngle  un  autre 

méiliodc  et  cagageait  lu  faïcal  et  les  Ro- 


e  pmprl^U,  il  y  en  auruit,  par  i 
aeeoud  qui  aurait  la  m^mc:  pruprii^ti^,  i 
[l'innni  en  destendunt;  nr  p*l-il,  qu'étant 
t  F»  dcserndani  moindreii  (jue  cclui- 
fuitiers:  d'ou   l'on   condul   qu'il  fît  doi 
nil  arr*e.  u   II  cachait  la  n 
Cplu»  petit,  c«  qui  était  te  mystère 
ml  I  la  découvrir. 

On  toit  que  tout  le  raisonnement  se  fonde  sur  un  principe  employé  déji  par 

"Budide  «u   sujet  de»  nombres  entiers,  ik   savoir  qu'aucun  nombre  ne  peut  *tre 

rdiminué  t  t'inlini.  M.  Ceiiocchi  remarquait  en  igâ3,  dans  I»  Annale»  de  Torto- 

wtini,  que  la  manière  d'exposer  la  niélhode  de  Fermât  adoptée  par  Euler  et  Lagrange 

no  lui   semblait   pas   complètement  exartc,  puisqu'ils  supposent  qu'il  est  néces- 

■Mire  d'cssajer  des  subïtitulions  elleciives  <li<  pptits  nombres,  aGa  de  voir  il  pour 

reux-ci  U  proposition  est  vi'riljée;  eu  effet,  Kuler  veut  qu'un  fasse  quelque*  euait 

T  des  nombres  très  petits  f.Ugèbiv,  t.  U,  ari.  210,  p.  )Sd.  cl  aussi  p.  5/44,  3oï, 

I,  SS^:  Lagmnge  veut  qu'on  examine  ^uiret^ivement  le»  premiera  nombres  de 

a  tuile  naturelte  {Me'm.  de  t'Acad.  de  Berlin,  p.  1.^0;  1777). 

int  profe^eur  de  TuHn  faisait  observer  que  la  m^me  méthode  a  été  ap- 
Bp)l([tiée  par  un  ronlempornin  de  Léonard  Fibnnnrci,  qui  a  été  le  premier  commen- 
tateur (l'Enrlïde.  Canipanus  de  .Novare,  et  que.  si  Eudide  a  invoqué  le  principe 
idlqud  pour  établir  une  proposition  afllrmative  et  Tort  élénieataire  de  la  théorie 
)  aooibrrs  (tout  nombre  non  premier  est  divisible  par  quelque  nombre   pre- 
irl,   Cimpiinus  y  «  recours  pour  une  proposition  d'un  urdre  plus  élevé  et  né- 
u  nonibre  ne  peut  ralionnellemenl  être  divisé  eu  moyenne  et  citréme 
rtiïon.  Bl  M.  Centicchi   rapportait,  traduite  dans  la  lan|;ue  algébrique  d'aujour- 
i,  la  belle  démonstration  de  Canipanus,  mentionnait  d'autres  démoost rations 
r.ri  iii''S,  ■'!    ^iKnalail  une  régie  plus  générale  imagiuée  pur  Cbasies 

lu  qu'on  trouve  déjl,  énuDcé  dans  le  Z.i'frer  fudtfrafo- 

I         II    n'Oie  donné  comme  exemple  par  Fermât  dans  le  pus- 

I  il I  -    1  primait  dans  les  termes  suivants  :  u  Aucuu  nombre 

•«krr*  ue  pi'ul  ''fre  conijru.  •  Le  Traité  du  géomètre  italien  ne  contient  pas  k  dé- 

tnionstnition   du    théorème:  mais  il  y  affirme  que  ta  démonstration  pourra  être 

^iléduitc  d'un  autre  tluiuréme  démontré  en  cet  endroit.  M.  Genocchi  a  essayé  de 

mpllc  cette  lacune  cl   a  donné  deux  démonstrations  asseï   simples,  il   a   fait 

d'uutrrs  applications  de  la  méthode  expliquée  dans  ce  passage  de   Fermât  et  a 

Kpr»uii!  :  1"  que  le  nombre  m  n'est  pas  congru,  proposition  démontrée  aussi  par 

i  professeur  Mathieu  (filins,  de   Dublin,   maïs  seulement  en  iSJS;  3*  qu'aucun 

bcougru  u'esl  double  d'un  carré  ;  3*  que  l'équiili'in 


s,  de  même  t'éqnaiiii 
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affirmatif  sur  ce  poinl.  ïoul  en  faisant  ressortir  le  mérite  de  Fer- 
mal,  notamment  en  ce  qui  concerne  le  problème  des  tangentes,  il 
analyse  d'une  part  tout  ce  qui  a  été  fait  par   ses  prédécesseurs, 


il  a  énoncé  sans  démonslralion  quelques  autres  théorèmes  sur  les  nombres  dans 
un  journal  de  Turin  en  i855  et  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  en  187}.  L'un  de  ces  théorèmes  était  la  généralisation  du  pré- 
cédent qui  se  rapporte  au  nombre  lo,  car  il  exprime  que  le  double  d'un  nombre 
premier  de  la  forme  8/1  +  5  n'est  jamais  congru;  les  démonstrations  ont  été 
données  en  1881  dans  les  Mémoires  de  la  Société  italienne  des  Sciences  ou 
Société  des  AL, 

Lagrange  s'est  servi  de  la  mélliode  de  Fermât,  non  pour  démontrer  l'impossi- 
bilité de  certaines  équations,  mais  pour  trouver  les  solutions  les  plus  simples,  eo 
nombres  entiers,  d'équations  possibles.   M.  Genocchi  a   mentionné  cette  applica- 
tion dans  une  Note  du  a  avril  1876  sur  trois  problèmes  arithmétiques  de  Fermât. 
Mais  l'emploi  du  même  artifice  pour  démontrer  certains  théorèmes  affîrmatifs  o'a 
pas  été  jusqu'ici  mis  en  œuvre  par  aucun  de  ceux  qui  ont  tâché  de  démontrer  les 
propriétés  des  nombres  découvertes  par  Fermât.  On  doit  donc  être  surpris  de  lire, 
dans  le  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Leyde,  que  Fermât  a  eu  recours  à  cet 
artifîce  pour  démontrer,  par  exemple,  que  tout  nombre  premier  4 /*-+-»  se  com- 
pose de  deux  carrés.  I!  avoue  que  cela  lui  a  coûté  beaucoup  de  fatigue  et  d'efforts 
et  plusieurs  méditations,  et  lui  a  pris  beaucoup  de  temps;   mais  enfin   il   en  est 
venu  à  bout.  »  Et  les  questions  affirmatives  passèrent  par  ma  méthode  à  l'aide  de 
quelques  nouveaux  principes  qu'il    y  fallut  joindre  par  nécessité.  Ce  progrès  de 
mon  raisonnement  en  ces  questions  affirmatives  était  tel.  Si  un  nombre  premier 
pris  à   discrétion  qui  surpasse  de  l'unité  un  multiple  de  4  n'est   pas  composé  de 
deux  carrés,  il  y  aura  un  nombre  premier  de  même  nature  moindre  que  le  donné, 
et  ensuite  un  troisième  encore  moindre,  etc.,  en  descendant  à  l'infini  jusqu'à  ce 
que  vous  arriviez  au  nombre  5,  qui  est  le  moindre  de  tous  ceux  de  cette  nature, 
lequel  il  s'ensuivrait  n'être  pas  composé  de  deux  carrés,   ce   qui  est   pourtant; 
d'où  l'on  doit  inférer  par  la  déduction  à  l'impossible,  que  tous  ceux  de  cette  na- 
ture sont,  par  conséquent,  composés  de  deux  carrés.  » 

Il  ajoute  que  d'autres  questions  demandent  de  nouveaux  principes  pour  y 
appliquer  la  descente,  et  quelques-unes  ne  peuvent  être  traitées  qu'à  grand'peine, 
comme  la  proposition  :  Tout  nombre  est  la  somme  de  quatre  carrés.  «  Je  l'ai 
enfin  rangée  sous  ma  méthode  et  je  démontre  que,  si  un  nombre  donné  n'était 
point  de  celle  nature,  il  y  en  aurait  un  moindre,  qui  ne  le  serait  pas  non  plus, 
puis  un  troisième  moindre  que  le  second,  etc.,  à  l'infini,  d'où  l'on  infère  que  tous 
les  nombres  sont  de  celte  nature.  »  Des  difficultés  égales  ou  même  plus  grandes 
se  rencontrent  pour  démontrer  que,  si  a  est  un  nombre  entier  non  carré,  l'équa- 
tion 

y^=  ax'^-\-  I 

aura  une   infinité  de  solutions  en  nombres  entiers  x  et  y.   «  Je  la  démontre,  dit 
Fermât,  par  la  descente  appliquée  d'une  manière  toute  particulière.  » 

«  A  présent,  conclut  le  savant  arithméticien  italien,  tous  les  théorèmes  qu'on 
vient  de  citer  ont  été  démontrés  d'une  manière  rigoureuse,  par  Lagrange  princi- 
palement, mais  sans  qu'on  ail  jamais  fait  usage  de  la  méthode  que  Fermai 
appelle  la  descente.  » 
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t^t  loul  ce  qui  restait  ù   l'air 


â  Pascal 


Mcarles,  Itan-ow,  Cavatie 
I  cl  à  Huvgcns. 

Si  Fermât  faisait   peu  de  cas  de  ses  grandes  découvertes,  soa 
I  coiitempoi-uia  Uobervat   ne  prisait  cpie  trop  les  siennes  :  il  fut 
même  enlraïùé  à   s'approprier  des  découvertes  d'aiitrui.  Cepen- 
I  datit  les  mérites  de  Hoberval  sont  grands.  On  ne  peut  nier  que,  s'il 
i  lorl  de  vouloir  s'approprier  l'invention  de  la  Méthode  des  in- 
I   divisibles,  il  a  pourtant  fait  faire  à  cette  partie  de  la  Science  un 
progrès  iuipurtanU  JNous  trouvons  chez  M.  Mûrie  les  démonstra- 
tions de  deux  théorèmes  sur  tes  sinus,  extraits  de  son  Traité  des 
indivisibles.  Parmi  les  autres  découvertes  de  Roberval,  mention- 
nons lu  quadrature  de  la  cycloïde  et  la  cubalure  des  volumes  en- 
I  ((eudrcs  par  sa  révolution  autour  de  sa  base,  toutes  deuxcontenues 
[  dans  le  Traité  De  trockoîde  ejusque  spnlio.  11  a  essayé  aussi  de 
s'attribuer  lu  rectification  de  lacvcloïde,  due  à  Wreti.  En  revanche, 
sur  un  autre  point,   son  mérite  a  été  longtemps  méconnu;  nous 
>ulons  parler  de  sa  Méthode  de  construction  des  tangentes  réfutée 
I  fausse  et  reprise  de  notre  temps.  Mais  Roberval  a  lui-même  con- 
tribué à  cette  injustice  par  l'obscurité  de  son  stjle, 

L'Anglais  Wallis  peut  être  regardé  comme  le  continuateur  de 

'  Roberval.  Son  Traité  analytique  des  sections  coniffuescsl  le  prc- 

r  Ouvrage  où  les  courbes  aient  été  considérées  non  plus  comme 

I   sériions  d'un  cAne,  mais  coiume  courbes  du  second  degré,  d'après 

U  Méthode  de  Descartes,    Dans  l'Arithmétique  des  Infinis,    il 

compléta  l'œuvre  de  Cavalier!  elde  Roberval.  On  avaitdéjà  quarré 

la  parabole  d'un  degré  quelconque  ;  mais  c'est  Wallis  qui,  en  dé- 

I   bxtrassant   cette  théorie  de  toute    considération  géométrique,    a 

I   donné    une    démonstration    à   peu   près  générale   de  la  formule. 

M.  Marie  nous  rapporte  cette  démonstration,  «insi  que  plusieurs 

antres  extraits  des  Ouvrages  de  Wallis.   La  Méthode  s'y  trouve 

I  poussée  jusqu'à  ses  dernières  limites,  et  M.  Marie  nous  fait  juste- 

\  ment  remarquer  à  ce  propos  la  singulière  tendance  de  l'esprit 

humain  à  prolonger  l'usage  des  anciennes  MéUiodes  an  delà  même 

I  du  point  où  leur  domaine  s'arrête.  Ou  doit  encore  i.  Wallis  l'exprès- 

élégante 

*.j.4.6.6.8.fi. 


•i       ..■(.3.5.5.7.7.9. 
i  qu'une  méthode    pour   l;i    reclificatîc 


des  courbes.  Il  a 
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même  temps  que  Wren  et  Huygens,  connu  le  principe  de  la  con- 
servation du  mouvement. 

Pendant  que  Cavalier!,  Fermai,  Roberval  et  Wallis  faisaient 
progresser  les  Mathématiques,  Otto  de  Guericke  inventait  la  ma- 
chine pneumatique;  Glauber  enseignait  nombre  de  préparations 
chimiques,  Torricclli  inventait  le  baromètre  et  donnait  la  loi  d'écou- 
lement des  liquides.  Dans  la  biographie  de  ce  dernier,  M.  Marie 
nous  rapporte  l'origine  et  le  cours  de  sa  triste  querelle  avec  Ro- 
berval et  Pascal  au  sujet  de  la  cycloïde.  Il  résulte  encore  une  fois 
de  cet  exposé  que  Torricelli  était  sincère  et  qu'il  a  été  bien  injus- 
tement accablé  des  reproches  de  Pascal.  Cilons  encore  le  physiolo- 
giste Borrelli  qui,  le  premier,  expliqueles  mouvements  des  muscles; 
l'astronome  Hevelius,  l'auteur  d'une  remarquable  carte  de  la  Lune; 
Claude  Perrault,  le  médecin-architecte  qui  fit  plusieurs  décou- 
vertes physiologiques;  Jean  Picard  qui  appliqua  les  lunettes  à  la 
mesure  des  angles  et  qui  mesura  avec  une  exactitude  étonnante 
un  arc  de  méridien;  Nicolas  Le  Fèvre,  le  fondateur  de  Tenseigne 
ment  chimique  en  France  et  en  Angleterre;  Viviani,  le  disciple 
bien  connu  de  Galilée;  Edme  Mariollc  dont  la  loi  et  le  flacon  pour 
l'écoulement  des  liquides  sont  célèbres,  mais  qui  fit  faire  bien 
d'aulres  progrès  à  la  Physique.  M.  Marie  aurait  pu  citer  sa  décou- 
verte, merveilleuse  alors,  du  punctum  cœcum  de  l'œil. 

Pascal  est,  comme  Descartes,  à  la  l'ois  physicien  et  mathémati- 
cien. On  sait  la  grande  part  qu'il  a  eue  dans  les  recherches  sur  la 
pression  de  l'air.  M.  Marie  aurait  pu  rappeler  ici  les  titres  réels  de 
Descartes.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  baromètre,  comme  instrument,  ap- 
partient autant  du  moins  à  Pascal  qu'à  Torricelli;  en  tout  cas,  c'est 
le  premier  qui  Ta  désigné  comme  instrument  pour  mesurer  les  hau- 
teurs. L'œuvre  mathématique  de  Pascal  eslétudiéeavec  beaucoup  de 
soin  par  M.  Marie.  11  nous  donne  des  analyses  très  complètes  de 
la  Lettre  de  M.  Carcnvy,  du  Traité  des  trili gnes  rectangles  et  de 
leurs  onglets  et  de  plusieurs  autres  Ouvrages  du  grand  mathéma- 
ticien. Nous  ne  pouvons  suivre  Tau  leur  dans  ses  développements 
si  pleins  d'intérêt.  Rapportons  cependant  cette  appréciation  des 
méthodes  de  Pascal.  «  Ses  Ouvrages,  nous  dit  M.  Marie,  con- 
tiennent sous  une  l'orme  vicieuse,  il  est  vrai,  tous  les  principes  du 
Calcul  intégral  et  jusqu'aux  formules  de  quadratures  des  expres- 
sions de  la  forme  sin"' .rr/.r.   Les   démonslrations  sonl  puremenl 
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géométriques  ;  aucune  formule  n'est  notée,  le  signey  n'est  même  pas 
employé;  de  plus  le  langage  de  Pascal  est  exactement  celui  de  Ca- 
valieri,  c'est-à-dire  qu'il  supprime  toujours  dans  tous  ses  énoncés 
les  facteurs  infiniment  petits  et  ne  conserve  que  les  sommes  infi- 
nies des  abscisses,  des  ordonnées,  des  arcs,  etc.  Pour  cela,  quand 
il  doit  introduire  dans  un  même  énoncé  plusieurs  sommes,  il  a 
toujours  soin  de  supposer  égaux  entre  eux  les  infiniment  petits, 
ce  qui  lui  permet  de  les  supprimer  comme  facteur  commun.   » 

C.  H. 


MÉLANGES. 

SUR  L*ARITHMËTIQUE  PYTHAGORICIENNE; 
Par  m.  Paul  TANNEHY. 

I. 

Dans  mon  élude  sur  Domninos  de  Larissa  (*),  j'ai  dit  que 
Jamblique  avait  eu  à  sa  disposition  des  documents  anciens  sur 
l'arithmétique  pythagoricienne,  et  que  son  Traité  méritait  un 
examen  spécial,  moins  au  point  de  vue  mathématique  (car  il  a 
été  suffisamment  analysé  à  cet  égard  par  Nesselmann  etM.  Canlor) 
qu'en  ce  qui  concerne  les  renseignements  historiques  qu'il  ren- 
ferme: cet  examen  est  le  bul  que  je  me  propose;  je  ferai  en  même 
temps  usage  des  quelques  autres  ouvrages  qui  nous  ont  conservé 
des  traces  des  doctrines  pythagoriciennes  sur  les  nombres. 

Le  traité  de  Jamblique  sur  l'Arithmétique,  édité  d'une  façon 
assez  incorrecte  par  Tennulius  (Arnheim,  1668),  formait  la  qua- 
trième Partie  d'un  Ouvrage  intitulé  :  Discours  sur  la  secte  pytha- 
gorique  et  dont  nous  possédons  également  les  trois  premiers 
Livres,  Sur  la  Vie pyihagorique,  Exhortation  à  la  Philosophie, 
Sur  la  science   mathématique  en  général,   livres  qui  n'offrent 

('  )  Riiiletin  des  Sciences  mathèmati'jues  et  astronomiques,  p.  298,  octobre  188 '|. 


70  PREMIÈRE  PARTIE. 

pour  riiistoire  des  Mathéjnatiques  qu^in  intérêt  tout  à  fait  secon- 
daire. D'un  scolîe  à  la  vérité  incomplet,  comme  des  passages  où 
Jamblique  annonce  des  développements  ultérieurs,  on  a  conclu 
que  ce  dernier  avait  dû  aller  jusqu'à  la  décade  pythagorique  et 
que  nous  aurions  par  suite  perdu  six  Livres  :  Sur  la  Physique, 
Sur  r Ethique,  Sur  la  Théologie,  Sur  la  Musique,  Sur  la  Géomé- 
trie, Sur  la  Sphérique.  Il  n'y  a  pas  cependant  de  preuves  dé- 
cisives établissant  que  Jamblique  avait  complètement  achevé  son 
Ouvrage,  et  notamment  rédigé  les  trois  derniers  Discours.  Mais 
Syrianus»  dans  ses  commentaires  sur  la  Métaphysique  d'Aristote 
(Venise,  1 556),  cite  le  V*etle  VII*  Livre  de  Jamblique,  et  ces  cita- 
tions semblent  bien  indiquer  que  ces  Livres  étaient  respectivement 
consacrés,  en  fait,  à  la  Physique  et  à  la  Théologie. 

On  peut  trouver  singulière  cette  intercalation  de  trois  Livres  qui 
rompent  la  série  de  l'exposition  des  quatre  sciences  mathématiques 
reconnues  par  les  pythagoriciens  ;  mais  il  faut  se  rendre  compte 
que,  malgré  l'apparence,  ces  trois  Livres  formaient  la  suite  naturelle 
de  l'Arithmétique,  en  traitant,  conformémentà  la  tradition  pytha- 
goricienne, du  rôle  des  nombres  dans  la  nature  et  de  leurs  pro- 
priétés mystiques,  soit  dans  l'ordre  humain,  soit  dans  l'ordre 
divin.  Les  citations  de  Syrianus,  qui  touchent  expressément  les 
nombres,  confirment  l'ex-ëcution  de  ce  plan,  très  nettement  exposé 
par  Jamblique  àla  fin  de  son  IV®  Livre  sur  l'Arithmétique. 

«  Arrêtons  ici  l'introduction  suivant  le  pythagoricien  Nico- 
maque.  Plus  tard,  si  Dieu  le  permet,  nous  ferons  plus  complète- 
ment cette  même  introduction  arithmétique,  et  nous  te  roflrirons, 
puisque,  par  le  moyen  de  celle-ci,  tu  seras  déjà  capable  d'aller 
plus  loin.  Nous  y  comprendrons  tous  les  autres  épanthèmes  relatifs 
aux  nombres  depuis  l'unité  jusqu'à  la  décade,  et  qui  rentrent  dans 
la  Physique,  dans  l'Éthique  et  encore  et  surtout  dans  la  Théologie; 
ainsi  il  te  sera  plus  facile  et  très  simple  de  recevoir  l'enseigne- 
ment des  trois  introductions  suivantes,  je  veux  dire  d;*  la  Musique, 
de  la  Géométrie  et  de  la  Sphérique.   » 

Ainsi  Jamblique  annonce,  avant  de  passer  aux  trois  antres 
sciences  mathématiques,  un  seul  Traité,  que  l'abondance  des 
matières  lui  aura  fait  diviser  en  Irois  Discours,  et  qu'il  considère 
comme  faisant  essentiellement  partie  do  lArithmétique.  On  voit 
aussi  qu'en  dehors  des  considérations  générales  (qu'on  peut  croire. 
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ni  donné  Jamblîqiie,  avoir  élé  passaMeraent  étendues,  mais  sans 
)tnr«t  mujeiir),  ce  Traité  devait  surtout  être  constitué  pardes  dé- 
eloppemeut^  sur  les  propriétés,  mystiques  et  autres,  des  dix 
"emiers  nombres,  qu'au  moins  une  partie  de  l'école,  dès  le  temps 
'ArislDle,  avait  pris  l'Iialiitudc  de  considérer  exclusivement  pour 
es  spéculations  de  cet  ordre. 
La  perle  des  trois  Livres  de  Jamblique  en  question  est  com- 
e  pour  nous  dans  une  certaine  mesure  par  l'existence  d'une 
ielittt   compilation    anonyme    intitulée  les    Thêologoumènes   de 


Arithmétique,  éàilic  eu  dernier  lieu  par  Asl  (Leip/.ig,  1817). 

date  de  cette  compilation  ne  peut  guère  être  précisée  ;  l'auteur 

plus  récent  rpi'elle  cite  esL  un  Anatolius  qui  paraît  avoir  été 

maître  de  J.imbliqne.  On  l'a  attribuée  à  ce  dernier  et   l'on  a 

retendu  qu'elle  représentait  son  Livre  Vil,  mais  cette  opinion  ne 

lutse  défendre:  ce  n'est  ni  le  style,  ni  les  procédés  de  compilo- 

ion  de  Jamblique;  la  citation  fuite  par  Syrianus  ne  peut  s'y  re- 

rouver;  enfin,  et  surtout,  elle  correspond  non  pas  au  Livre  VU, 

lais  bien  aux  Livres  V,  VI  et  Vli  de  Jamblique.  Elle  expose,  pour 

liacun  des  nombres  de  la  décade  pris  successivement,  à  la  fois  les 

opriétés  d'ordre  physique,  d'ordre  éthique   et  d'ordre   tbéolo- 

ique;  nous  y  voyons  par  exemple,  pour  le  nombre  J,  qu'il  y  a 

éléments  (propriété  physique),  que  la  pcntade  est  au  plus  haut 

legré  représentative  de  la  justice  (propriété  éthique),  qu'elle  est 

\pyie\ée Némésis,  etc.  (propriété  ihéologîque). 

Évidemment  l'autour  a  puisé  aux  mêmes  sources  que  Jamblique; 
ertaîns  passages  se  retrouvent  exactement  comme  fond,  et  sous 
;ne  forme  au  moins  très  voisine,  par  exemple  dans  le  Traité  aritli- 
léliquc  de  Jamblique;  mais  la  confusion  qui  règne,  à  l'intérieur 
[u  Chapitre  consacré  à  chaque  nombre,  entre  les  propriétés  de 
iverfl  ordres,  semble  assez  prouver  que  le  compilateur  n'a  pas 
rofiti  du  U-avail  opéré  par  Jamblique  pour  distinguer  ces  pro- 
et  que  par  suite  il  a  dil  écrire  vers 
puhliciilion  des  trois  Livres  Va  VIL 
■nter,  encore  plus  lidèle- 
perdus,  l'état  de  I.1   tradi- 


iriélés  d'après  leur  caractèi 

même  époque,  mais  av 

i  compilation  doit  donc  nous  ropi 

ent  que  ne  le  feraient  ces  trois  Livi 

>n  avant  Jamblique. 

Nous  devons  en  tout  cas  retenir 
d'.ipr,-..    .■■■ilr    irudill.m.     !.■    [.h.n    d', 


pour  . 
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cienne  comprenait,  après  l'exposé  des  propriétés  générales  des 
nombres  conformément  à  la  marche  suivie  par  Nicomaque,  l'exposé 
des  propriétés  d'ordre  mystique  spécialement  reconnues  aux  dix 
premiers  nombres. 

Il  est  certain  que  cette  tradition  est  très  antérieure  à  Jamblique; 
nous  savons  que  Nicomaque  avait  composé  lui-même  des  Théolo- 
goumènes  arithmétique  s  y  qui,  d'après  les  détails  que  nous  donne 
Photius,  étaient  tout  à  fait  composés  sur  le  même  plan  que  l'Ou- 
vrage anonyme  que  nous  possédons,  et  dont  nous  retrouvons,  dans 
ce  dernier,  de  nombreux  extraits.  Nous  possédons  encore,  d'autre 
part,  le  Livre  de  ïhéon  de  Smyrne,  Ce  qui  en  Mathématiques  est 
utile  pour  la  lecture  de  Platon  (Bouilleau,  i644)î  dont  l'auteur 
traite  d'abord  derArithmétiquc,  puis  dclaMusique,  où  il  comprend 
la  théorie  des  rapports  et  des  proportions,  ce  en  quoi  il  suit  évidem- 
ment la  tradition  antique  ;  viennent  ensuite,  passablement  déve- 
loppées, les  propriétés  mystiques  de  la  décade,  puis  quelques 
mots  sur  la  Géométrie,  la  Stéréométrie,  et  les  médiétés,  après  quoi 
Théon  passe  à  T Astronomie  (partie  publiée  par  Th.  H.  Martin, 
Paris,   1849). 

Il  serait  intéressant  de  déterminer  jusqu'à  quel  point  on  doit 
considérer  comme  fidèle,  en  ce  qui  concerne  l'ancienne  école 
pythagorique,  cette  tradition  ainsi  bien  constatée  à  partir  du  pre- 
mier siècle  de  l'ère  chrétienne  et  au  moins  de  l'époque  des 
maîtres  et  précurseurs  immédiats  de  Nicomaque,  comme  Modé- 
ratus  de  Gades.  Il  est  évidemment  impossible  de  faire  le  départ 
entre  les  rêveries  mystiques  ducs  aux  néopythagoriciens,  et  celles 
dont  l'ancienne  école  leur  avait  donné  Fexemple;  mais  il  ne  me 
paraît  pas  douteux  que  le  plan  général  d'Arithmétique,  avec  les 
développements  finaux  sur  la  décade,  tel  que  l'ont  conçu  Nico- 
maque, Théon  de  Smyrne  et  Jamblique,  ne  remonte  en  réalité  au 
v*  siècle  avant  noire  ère,  car  c'est  en  fait  le  même  programme 
qu'avait  déjà  suivi  Speusippe.  le  neveu  de  Platon,  dans  son  Traité 
Des  nombres pythagoriques  (  '  ). 


('  )  Voir,  sur  le  fragment  de  Speusippe  conservé  dans  les  Théolo goumènes,  mon 
élude  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  t.  V,  p.  S^S;  i883. 
Tout  au  plus  pcul-on  dire  que  les  lendances  mysti(|ues  y  sont  beaucoup  moins 
accusées  que  dans  les  écrits  néopythagoriciens,  et  qu'il  n'est  pas  clair  que  Speusippe 
se  soil    étendu  sur  les  propriétés  spéciales  des  nond>res  autres  que  10. 
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PoTcËpÂnaaiit  besoin   de  preuvrs  jiarliculièrcs,  reblivcs  iiiiv 

îvclopptînieiils  (juepouviiîenl  ilrjîi  pri^st-nlpr,  dnns  l'ordre  (J'idi'cs 

h^stîqHC,  les  Ocriis  ili;s  ancicn^î  pvlhagoricu'ns,  cl  il  convient,  à 

tel  dgard,  d'examiner  les  citations  expresses  d'auleurs  détenniiiés 

:  nous  rencontrons  dans  Niconiaque,  dans  Tliéon  de  Stn^rno, 

[ans  Jumbtiquc  el  dans  les  Thénhgouinènes.  J'écarterai  de  ces 

filiations  celles  dont  la    tendance  est    seulement    philosophiqne, 

lomme  celles  ipi  se  rapporteni  a»  rrtie  desidf'-es  d'iinJléelde  dna- 

Kté,  et  j'i^tiidierai  en  second  lien  relies  dont  le  car.iet.ère   est  pins 

lurement  scientifique,  et    qui   omis  seront  snrtont  foiirnies  pur 

famblique. 


II. 


Quand  on  parle  de  citations  d'anciens  pythagoriciens,  on  ne 
wut  ajouter  loi  à  telles  qrii  remontent  à  une  tîpoqne  aniérienre  à 
belle  de  PKilolaos,  puisque  la  tradition  constante  de  l'nntîqnili^ 
Ht  qu'il  Tut  lepiemier  qui,  dans  son  ouvrage  Sur  la  Nature,  e\- 
lOsa  les  doctrines  de  l'Ecole,  jusqne-là  riîservées  au  cercle  des 
nitiés,  et  que,  d'autre  part,  il  est  certain  que.  dans  cette  exposï- 
non,  il  s'écarta  singulicrement  des  conceptions  primitives.  11  est 
butefois  à  remarquer  que  la  tradition  altriltuc  soit  à  Pythagore. 
loil  àscâ  disciples  immédiats,  la  rédaction  de  poternes  mis  sous  le 
t  d'Orphée,  ei  que  l'ensemble  de  ces  poèmes,  en  écartant  les 
^terpolations  et  folsificnlions  de  date  récente,  et  dues  surtout  .'i 
le»  goosiîqnes  chrétiens,  remonte  incontestablement  aux  vi'et 
•  siècles  avant  .l.-C. 
On  ne  peut  donc  négliger  alisolurncnt  les  cilalions  des  Tliéolo- 
woamèn^i  (VI  et  IX).  d'après  lesquelles; 

'  Les  pythagoriciens,  suivant  les  traces  d'Orphée,  nppelaicnt 
whexaAe  holomi-Ue,  ce  qui  paraît   se  rapportera  la  propriéli^  dn 
mbre  fj,  en   tant  que  parlait,  d'être  égal   à    la  somme  de  ses 
larLÎes  aliquoies  : 

'  Orphée  et  Pytbagore  ont  particulièrement  appelé  l'ennéadc 
Wourètiflc,  Ilypih-ion,  Terpsichore.  Ici  nous  sommes  en  plein 
pvsticîsnie,  et  nous  rencontrons  cette  svnonymie  singulière,  qui 
B  trouvait  déjà  si  développée,  pour  tous  les  nombres  de  In  décade, 
l'époque  de  Nicomaque. 

Bail,  i/cj  Srknfti  mnl/iem.,  r  n'-tir,  I.  I\,  1  Miir?  iwti,)  1, 
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J^altache  relativement  moins  d'importance  aux  citations  du 
pythagoricien  Aristée  de  Crotonc,  successeur  immédiat  de  Pytha- 
gore,  suivant  la  tradition.  Jamblique  (p.  i68)  rapporte  qu'il  avait 
parlé  de  la  proportion 

6:8::9: 12, 

enseignée  à  Pythagore  parles  Babyloniens,  et  les  Théologoumènes 
(VI)  disent  qu'il  avait  montré  que,  dans  la  décade,  il  n'est  pas 
possible  de  trouver  un  autre  nombre  que  6  susceptible  de  tous  les 
rapports  de  Tharmonie  psychique,  c'est-à-dire  sans  doute,  pouvant 
servir  de  point  de  départ  à  une  pareille  proportion. 

Les  citations  de  Philolaos  ont  plus  d'importance,  d'autant 
qu'elles  proviennent  d'un  Ouvrage  bien  déterminé,  dont  Tauthen- 
cité  n'est  guère  contestable,  et  qui  existait  certainement  encore 
au  temps  de  Jamblique.  On  a  de  cet  Ouvrage  de  nombreux 
fragments,  conservés  surtout  par  Stobée,  et  dont  plusieurs  ont  un 
caractère  mystique  très  accusé;  mais  je  crois  inutile  de  m'appuver 
sur  eux,  et  je  me  borne  aux  citations  tirées  des  quatre  Ouvrages 
que  j'examine. 

Il  semble  résulter  du  texte  de  Nicomaque  (II,  q6)  que  Philolaos 
avait  appelé  le  cube  harmonie  géotnélrique^  parce  que  dans  les 
nombres  des  faces,  des  arêtes  et  des  sommets  de  ce  polyèdre,  il 
retrouvait  la  proportion  harmonique  :  6.8.  12. 

Il  est  à  remarquer  que,  d'après  le  commentaire  inédit  d'As- 
clépius  sur  Nicomaque,  cette  appellation  du  cube  aurait  été  men- 
tionnée par  Aristote  dans  son  Traité  De  IWmej  tandis  que,  dans 
le  texte  que  nous  possédons  de  ce  Traité,  cette  mention  ne  se  re- 
trouve pas;  néanmoins  une  tendance  mystique  peut  être  attribuée 
à  cette  dénomination,  car  on  sait  de  reste  que  Philolaos  définissait 
l'âme  comme  une  harmonie,  ce  qu'on  peut  rapprocher  de  la  cita- 
tion d'Aristée  qui  précède.  En  tout  cas,  nous  avons  d'autres 
témoignages  un  peu  plus  précis. 

Théon  {Mus.  49)  dit  q^ie  Philolaos  s'était  longuement  étendu 
sur  les  propriétés  de  la  décade,  et  les  Théologoumènes  (X),  que 
d'après  lui  on  Ta  appelée  foi;  toutefois  le  texte  ne  permet  pas  de 
décider  s'il  lui  avait  en  réalilé  donné  ce  nom,  ou  si  quelque 
néopylhagoricien  avait  trouvé  dans  son  langage  nn  motif  sufTi^^ant 
pour  adopter  cette  synonymie. 
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l-fs  T/ii^otogaumiUies  (ï\ )  ritciil  encure  tm  fiu^nient  <iii  Lîirr 
/Vf  /.i  i\itltiiT,  il'apr.Vs  leipipl  Pliilitlaos  flislingiiail  Hans  l'homme 
quatre  parties  primordiales,  le  cerveau,  le  cu'ur,  U-  iiiimliril,  les 
organes  géniuux.  Ici  nous  rciiconlruns  dans  ce  ([iiaU-rnaire,  un 
hpe  (l't^numcralions  sctiililuliles  des  clioses  qui  sont  au  nombre  dt^ 
trois,  quatre,  ciDq.etr'.,  énuincratîons  fri'quentes  dans  les  divers 
documents  relatifs  aux  pvtliagnriciens.  C'est  principalement  sous 
celte  l'orme  qu'ils  pr/'aentaient  les  propriétés  des  nombres  relati- 
vement à  la  Physique;  on  doit  V  voir  surtout  un  procédé  mné- 
motechnique pnurle  classement  des  connaissances  de  tonte  sorte, 
mais  l'emploi  systématique  dr  ce  procédé  conduisit  naturellement 
à  altrihuer  aus  nombres  des  propriétés  mystiques.  On  peut  re- 
marquer au  reste  que  le  nu^mc  procrdé  se  retrouve  cfiez  les 
peuples  les  plus  différents  (I).  et  que,  chez  les  Hindous,  il  a  été 
l'origine  de  la  synonymie  einfitoyée  pour  le  système  de  numération 
suivi  dans  les  */oi«s  de  Brahniegupta. 

D'après  Théon  {Mus,  4((J,  Archylas  aurait  écrit  un  Livre  spécial 
[  Sur  la  décade;  après   lui,  les  Théologouinènes  (VM)  citent  nn 
I  Livre  Sur  Vhfbdomadp  du  pythagoricien  Proros.  D'après  Jam- 
I  blîque  [Sur  la  vie pytUagorique),  ce  dernier  était  de  Cyrône  et 
particulièrement  lié  avec  Cliuias  de  Tarenle,  lequel  doit  avoir  vécu 
au  temps  de  Platon,  puisque  Aristoxène^dans  Uiopène  Laërcc)  pré- 
tend  qu'il  aurait    empêché  le  disciple  de  Sucrale  de    hri'kler  les 
«cuvres  de  Démocrite.   Proros  aurait  dit  que   les  Pythagoriciens 
I  disaient   Biimiç    pour  désigner  le  nombre  -  ;  ce   témoignage  est 
I  curieux  en  ce  qu'il   indique  au  sein  de  l'Ecole  une  certaine  in- 
I  lIncDce  exercée  au  moins  par  le  langage  des  populations  italiotes 
I  voùines  de  ta  Graodc-Orèce. 

Le»  T'Af'o/o^OKflt^rtP.t  (  V)citentenlin  nn  fragment  du  Livre  Sur 
\  hs  nombres  d'an  certain  Mégillos;  on  s'y  trouve  en  pleine  syno- 
nymie mystique;  maïs  l'époque  où  vivait  ce  pythagoricien  ne 
I  p«ut  être  détrrmtnéc,  el.  comme  il  ne  Kgure  pas  sur  les  listes  de 
I  Jainblîqnc,  il  est  très  probablement  postérieur  au  iv'  siècle 
\  avant  J.-C. 

Le»  conclusions  <i  tirer  de  ce  relevé  me  pnrair.sent  les  suivantes. 
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Le  plan  général  d'une  Arilhmélique  traitant  d'abord  des  pro- 
priétés mathématiques  de  tous  les  nombres,  puis  des  propriétés 
de  toute  sorte  spéciales  aux  dix  premiers  nombres,  ce  plan  que 
nous  retrouvons  chez  les  néopythagoriciens,  paraît  bien  conforme 
à  la  tradition  de  l'ancienne  école.  Dans  la  seconde  Partie,  les  deux 
ordres  de  synonymie,  l'un  proprement  mnémotechnique,  l'autre 
purement  mystique,  sont  également  anciens,  le  second  remontant 
aux  poèmes  orphiques;  mais  leur  développement,  surtout  pour  le 
second  ordre,  paraît  postérieur  au  iv°  siècle,  tout  en  restant  anté- 
rieur à  l'ère  chrétienne. 

Ces  conclusions  diflerent  des  idées  admises  en  général,  en  ce 
que  l'on  considère  plutôt  le  développement  mystique  comme  s'ef- 
fectuant  à  partir  de  la  renaissance  du  pythagorisme,  et  comme 
influencé  par  les  idées  orientales;  à  la  vérité,  Jamblique  est  imbu 
de  ces  idées,  et  Ton  en  trouve  des  traces  dans  les  Théologouniènes 
(par  exemple  le  mot  A^an*![es)\  mais  la  synonymie  mystique,  déjà 
complètement  développée  au  temps  de  Nicomaque,  a  un  caractère 
exclusivement  hellène.  Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  la  renais- 
sance du  pythagorisme  a  eu  lieu  non  pas  à  Alexandrie,  mais  bien 
à  Rome,  au  premier  siècle  avant  l'ère  chrétienne;  le  chef  en  est 
un  certain  Sextius  (Sextus  de  Jamblique),  qui  mélange  déjàsans 
doute  aux  éléments  traditionnels  de  nouvelles  formules,  mais  les 
emprunte  surtout  aux  stoïciens;  ses  disciples  ont,  comme  lui, 
reçu  la  culture  grecque,  mais  ce  sont  de  purs  Romains  ou  des  Oc- 
cidentaux, comme  Modératus,  au([uel  se  rattache  immédiatement 
Nicomaque. 

Jamblique  admet  que  Sextus  a  recueilli  directement  (xarà  5w- 
oo/ïiv)  la  tradition  pythagoricienne.  Le  fait  est-il  si  improbable? 
Après  Aristote,  TEcole  disparaît  dans  la  Grèce  propre,  et  elle  ne 
prend  pas  pied  dans  lesEtats  fondés  par  les  successeurs  d'Alexandre  ; 
vers  la  même  époque,  la  conquête  romaine  s'étend  sur  le  foyer 
originaire  du  pythagorisme,  la  Grande-Grèce,  bientôt  après  sur 
la  Sicile,  et  rompt  la  plus  grande  partie  des  liens  qui  rattachaient 
ces  pays  à  l'Hellade.  La  prétendue  extinction  complète  du  pytha- 
gorisme dans  la  Grande  Grèce  est  une  légende  dont  les  détails  ne 
supportent  pas  l'examen.  Est-il  absurde  de  supposer  qu'il  s'v  soil 
perpétué  obscurément  pendant  quatre  ou  cinq  générations  sous  la 
domination  romaine,  avant  de  Ibrmer  (la  première  de  iQutes  les 
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■secte«  pbîIosnp)ii(| tiers  greiqutfs)  piirnii  les  nouveaux  maîtres  des 
lélëvRS  f[iii  lui  ilnnncnl  une  nouvelle  vie?  On  pourrait  placer  dans 

■  celte  période  le  nom  de  Megillos  et  aussi  ceux  de  Myonide  et 
ftll'Euphrannr,  que  nous  i-en contrerons  plus  loin. 

11  convient  de  remarquer  que.  lorsque  Nirouiaqne  (II,  i4)  cite 
Ides  écrits  ihéoréliquen  où  l'on  rencontre  la  mention  de  nombres 
[pyramides     co/ures     (sommes     de    polygones    ne    commençant 

■  |>a5  à  l'unité),  Ascl^pîus  et  E'hîlopon  sont  d'accord,  sous  des 
■tenues  différents,  pour  reconnailre  dans  ces  écrits,  non  pas  des 
■ourrages  iMoriques  sur  l'Aritlimélique,  oii  il  aurait  été  traité 
mcxprofi-.iSQ  des  nombres  pyramides,  etc.  mais  bien  des  Théologou- 
\mèncs,  analogues  à  ceux  composés  par  Niconiaque  lui-même. 
lAsclépius  dit  que  ihéorétufite  est  opposé   à  éthique,  pour  dé- 

iiigner  le  caractère  propre  de  ces  traités  pythagoriciens,  dont  nous 
IrcclierchiiDS  les  traces  en  ce  moment;  on  sait  qu'il  nous  reste  de 

l'Kcolc  de  nombreux  fragments  (^f/iii^ues;  certains,  nu  moins,  pour- 
■taieitt  être  rapportés  à  l'époque  obscure  que  nous  admettons  pour 
■lies  Traités  throrélti 


iqm 


J'abot-de   mMLnlt'n:mt  li's  cilalions  de    pytliagoriciens  qui    pré- 
(ecntont  nn  intérêt  plus  proprement  scientilique. 

Pour  Pylliagore  lui-même,  il  suTlit  de  mentionner:   i"lefrag- 

Riment  de  récrit  Sur  /es  Dieux  (  Théolog,,  IV),  relatif  à  la  distinc- 

■llloD  des  quatre  sciences  matbématiques,  fragment  certainement 

^Bpocrypbe,  mais  conforme  à  laU-adition:  ^''ladélinilion  du  nombre, 

bltribiiée  au   Maître   par  Jamblique  (p.   ii)  et  qui,  évidemment 

postérieure  aux  stoïciens,  n'olTre  d'ailleurs  aucun  intérêt;  3°  les 

^flSrinaiîuns  qu'il   connaissait  le  triangle  rectangle  en  nombres 

tT/ièoiofi.,  I),  la  propriété  des  nombres  «n/(ï,  a84  et  2ao(./rr/m///., 

•  Ajh  '*■*  """'*  proportions    arîtUmétlque.  géométiiquc  et  har- 

BlOOiqa«  {Niciimaqui:  11,  a^),  ainsi  que  la  proportion 


et  l'applic; 


»rls  de  ces   derniers 
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Arislée,    Timéc  de    Locres,    Philolaos  et   Arcliylas  (Jamblique, 
p.  iG8). 

Dans  l'ordre  des  temps,  nous  rencontrons  ensuite  Hippasos,  que 
la  tradition  représente  comme  ayant  formé  secte  au  sein  de  l'École; 
ses  disciples,  les  AcousmatiqueSy  paraissent  se  distinguer  des 
Mathématiciens  y  surtout  comme  observant  scrupuleusement 
nombre  de  préceptes  symboliques  dont  ils  n'ont  pas  le  véritable 
sens;  leur  maître  aurait  été  cbâtié  par  les  dieux  d^une  révélation 
de  la  doctrine  relative  au  dodécaèdre  régulier.  Les  définitions  du 
nombre  que  Jamblique  (p.  1 1)  attribue  au\  Acousmatiques  n'ont 
pas  plus  d'authenticité  ni  d'intérêt  que  celle  qu'il  rapporte  à  Py- 
thagore,  et  les  témoignages  qui  méritent  le  plus  de  confiance 
s'accordent  pour  reconnaître  comme  supposés  les  écrits  qui  cir- 
culaient anciennement  sous  le  nom  d'Hippasos.  Théon  (  J/e/5.,  12) 
dit  assez  vaguement  qu'il  avait  fait  des  recherches  expérimentales 
sur  l'acoustique,  mais  il  est  surtout  à  remarquer  que  Jamblique 
(p.  i4i>  139,  i63)  le  lie  constamment  à  A^rchytas,  quand  il  parle 
de  ce  dernier  à  propos  des  proportions. 

Comme  les  écrits  authentiques  d'Archytas,  en  particulier  son 
traité  de  V Harmonique,  dont  Nicomaque  (I,  3)  cite  le  début  (*), 
devaient  subsister  au  temps  de  Jamblique,  à  côté  des  écrits 
apocryphes  qui  pouvaient  porter  aussi  le  nom  de  l'ancien  pytha- 
goricien (^),  le  fait  a  une  certaine  importance,  parce  qu'il  est  très 
possible  qu'Archylas  y  ait  cité  nommément  Hippasos  et  se  soit 
appuyé  sur  lui.  Lorsque  Jamblique  notamment  rapporte  que  la 
proportion  harmonique  avait  d'abord  été  appelée  50 w^-con/ra/re, 
et  que  son  nom  fut  changé  plus  tard  d'après  Archytaset  Hippasos, 
on  peut  bien  faire  remonter  au  dernier  cette  appellation,  que 
devait  déjà  avoir  adoptée  Philolaos,  antérieur  à  Archytas.  Quanta 
Tinvention  des  trois  médiétés  sous-contraires,  il  ne  semble  pas 
au  contraire  qu'il  faille  la  faire  remonter  en  tout  cas  au  delà  d'Ar- 
chytas, d'autant  que  Jamblique  se  contredit  sur  cette  question; 


(  ')  Au  sujet  de  la  parenté  des  cjuatre  sciences.  Dans  cette  citation,  Hoche  aurait 
dû  conserver  xoi  (pour  ot)  devant  TtEpl  Ta  (iaOiQ(iaTa;  Archytas  désigne  ainsi  les 
mathématiciens  de  l'école  de  Pylliagore. 

(-)  \ùi\  particulier  ceux  (lui  en  leruicnt  l'inveuleur  des  dix  catégories  d'Arislute. 


rtluns  deux  pnasngcs,  il  lu  donne  à  ^ixhytas  et  Hippnsos,  dans  un 
I  truÎEÎénie  (p.  i4a)  à  li^uilosc,  disL-iplc  d'Archjtas,  ainsi  qiie  le  fait 
légalement  Proclus  d'après  Eudènic^  quiiat  aux  qualrc  dernières 
1  tnéfiiètés,  Jamblique  donne  espressémcul  leurs  inventeurs, 
i  M^unide  (  '  )  ri  Euphranor,  comme  postérieurs  à  Eratoslhène  ;  ils 
I  sefaicnt  donc  au  pins  lût  du  ii'  siècle  avant  J.-C. 

Les  citations  de  Timée  de  Locres  par  Jamblique  se  rapportent  ù 
I  l'ouvriiKe  apocryphe  calqui^  sur  le  dialo^'uc  de  Pt»tun  qui  porte  le 

)m  du  p^tlia),'oricien  ;  il  ny  a  donc  pas  à  s'y  arrêter;  et  ai  nous 

rivons  aux  tùmoigniigeâ  plus  autheniiqiies  concernant  l'hilo- 
[  laos  Bt'  Archytas,  ils  n'olTicnl  en  réalité  qu'un  inli-rôt  médiocre. 
Il  dehors  de  cen:i  que  nous  avons  déjà  vus  pour  le  second. 

Du  premier,  Jamblique  ne  cite  que  des  formules  philosophiques 
I  sur  rinfini  et  le  (ini  et  une  prétendue  délinition  du  nombre  qui 
[  présente  le  même  caractère,  et  qnî  ne  reprodiiil  probablement  pas 
I  exactement  le  texte  de  Philolaos;  au  reste,  le  livre  Sur  la  iXalure 
ait  nullement  une  portée  mathématique,  et  ta  valeur  scienti- 
I  fique  de  ce  Livre  consistait  surtout  dans  sa  partie  physique  el  as- 
l  tronomique. 

Théon  {Arith.,  3)  remarque  que  Philolaos  el  Archytas  disent 
I  îndîÛ'éremment  l'un  ou  l'unité,  c'est-à-dire  qu'ils  ne  distinguent 
I  pas  entre  le  nombre  un  et  l'idée  plutonicienne  de  l'unité.  Il  cite 
[  d'Archytas  [Arith.,  '*)  un  iVagment  probablement  emprunté  au 
1  Livre  De  la  drcnde,  et  sur  lequel  nous  reviendrons;  enfin  [Mus., 
\  i3),  il  dit,  probablement  d'après  le  Traité  sur  V Harmonique, 
I  qu' Archytas  (il  ajoute  Kudoxe)  avait  reconnu  que  les  sons  les  plus 
I  hauts  correspondaient  aux  vibrations  les  plus  rapides,  et  que  les 
[  rappoftsnumériquescorrcspondantaux  accords  musieau\  devaient 
I  exister  entre  les  vitesses  des  mouvements. 

Comme  nous  savons  d'ailleurs  qu'Arcb\  tas  avait  ÎDlruduil 
I'  d'autres  nombres  que  les  quatre  premiers  dans  les  rapports  musi- 
I-  cxux,  il  est  possible  que  ce  soit  à  cette  occasion  qu'il  ait  recherché 
Id'snlrvs  médiétés  que  l'harmonique,  et  que  les  recherches  de 
IM^ronide  €t  d'Euphranor  se  relient  ^u  même  ordre  d'idées,  que 


(  ')     tjl     leçon     TCBÎ 

I  Tcnnnlins  :  Kf/t  Tiiivu 
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roccasion  qui  leur  a  donné  naissance  soit  donc  plutôt  une  question 
de  musique  qu'une  question  d'Arithmétique. 

Les  Tkéologoumènes  (IV  )  citent  Clinias  de  Tarante  à  propos 
de  la  distinction  des  quatre  sciences  mathématiques.  C^était,  nous 
Tavons  dit,  un  contemporain  de  Platon. 

Nous  arrivons  enfin  aux  citations  de  Jamblique  relatives  à 
Thymaridas;  à  la  différence  de  tous  ceux  que  nous  avons  ren- 
contrés jusqu'à  présent, ce  dernier  paraît  avoir  composé  un  Ouvrage 
réellement  arithmétique,  renfermant  en  particulier  une  proposi- 
tion intéressante  pour  l'histoire  de  TAlgèbre,  et  à  laquelle  Jam- 
blique  donne  le  nom  à\*panthème. 

Cette  proposition  peut  s'exprimer  comme  suit  dans  le  langage 
moderne. 

Si  Ton  a,  entre  n  inconnues,  les  n  équations 

X\  -\-  Xf  -\-  JT^  -i-  .  .  .  -f-  JTff  =  O, 

jri-i-Xf  =  a|. 


Xx  -h  Xft  —  Cln—Xt 

on  a 

Sî-»ap— S 


j:4 


n  —  1 


d'où  l'on  tire  immédiatement  les  autres  inconnues. 

Jamblique  applique  cette  proportion  à  la  solution  en  nombres 
entiers  minimi  des  systèmes  d'équations  indéterminés  : 

(l)   J-, -f-Xj=  -2(^*3+  X^),       Xx-^T^=  3(x,-i- J-^),       Xx-^X,,=  4(Xi-+- J-j) 

et 

{'X)    Xx-^Xt=\{Xz^Xi,^,        Xx-^  Xi=   ~(x-^-Xi,),        Xx-^  Xt=\(Xt-\-X^) 

La  solution,  d'ailleurs  très  élégante  en  l'ait,  se  rapproche  sin- 
gulièrement des  procédés  de  Diophante  pour  des  systèmes  ana- 
logues, et  doit,  comme  principe  au  moins,  remonter  à  l'époque  de 
Yépanthème. 

Il  y  a  certainement  un  grand  intérêt  historique  à  déterminer 
l'âge  auquel  il  faut  rapporter  fliymaridas  ;  j'ai  déjà  discuté  ailleurs 
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la  queslioa  (')  et  montré  que  rargumenl  de  Th.-H.  Martin, 
pour  le  placer  nprès  Théon  de  Sinjine,  se  retourne  contre  son 
opinion. 

Je  me  contenterai  donc  de  quelques  remarques  nouvelles,  qui 
me  paraissent  d'ailleurs  suffisantes  pour  trancher  la  question. 

Puur  Jamblique,  Thymaridas  cstineonteslablcraent  plus  ancien 
(ju'Eudifle,  car  il  oppose  (p.  1 1)  sa  dérinition  de  l'unité,  mpaivous* 
itoaiiniî  (la  quotité  limite))  à  celle  des  auteurs  plus  récents, 
(ot  vutfn(Mi)(')(ce  suivant  quoi  chaque  chose  est  dite  une),  qui  n'est 
autre  que  celle  d'Euclîde. 

La  délinitiun  de  Th^maridas,  â  côté  d'une  expression  philo- 
laïque, en  ofl're  une  autre  qui  paraît  empruntée  au  langage  de 
Philon;  on  peut  donc  la  placer  an  iv'  siècle  avant  J.-C.  Si  d'ail- 
leurs, d'après  le  témoignage  de  Jamblique  (p.  36),  Tliyniaridas 
appelait  les  nombres  premiers  rectUinéaiies,  et  si  l'expression 
de  linéaires  se  retrouve  évidemment  avec  le  même  sens,  dans  un 
fragment  de  Spcusippe  (Théo/og.,  X),  on  n'est  pas  en  droit  d'en 
conclure  que  Th^maridas  ait  éti'-  antérteuràSpeusi|ipe.  car  rien  no 
prouve  qu'il  ait  été  l'inventeur,  ni  de  l'expression,  ni  du  système 
de  liguration  auquel  elle  se  rapporte. 

11  convient  de  donner  maintenant  quelques  explications  sur  le 
mot  d'épanihème  (littéralement:  snrjloratson).  Ce  mol  n'appar- 
tient nullenienlà  Thyniaridas  ;  Jamblique  l'emploie  en  général  pour 
désigner  des  additions  à  Ylniroductwn  de  Nicomaque,  et  l'on  a 
pu  voir  qu'il  s'en  servait  également  pour  parler  des  développe- 
ments relatifs  aux  propriétés  mystiques  des  nombres  de  la  décade. 


Dans    un    passage    d' 
procédé     des    "    tu  bit 


llcurs 
divi 


obscur  (p.  53), 
aloires     (  twv  |jia»Tixîûv 


le  du 


pari 


(■)  ^oir  Annalei  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  l.  Itl,  p.  lui  :  >88i, 
Bl  aussi  la  préface  des  Vorletungen  de  M.  C»nlor. 

(')  U  dérinitinn  iIk  Thymariila;  eti  di-noCe  d'ailJcurj,  sans  uom  d'auteur,  par 
TbëuD  Av  Smyi-ni'.  Daii^  cette  ili.'fitii(iuu.  ncpaîvouagi  c«l  pris  dans  le  sens  que  lui 
dainie  PbiluUu»;  il  Tiut  euleiulrc  parçuolité  l'ensemble  des  nombres  entiers,  le* 
tneliom  ap|iurtenaiit  1  tu  miIiiiiÔTn;.  c'est-à-dire  i  l'ordre  des  grandeurs  continues 
ItomniK  noua  le  vujniis  dans  An'lépius  et  Philopon);  c'est  ainsi  une  dérmitiuii 
■nalogue  i  ncllr  l'Kuleoii'nt  allribuév  aux  pylliaRoriciens  pour  le  nombre  :  l'Inler- 
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dont  il  est  traité  dans  les  épanthèmes  de  l'Introduction  arith- 
métique »  :  ces  tableaux  doivent  être  ceux  qui  servaient  au  mode 
de  divination  dont  j'ai  parlé  ici-même  (*),  d'après  S.  Hippoljte, 
et  qu'on  retrouve  dans  des  lettres  apocryphes  Inédites  de  Pjtha- 
gore  à  Télaugès,  Laïs,  Hélias  (ces  derniers  noms  sont  des  corrup- 
tions de  celui  de  Télaugès)  (2). 

Voilà  donc  un  second  épanthème,  consacré  à  ce  que  nous  pou- 
vons appeler  le  principe  de  la  preuve  par  neuf,  et  qui,  avec  celui 
de  Thymaridas  et  sans  doute  d'autres  encore,  forme,  en  dehors 
des  épanthèmes  des  Tliéologoumènes,  comme  un  recueil  servant, 
à  côté  de  V Introduction  de  Nicomaque,  à  l'instruction  des  étu- 
diants en  philosophie;  car  c'est  à  ces  étudiants  que  s'adressent 
et  Nicomaque  et  Jamblique,  et  l'un  et  l'autre  professent  beaucoup 
moins  réellement  le  pythagorisme  qu'une  philosophie  éclectique, 
appropriée  à  l'enseignement  général,  et  où  l'on  se  préoccupe  de 
Platon  et  d'Aristolc  autant  que  de  Pythagore. 


IV. 


En  dehors  des  pythagoriciens  proprement  dits,  Jamblique  nous 
fournit  encore  quelques  citations  qui  peuvent  donner  l'occasion 
d'éclaircir  l'histoire  des  concepts  de  l'unité  et  du  nombre. 

Nicomaque  ne  définit  pas  l'unité;  après  la  définition  de  Thy- 
maridas  et  celle  d'Euclide,  Jamblique  rapporte  (p.  12)  celle 
de  Chrysippe  (école  stoïcienne),  la  pluralité  une  (trX^ôoç^v);  et 
une  autre  qu'il  donne  comme  pythagoricienne,  l'intermédiaire 
entre  Tunité  et  les  fractions  (').  Il  rejette  la  définition  de  Chry- 
sippe, comme  contenant  une  contradiction  in  adjectOy  puisque 
l'idée  de  pluralité  est  opposée  à  celle  d'unité.  Mais  nous  pouvons 
y  voir  une  tentative  sérieuse,  celle  de  faire  expressément  rentrer 


(  •  )  Sur  l  Hns^ention  de  la  preui'e  par  neuf  (  Bulletin  des  Sciences  matliéma^ 
tiques  et  astronomiques,  t.  VI  ;  18S2  ). 

(')  Manuscrits  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  n"  2256,  2009,  2419,  etc. 

(')  Je  ne  m'arrête  pas  à  une  quatrième  anonyme,  et  qui  n'est  qu'une  formule 
philosophique. 


ie  concopt  d'uiiîlù  ilana  celui  plus  gën^i-al  dv  nombre,  tandis 
([lie  les  autres  iJùliniltons  mainliciinent  plus  on  moins  l'cxctnsion 
des  deux  concepts. 

Originairement,  la  pluralité  ou  le  nombre  oe  commençait  qu'à 
3;  I  et  a  n'étaient  que  les  principes  de  l'impair  et  du  pair,  jouis- 
sant en  puissance,  maïs  non  en  acte,  suivant  les  termes  d'Aristole, 
des  proprii^t^s  du  nombre.  Celle  conception,  doni  la  source  ëlait 
dans  les  habitudes  du  langage,  a  élé  de  bonne  heure  abandonnée 
pour  le  nombre  a,  mais  des  traces  s'en  conservent  encore  dans 
Niconiaquc,  d'aprc-s  lequel  s  n'est  pas,  â  proprcmenl  parler,  un 
nombre  premier.  Elle  est  très  nette  dans  ia  définition  pjlhagorî- 
cienoc  du  nombre  pair,  celui  qui  peut  se  diviser  à  la  fois  en  parties 
égales  et  en  parties  inégales  ;  l'exception  faite  par  Nicomaque  au 
.«ujel  de  la  dvade,  primordiale  du  pair,  est  évidemment  une  modi- 
Gcatiun  postérieure  de  la  définition  originaire. 

Pour  I,  au  contraire,  sa  position  en  dehors  du  nombre  resta 
toujours  ailirméti  dans  les  définitions  classiques,  celles  d'Euclide, 
cl  ne  fut  pas  sérieusement  contestée. 

Cette  conception  entraîna  une  conséquence  singulière  ;  d'après 
Arislote  (^Tliêoa,  A rttlirn.,  5),  c'est  une  doctrine  pvtbagoriciennc 
que  l'unité  étant  principe  du  nombre  en  général,  aussi  bien  du 
pair  que  de  l'Impair,  ne  peut  être  regardée  comme  impaire,  et  qu'il 
faut  l'appeler /?aiV'e  impaire.  Mais  l'autorité  d'Aristole  ne  peut 
faire  regarder  celte  conclusion  comme  généralement  adoptée  par 
l'École,  el  quoique  Théon,  qui  d'ailleurs  combat  celte  opinion, 
semble  dire  qu'Archvtas  s'y  ralliait,  le  fragment,  qu'il  cite  ne  peut 
être  entendu  que  dans  le  sens  opposé. 

En  opposition  à  cette  tradition  relative  au  nombre  i.  il  convient 
certainement  de  mentionner  un  passage,  où  Jamblique  (p.  ly) 
remarque  au  contraire  «  qu'il  semble  y  avoir  lieu  de  conlinufr  la 
série  du  nombre  au-dessous  de  l'unité  par  le  zéro  (tï  oùSe'v),  qui 
s'introduit  souvent  naturellement  malgré  nous  dans  la  théorie  ". 
Ainsi  un  nombre  en  général  est  la  moitié  de  la  somme  de  celui 
qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit  ;  i  sera  la  moilié  de  a  et  de 

Pour  le  nombre,  Nicomaque  donne  trois  définitions  :  l'une  (un 
jtv.ï/én«'(/'HH(Ves)est  attribuée  par  Janibllqiic  y  Thaïes,  qui  l'aurait, 
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prétend-il,  empruntée  aux  Égyptiens;  une  autre  (une  pluralité 
déterminée)  serait  celle  d'Eudoxe;  Jamblique  ne  parle  pas  de  la 
troisième  [une  réunion  (/ujxa)  en  quotité ,  composée  cf unités]; 
elle  doit  être  postérieure  à  celle  d'Euclide  (une  pluralité  com- 
posée d'unités). 

La  définition  de  Thaïes,  qui  s'applique  exclusivement  aux 
nombres  entiers,  en  en  distinguant  d'ailleurs  l'unité,  est  restée 
de  fait  classique  à  côté  de  celle  d'Euclide,  moins  simple  et  ne 
disant  guère  plus.  Celle  d'Eudoxe  témoigne,  à  mon  sens,  d'un 
progrès  notable  dans  le  concept  du  nombre  ;  car  une  pluralité 
peut  être  composée,  soit  d'unités,  soit  de  parties,  et  l'indétermi- 
nation laissée  par  la  définition  est  évidemment  calculée;  la  notion 
du  nombre,  conçu  comme  indifféremment  entier  ou  fraction- 
naire, doit  donc  remonter  jusqu'à  Eudoxe. 

La  définition  d'Euclide,  malgré  l'apparence,  ne  constitue  pas 
un  pas  en  arrière;  car,  dans  ses  Livres  arithmétiques,  le  géomètre 
traite  des  propriétés  des  nombres  entiers,  et  il  était  naturel  qu'il 
restreignît,  dans  sa  définition,  le  concept  déjà  formé  du  nombre 
rationnel. 

La  troisième  définition  donnée  par  Nicomaque,  et  que  l'on 
peut  regarder  comme  stoïcienne,  se  dislingue  par  la  priorité 
donnée  au  concept  de  quotité  (7roaroTr,ç)  substitué  à  celui  de 
pluralité  (icXriOo^)  qui,  dans  le  langage  ordinaire,  ne  se  dis- 
tinguait guère  de  celui  du  nombre  entier;  celte  définition  paraît 
donc  conçue  parallèlement  à  une  autre  applicable  au  nombre  frac- 
tionnaire. 

Les  Eléments  d'Euclide  étant  devenus  classiques,  le  concept 
ne  fil  aucun  progrès  dans  la  période  (jui  suit  le  commencement 
de  l'ère  chrétienne,  et  le  langage  ne  devint  nullement  plus  précis. 
Au  début  de  son  préambule,  Diophante  définit  le  nombre  comme 
un  composé  d'unités,  tandis  (pic  dans  ses  problèmes  il  entend 
comme  nombre  en  général  tout  nombre  rationnel,  et  spécifie 
l'entier  connue  éfXoç(rri,   i3)  ou  ô).ox).r,po;  (IV,  /jS). 

On  ne  peut  même  dire,  ce  qu'on  fait  souvent,  que  la  notion  du 
nombre  irrationnel  ait  été  absolument  étrangère  aux  Grecs ^  car 
on  rencontre  dans  Diophante  (par  exemple  IV^,  lo),  des  expres- 
sions comme  :  y.ai  yivsTai  ô  GtpiO(jLo;oO  à/,To;  (et  l'inconnue  devient  non 
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I  ratioiuelle).  Le  iail  que  dans  ses  prol)ii>ines  d'Analvse  indéterminée 
Dioptianlt;  ne  s'occupe  que  fies  solutions  rationnelles  ne  doit  pas 
faire  illusion;  car  l'origine  de  ces  problèmes  doit  ^'tre  cherchée 
dans  l'idée  qu'il  est  po^^ible,  au  moins  en  certains  eus,  de  trouver 
des  relations  rationnelles  permettant  des  éliminations  entre  des 
i-i|ualions    de    plusieurs    inconnues    de    dcgrà    supérieur,    Aini 


i.l  <Mri' 


Tiplacée  pnr  lesvslèni 


qui  donne  rationnellemeiil  .v.  i  .  :  (les  trois  cfltés  du  triangle 
rectangle  en  nombres)  en  lonflion  de  deux  inconnues  auxi- 
liaires. 

Ivorsqiieles  conceptsfondaraentaux  d'une  science  sont  négligés, 
on  peut  assurer  que  le  progrès  de  la  Science  se  trouve  enrayé.  Le 
résultat dr  notre  élude  est  d'ailleurs  conforme  à  cette  conclusion: 
oo  peut  trouver  dans  Nicomaque,  dans  Théon  et  surtout  dans 
Jamblique  de  nombreuses  remarques  de  détail  plus  ou  moins  in- 
téressantes; mais  les  théories  qu'ils  exposent  leur  sont  très  anté- 
rieures, Cl,  somme  toute,  ils  ont  été  loin  de  les  améliorer.  On  ne 
peut  leur  attribuer  aucune  découverte  importante  (  '  ),  ni  quelque 
perfeetionnemcnt  sérieux  dans  le  mode  d'exposition  dece  qui  était 
connu  avant  eux^  bien  au  contraire,  l'absence  de  toute  démon- 
stration réelle,  l'appel  constant  à  l'intuition  ou  à  l'induction,  sont 
des  signes  qui  marquent  que  le  niveau  des  études  baisse  au  lieu  de 
s'élever. 

Pour  être  juste  à  leur  égard,  il  convient  de  remarquer  que  sans 
doute  ils  n'avaient  pas  de  modtMe  qui  pât  tes  guider,  du  moment 
où  ils  n'adoptaient  pas  la  forme  euclidienne,  c'est-à-dire  l'appareil 


cnli  Tïtilc,  il  n'r- 
i    on  but  péclaK»eli|i 


t  pTHf.ati»  qui-  Niconuqiic  reïendi(|uail,  fomme  lui 
•  anlrr  Table  dr  mullipfioBtion  i  double  eniriic:  rii 
turs  il  s''^leinl  lon|(u«tacnt  *ur  1«  rclaliom  des  nom 
illemPDl  proavi^  qu'elle  uit  él*  emplojée  Hanî  r»otiqm 
pn  liiiit  F.ai.  NirnmaquF  ^irppo»?  le  ralcirl  connu  <lc 
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géométrique  pour  la  démonstration  des  propriétés  des  nombres. 
Cet  appareil  fut  adopté  dès  la  rédaction  des  plus  anciens  Eléments 
arithmétiques  (bien  antérieurs  à  Euclide)  parce  qu'il  était  déjà 
connu  et  familier,  parce  qu'on  n'en  avait  pas  d'autre.  Thymaridas 
ouvrit  une  voie  nouvelle,  et  quand  on  étudie  dans  Aristote  le 
symbolisme  des  lettres  employées  pour  représenter  des  objets  de 
la  pensée,  on  doit  se  dire  qu'il  ne  fallait  alors  qu'un  pas  aux  Grecs 
pour  arriver  à  l'algorithme  de  Viète.  Ce  pas,  c'était  aux  Pythago- 
riciens, semble-t-il,  qu'il  incombait  de  le  faire;  ils  faillirent  à  leur 
rôle  et  usèrent  leurs  efforts  dans  des  rêveries  mystiques  sans 
issue. 

Si  l'un  d'eux  était  parvenu  à  composer  un  Traité  d'Arithmétique, 
dont  les  propositions  fussent  rigoureusement  démontrées  sans 
recours  à  l'appareil  géométrique,  ce  Traité  serait  sans  aucun  doute 
devenu  classique  et  aurait  fait  oublier  les  Livres  arithmétiques 
d'Euclide  ;  des  Ouvrages  comme  ceux  de  Nicomaque  et  de  Jam- 
blique  n'auraient  pas  eu  le  succès  qu'ils  ont  eu,  bien  plus  ils 
n'auraient  sans  doute  pas  été  écrits;  enfin  Diophante,  au  lieu  de 
nous  donner  une  compilation  de  problèmes,  aurait  peut-être  pu 
s'élever  jusqu'à  l'exposition  de  méthodes  plus  ou  moins  générales, 
il  aurait  eu  un  modèle  pour  le  guider. 

Ce  qui  manque  aux  Mathématiques  grecques,  ce  sont  moins 
les  méthodes  (les  grands  géomètres  en  possédaient  assez  pour 
l'ordre  des  travaux  qu'ils  poursuivaient)  que  des  formules  propres 
à  l'exposition  des  méthodes  (*);  l'éducation  purement  géomé- 
trique éloignait  du  cercle  d'idées  indispensable  pour  constituer 
ces  formules,  elles  ne  pouvaient  être  établies  tout  d'abord  que  sur 
le  terrain  de  l'Arithmétique  proprement  dite  ou  sur  celui  de  la 
logistique  qui  donna  naissance  à  l'Algèbre.  Malheureusement  la 
logistique  (solution  des  problèmes  numériques)  fut,  toujours  sous 


('  )  L'incapacité  d'exposer  clairement  une  méthode  générale  sans  recourir  à  des 
exemples  particuliers,  l'incapacité  par  suite  de  spéculer  directement  sur  la  mé- 
thode au  lieu  de  spéculer  sur  les  exemples,  est  ce  qui  distingue  nettement  les  Ma- 
thématiques de  l'antiquité  et  du  moyen  âge  de  celles  des  temps  modernes.  C  est 
aussi  une  des  raisons  qui  peuvent  expli<|uer  le  déclin  rapide  de  la  Science  dans 
l'antiquité. 


MÉLANGES.  8; 

l'influence  des  iluclriiies  |t^l)iaguricienncs,  considérée  comme  une 
brandie  secondairp,  rrnlranL  ft  peine  dans  la  Science,  et  ne  pro- 
dtiisîl  que  des  reciinits  d'eTt'Jrcices,  ulîles  ou  simplement  curicuii, 
qui  disparurent  devant  celui  de  Dînphantc. 

Ni  les  Hindous,  ni  les  Arabes  ne  sont  parvenus  à  combler  la 
lacune  qu'olIVail  l'enseignemeul  inattitimalique  des  Grecs;  il  l'aul 
attendre  jusqu'aa  xvii*  siècle. 

Le  rôle  des  Pythagoriciens  dans  l'histoire  de  la  Science  doit 
donc  être  jngé  mnins  l'avorablenient  qu'il  ne  l'a  souvent  élé',  certes 
ils  ont  remué  beaucoup  d'idées,  soulevé  beaucoup  de  problèmes, 
ce  qui  est  toujours  utile,  mais  ils  n'ont  ])as  abouti  à  un  résultat 
définitif,  ils  se  sont  détournés  de  la  conquête  à  faire,  si  l'on  fait 
abstraction  de  la  théorie  de  la  musique,  qui  restera  l'immortel 
honneurde  l'Ecole,  Certes  P_ythagore  lui-même  parait  avoir  été  un 
mathématicien  des  plus  remarquables,  on  lui  doit  au  moins  d'avoir 
CODslitué  un  enseignement  scientilique  qui  porta  des  fruits  pré- 
cieux ;  mais  les  grands  progrés  furent  obtenus  par  des  hommes  en 
réalité  étrangers  à  Tt-cole  ou  qui  s'en  sont  détachés  après  avoir 
reçu  son  enseignement,  comme  Eudoxe  par  exemple.  La  légende, 
admise  par  Jamblîque,  d'après  laquelle  les  pythagoriciens  seraient 
jieuU  restés  possesseurs  pendant  longtemps  des  connaissances  géo- 
métriques, est  insoutenable.  Si  leur  savoir  excita  la  curiosité,  c'est 
qu'à  cette  époque  les  Grecs  en  général  étaient  curieux  de  savoir 
(^)A(taeiïï  comme  dit  Platon),  et  celle  curiosité  ne  s'explique  que 
si  elle  avait  déjà  des  moyens  de  se  satisfaire  dans  une  certaine  me- 
sure. Œnopide  de  Chios,  son  compatriote  Hippocrate,  Théodore  de 
Cyrène,  ne  *ont  des  pythagoriciens  que  pour  Jamblique;  Platon 
représente  formellement  son  maître  Théodore  comme  partageant, 
uu  puintde  vue  philosophique,  les  doctrines  de  Protagoras,  et  il 
nous  montre  les  sophistes,  comme  tlippias,  enseignant  les  élé- 
ments des  sciences  en  môme  temps  que  la  rhétorique,  parlant  rfc 
omni  re  sciOili  et  aussi  du  reste. 

Les  noms  denombreux  mathématiciens,  n'appartenant  à  aucune 
école  définie,  ont  pu  se  perdre,  mais  le  soin  avec  lequel  Jam- 
tiliqne  recueille  toutes  les  traditions,  fausses  ou  vraies,  relatives  an 
pythagorismc,  ne  permet  pas  de  croire  qu'il  ait  produit  quelque 
savant  dont  le  nom,  perdu,  aurait  mérité  d'être  < 
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tous  les  noms  qui  nous  onl  été  laissés,  deux  seulement  ont  été 
portés  par  des  hommes  qui  semblent  avoir  eu  une  réeUe  origi- 
nalité ;  ce  sont  ceux  d'Archytas  et  de  Thyraaridas,  dont  le 
dernier  seul  semble  s'être  sérieusement  occupé  de  TArithme- 
tique. 
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pyrAElîT)  (ii.-IÏ.).  —  lltKOTopbm  npiuoiKCHln  mcopîu  sjjiinmu- 
yecku\Ti*yHkiili  kii  menijiu  'tvHki(in  upepusHuxii.  [Bolcaieff, 
Quelques  ap/i/icalions  de  la  théorie  des  /onctinns  elliptiques 
à  la  théorie  des  fonctions  discontinues.  Moscou,  i884,  260  p. 
(extrait  du  Mamemiiaiiiaicckiii  Cr.ojiHukT»,  t.  XI  el  XII)]. 

Ce  travail  se  compose  de  quatre  Mémoires. 

PsEMies  MÊHOtne.  —  Lais  numériques  particulières  qui  dé- 
coulent de  la  considération  des  constantes  elliptiques  {i  1  a  p.). 

L'auleiir  préfère  quelquefois  désigner  la  théorie  des  nombres  en 

I  nommant  la  théorie  des  /onctions  discontinues.  Sous  ce  point 

,e,  l'Analvse  indéterminée  n'est  autre  chose  que  l'Algèbre  des 

llrnctiong  discontinues. 

Pour  faciliter  l'application  roâme  de  la  théorie   des  fonctions 

llîptiques  à  la  théorie  des  fonctions  discontinues,  l'auleur  expose  : 

fc"  tes  propriétés  de  quelques  fonctions  auxiliaires,   a"  les  pro- 

Ppriétés  de  quelques  séries  auxiliaires,  3"  quelques  propriétés  gé- 

\  nérales  des  intégrales  numériques  suivant  les  diviseurs. 

\.  Quelques  propriétés  des  fonctions  auxiliaires.  —  On  ob- 
Jans  la  théorie  des  fonctions  discontinues  la  grande  signifi- 
Mlion  de»  fonctions  qui  deviennent  nulles  pour  quelques  nombres 
tarticuliers.  l'armi  ces  fonctions,  il  faut  considérer  une  fonction 
■(n)  qui  est  égale  à  l'unité  pour  les  nombres  entiers  de  la  forme 
pu  et  devient  nulle  pour  tous  les  autres  nombres  entiers.  Ainsi, 
Inr  exemple,  une  fonction  5(/f)  satisfait  aux  égalités 


L'auteur  désigne  la  fonction  égale  à  l'unité  pour  tous  les  nombres 

e  Im  forme  pn  -\-  y.  cl  nulle  pour  tous  les  autres  nombres  par  la 

urmule  p^[n],  en  posant  en  bas  le  nombre  [*  plus  petit  fjue  p. 
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Ainsi  la  fonction  43  ('^)  satisfait  aux  égalités 

43(4/i)  =  o,    4,(4n-i-i)=o,    43(4'»-+-2)  =  o,    43(4/»-+- 3)  =  i. 

Deux  fonctions  p{n)  elp^{n)  sont  liées  par  Téquation 

(I)  P\L{n—i>-)=p{n). 

L'auteur  donne  l'expression  analytique  de  la  fonction  p{n)  en  la 
faisant  dépendre  de  la  quantité  a,  racine  primitive  de  Téquation 

où  p  est  un  nombre  premier. 

La  fonction  P(w),  011  P  =  a^b^c^^  dépend  des  racines  primitives 
a,  p,  V  des  équations 

(]omme  la  fonction />(/i)  peut  être  exprimée  par  Féquation 

alors  la  formule  analytique  de  la  fonction /?(n)  exprime  en  même 

temps  la  fonction  h ji 

Dans  la  théorie  des  nombres  les  formules  particulières  suivantes 
ont  une  grande  signification  : 

'  2  (n)=  ;[i-h  (  —  !)«■, 

(3)  |.4    (n)  =  2(/l)9.(^^^  =  |[l-+-(-l)«][l-4-(-I)2|, 

4,(n)=  t[ï-^(-i)'-']L<-^(-i)^".L 


î2.  Propriétés  des  quelques  séries  auxiliaires.  —  La  série  fon- 
damentale, qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, est  la  série 

il   .-■    9i  fl   ~   te 

//      I  II  ~  l  n 
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Dans  cette  formule  intégrale  numérique, 


2^(^) 


H 


est  l'expression  où  le  signe  sommatoire  s'étend  à  tous  les  diviseurs 
du  nombre  entier  11. 

Une  autre  série  importante  qui  lie  deux  fonctions  arbitraires 
Ç(w)  et  6(w)  est  exprimée  par  les  équations 


u  = 


(5)  F(9)=  §  e(«)^», 


M  =  l 
li  =  ■>  M  =  • 


(6)  S  ?(")F(g'')=  §  r2«(8)e(rf), 


M  =  1  U  =  i  U 


oxioetd  sont  deux  diviseurs  conjugués  du  nombre  entier  u,  sa- 
tisfaisant à  Téquation 

^d=  u. 

Les  formulés  (4),  (5),  (6),  avec  les  fonctions  p^(u)y  donnent  le 
moyen  de  trouver  le  développement  de  toutes  les  séries,  qui  se 
rencontrent  dans  la  théorie  des  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques à  la  théorie  des  nombres. 

Voici  le  développement  de  quelques  séries  : 


f  /  -  •  Il  =  00 


s  «(«)  r^.  =  S  î"2; '•(«)«<'')' 


M  =  1  M  =  1  /f 

N  =  »  M  =  00 


S  5<«^  ?:&;  =    s  9"28i(8)«(rf). 


M  =  1  M  =  I  f  « 

W  =90  _ 


M  =  l  1  M 


n 


S5('",t£^=  S^"E<-^>'"^^<''>' 


7 

rSw 


S  ^^">  r^  =^S^"l]i''^'^~^'^*'^^''»^'^^^^''^' 


/i 
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3.  Quelques  propriétés  générales  des  intégrales  numériques 
suivant  les  diviseurs,  —  Pour  que  les  théorèmes  de  la  théorie  des 
nombres  reçoivent  une  expression  plus  simple,  l'auteur  déduit 
quelques  théorèmes  généraux  de  la  théorie  des  intégrales  numé- 
riques suivant  les  diviseurs. 

En  posant  pour  chaque  nombre  entier 

(  n    =  a«6?cr. 

où 

n 
a* 

n    =  a^na, 
nous  avons  les  théorèmes  généraux  suivants  : 

(7)         2^^''^~2  ^^"^^  =2]»(«*^)» 


II 


(8)  '^e(d)-^B{ad)=^e(d), 


H  n 


(i))         2^^''^  "2  ^^^^'^^^(^d)-^^i^^)' 


n  n  n 

a  n  «fi 


Ces  lois,  pour  les  fonctions  arbitraires  qtii  doivent  satisfaire  à 
IVcpiation 

^{mn)  =  e(/ii)e(/i), 

prennent  la  forme 


IIO) 


Ve{€/)-ye(€/)  =  e(^a«)Ve(//), 


n 


un 


Vh(</>  — e(/î>V  «(//)  =  V«(</K 


n 
a 


n  n  n 

«I  il* 


Â 
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(^es  formules,  avec  la  formule 

(13)  '^e{d)=^(-i)^-^s(d)-i-2^e{d), 


n  n  n 

S 


donnent  une^quantité  infinie  de  résultats  particuliers,  qui  simpli- 
fient l'expression  même  des  différentes  lois  numériques.. 

4.  Ces  théorèmes  préliminaires  déduits,  l'exposition  ultérieure 
ne  présente  aucune  difficulté.  Elle  n'est  autre  chose  que  l'expression 
des  formules  d'analyse  au  moyen  des  formules  de  la  théorie  des 
nombres. 

Dans  les  formules  ultérieures,  nous  admettons  que  toutes  les 
fonctions  numériques  ^{x)  sont  nulles  pour  les  quantités  frac- 
tionnaires de  X. 

En  désignant,  pour  n  entier,  j  (n)  =  ^i(n)  la  somme  de  tous 

les  diviseurs;  $2(^^)1  ^^i^)  1^  somme  des  carrés,  cubes,  etc.,  de 
tous  les  diviseurs  ;  Cn  l'excès  des  diviseurs  de  la  forme  4  (Jt-  4-  i  sur 
les  diviseurs  de  la  forme  4  [J(-  +  3  du  nombre  /i,  nous  avons  les  lois 
suivantes  : 

\       =(_i)n+i(Ev/w  —  Ey/n^^)/!, 
A/i)—  3  r(«-i)-t-  5  A/i  -  3)  -. . .  -h(-  i):^  fin  -  !fli]f^_tl}l  -4- . . .  =  o, 


où 


(l5)  (-I)v-Hl-^ ^1-^ i; 

dans  les  cas  où  l'entier  n  n'a  pas  ou  a  la  forme ; 


(lij) 


I  -S(/["-'^^]-i./lJ["-'^^1l)="""- 


n=zl 
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dans  les  cas  ou  /?  n  a  pas  ou  a  la  tonne > 


i^' 


-^m-m 


('-)      j  +3  ^[^(w -«')--> J'[i(«-««)]  +  4y[i(n-tt«)]j 


=  (Ev//i  — Ev//i  — i)/ï 


OU,  en  posant 


nous  avons 


ï«-+-2XYn-tt«  =  (Ev/n  —  E/n  — i)/i. 

E  (  j;)  représente  le  plus  grand  nombre  entier  non  supérieur  à  x. 
Exemple.  —  Pour  n  =  i6,  nous  avons 

Ï16  -+-  a(Yi8  -+-  Tu  -+-  Y?)  =  (Ev/Î6  —  Ev/Ï5)  i6  =  i6, 
ïi6=J'(i6)-'>J'(8)-H4j'(4)  =  -i6, 

Ï15  =  /(i5)  =  'ji4, 

Ï7=y(7)  =  8: 

donc 

—  i6-+-5i(24  — 164-8)  =  — 16-+-2.16  =16. 

5.  En  considérant  les  différentes  questions  de  la  théorie  de  la 
partition  des  nombres,  l'auteur  démontre  entre  autres  le  théorème 
connu  de  Liouville,  proposé  par  lui  sans  démonstration  (Liouville, 
Journal  de  Mathématiques,  p.  288;  1860), 

IE  v/n  -+-  E  y/n  —  I  -+-  E  //i  —  2*  -+-  E  //i  —  3*  -h . . . 
=  E"-E^E?-E5-- 

L'auteur   donne  à  l'expression    même   des    théorèmes   connus 
quelquefois  une  forme  phis  simple  et  nouvelle. 
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Voici  quelques-uns  de  ces  théorèmes  : 

Tbéohème  I.  —  Le  nombre  No(/i)  des  solutions  de  Inéquation 

n  =  x*  -+-  x|  -+-  x|  -+-  xj  -H  x|  -+-  xj, 

en  y  comptant  les  solutions  nulles,  positives  et  négatives,  est 
exprimé  par  la  formule 

{,9)  Ne(/i)=[i6(--i)"^2j-4j2(-0~^S 


n* 


OÙ,  pour  n  =  2^b?cy  =  2°^n,  =  2,1/12, 
Exemple.  —  Pour  /i  =  4? 

71,  =4,  =  I,      2rt  =  24  =  2«, 

N«(4)  =  Li6(-0~4«-4j2(-o"*"^*  =  »6.i6-4  =  a52. 

1 

En  effet  le  nombre  des  solutions  de  la  forme 

(±  l)«  -f-  (±  l)«  -h  (±  1)5  -f-  (±  1)2  H-  O  4-  O  =  4 

est  égal  à 

-1.2. 3. 4. 5. 6        -     -        , 

2* r— ; =15.16  =  240  ; 

1 .2.0.4* 1 '2 

le  nombre  des  solutions  de  la  forme 

(±  2)*-h04-0-hO-i-0-l-0  =  4 

est  égal  à  12. 
Donc 

Ne(4  )  =  240  H-  12  =  262. 

Tbéobème  II.  — Le  nombre  des  solutions  positives  de  l'équation 

8/1  =  (;2X,-hl)*-h(2X,-|-l)*-|-...-+-(2X8-+-l)» 

est  égal  à 

(20)  U(n)-^,(^^y 
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Théorème  III.  —  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  =  x}  -4-x|  H-.  ..-h  xj, 

en  y  comptant  les  solutions  nulles,  positives  et  négatives,  est 
égal  à 

(21)  Ns(/i)  =  i6[53('0-^5.(^)  -^'^î»(^)]- 

Exemple.  —  Pour  /i  =  lo,  nous  avons 

N8(io)  =  i6[$3(io)  — 2$3{5)]  =  i6(i  134  —  2.  ia6). 

6.  Les  différentes  relations  mutuelles  des  constantes  elliptiques 
donnent  aussi  les  différentes  lois  numériques. 
Ainsi  les  constantes 


1 

1 

^  /TFk  Ô  .     .     , 


donnent  la  loi  numérique 


(22) 


/  (2/1  —  I)  =  Ctn-t  -^  i^^n-uCiu^\ 


Les  constantes 
4  A'»  K« 


>.  K  n     ,  i^      <7'» 

—  =i-H2S^"  =  i-^4N — ^-T-' 


'ik'K 


1 

00 
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donnent  la  loi 

De  même,  on  peut  déduire  la  loi 


"-»  d-i 


(7.4)   ti(-i)'*p«^-iï:„-+-8{-i)«§(-ir^„p„-„=-2(-o  '  ^'' 
011 


-■=/'»>-</© 


On  peut  déduire  par  cette  méthode  une  quantité  infinie  de  lois 
numériques. 

7.  A  la  fin  du  premier  Mémoire  l'auteur  considère  les  différentes 
méthodes  de  déduire  les  lois  numériques  particulières  et  différents 
types  de  ces  lois. 

Les  lois  (i4)>  ('5)>  (*6),  (19)  appartiennent  au  premier  type. 

La  loi 

Ey/n 

(25)  /iP«-h2  C  (n  —  5tt«)P„_„a  =  n{Es/n  —  Ef/n  —  i) 

M  =  1 

appartient  au  second  type. 

Comme  exemples  des  lois  du  troisième  type,  peuvent  être  con- 
sidérées les  lois 


iSc.-4/<«.-/(-:)-^/-(f)l-"'.. 


(26) 

'       -+-4 


ii:=n  —  i 


(26')  C„-h8     j^     P„Cn-u  =  nP„, 

H  -  1 

OÙ 


p.  =/,„,-,/(?),     C.=/„„..,/-(^)./(|); 
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et  la  loi 


n-I 


Dans  ces  lois,  un  membre  dépend  de  la  somme  des  diviseurs 
et  tous  les  autres  sont  les  produits  de  deux  fonctions  numé- 
riques. 

Comme  exemple  de  quatrième  type  peut  servir  la  loi 

(28)  $3(/i)-$3(^)=8|^p„y(i)-i-p„_,y(3)-f-p„-,y(5)H-...j. 

Deuxième  Mémoire.  —  Lois  numériques  générales  qui  dé- 
pendent  de  la  considération  des  fonctions  de  Jacobi 
(42  p.). 

L'auteur  donne  le  nom  de  lois  générales  aux  lois  numériques 
qui  dépendent  des  constantes  ou  des  fonctions  arbitraires. 

Chaque  loi  numérique  générale  donne  une  quantité  infinie  de 
lois  numériques  particulières.  L'auteur  déduit  de  la  considération 
immédiate  des  fonctions  de  Jacobi  H(a;),  B(j?),  H|  (or),  %\{x) 
les  quatre  lois  générales  suivantes  : 


(29) 


\    N  2i(8)  sin(û?x)  -H  a  W  ( —  i)"  cos  ax)  N   2i(o)  sinrfx 

n  M  --  1  n  —  /i* 

=  (—1)»-^*  (E  \/n  —  Ev//i  — i)  yfii  sin(xv//i), 
sinx  \  sinic^x  —  sin3x  \  sina^x  H-  sinSx  ^  sinac^x-i-. . . 


n  —  X.  n—Z 


(3o) 


-h  (— 1)1^  sin(2[Ji -f- i)x        \         sin2€/x -h.  ..  =  0 


ou  ;,  _  t^<t^-H' 

1 


( 


-i)^r         .      ,         .       cosx  .  ,        -1 

— —    (  av  -+-  I)  C0S(9.V  -r  i)x -. —  sin(2v  -Hi)x  I; 

4L  ^*"^  J 


dans  les  cas  où  Tenticr  n  n'est  pas  ou  est  un  nombre  entier  de  la 
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n  V(v-f-l) 

tormc > 


'À 


(3i) 


n  n 

4-2  V  (— i)'*costtxr  \2{d)d-h  y]2i(o)§  cosc^xl 

=  2( —  I )«-+•* (Ey/n  —  Ey/n  —  i)/i  cosxv//i. 

V  (— i)"C^     M(i^4.i)sin(2M-n)x  =  0 


M  =  0 

ou 


(32)  <  (-|)v-4-r^(^'^')sin(2v-t-i)x 


ou 


Cn=   /  (n)-+- 2  \]5  cosac^x. 


n 


On  peut  déduire  de  ces  lois  générales  une  quantité  infinie  de  lois 
numériques  particulières  :  i**  en  donnant  à  la  variable  x  différentes 
significations  particulières,  2°  en  comparant  les  coefficients  des 
différents  degrés  de  x,  3°  en  appliquant  toutes  ces  méthodes 
ensemble. 

Pour  expliquer  comment  ces  lois  générales  donnent  des  lois 
numériques  particulières,  considérons  la  formule  (29). 

En  la  divisant  par  x  et  en  faisant  x  =  o^  nous  déduisons  la  loi 

^21(8)^4-2  C  (—1)"  y  2,(o)rf  =  (— i)«+»(Ev/n  — Ev/n^)/i. 

n  «  =  I  n  —  u* 

Comme 

2,(a)  =  i[i4-(--i)ô-M, 

alors 


2^»(^)^=î2(^)-^î2(-o^*^ 


n  n 


Donc  la  loi  particulière  prend  la  forme  de  la  loi  (1  î). 
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En  comparant  les  coefficients  de  x'  nous  déduisons  la  loi 

5i('0-?3(.j)--'^§(--i)«U3(/i-"»)-$3[i(/i-aM]( 
(33)     /  _^o  C  (_,)«Mî|  y^^;i_MÏ)_   rj^i^(n  —  Hi)-^l 


II.-I 


=  (_i)«-+-i(Ev//i—  E//1  — i)/i«. 

Troisième  Mémoire.  —  Lois  générales  numériques  qui  découlent 
delà  considération  de  quelques  fonctions  elliptiques  (88  p.). 

L'auteur  exprime  le  développement  trigonométrîque  de  quelques 
fonctions  elliptiques  à  la  forme  des  séries  infinies  au  moyen  de  la 
fonction /?pl(w). 

Comme  exemples  de  ces  développements  peuvent  servir  les  séries 

—  sinam— ——  =  4^^*^  ^2i(ô)2i(rf)  s'indx., 


M 
H 


aAK  2Kx 


-—  cosam^^  =4JS5'*2'^^*^^^""  ^'^^^^^*^^^  cosé^x, 


u 


-jlK 


r.  aKx         sinx       ^ij^    ^   ^   ^  ' 


sinam u 


it 


A  ces  formules  doivent  être  ajoutées  les  formules 

II 


II 


Chaque  relation  des  fonctions  elliptiques  donne  une  loi  numé- 
rique générale. 
Ainsi  la  formule 

'jt/iK    .  uKx  aK  I  \kK^ 

?in  am ,.  -  = — 

-  t:       -      .  2Kx  TZ^ 

sin  a  m 

t: 


•  •  •• 

•     •    •' 
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donne  la  relation 


loi 


S>-'/u»-.) 


u  =  '» 


n  =  1 


M  =  1  II 


i^^*22,(o)îi,(€/)  sinflfxj^y«^a,(o)  sinc^x, 


1  M 


U 


qui  donne  la  loi  générale  numérique 
N  2i(Ô)2|(c^)  sinr/x 


n 


<34) 


4sinx  V  I    \    ai(5)2ti(^)  sin<fxN  2|(c?)  sinc/x 


=  2i(/i)  /  (/i)  sinx. 


La  relation 


am 


2Kx 


9.A:K    .  2Kx\* 
sinam  - 


¥) 


donne  la  loi  numérique  générale 


=     >   2i(5)(l  —  COS2rfx)c^. 


(35)      2  j^  Ui(")  2  sinc^x^  sinc/xl  =2 

/i  =  lL  tn  —  it  u  J  n 

En  comparant  les  coefficients  de  x-,  nous  avons  la  loi  connue 

(3G)     $3(/i)-53(^)  =f(^n^i)J(i)^J(^n-Z)Jo)-^"-- 

L'auleur  déduit  9.3  lois  générales  numériques. 

On  peut  déduire  une  quantité  infinie  des  lois  numériques  gé- 
nérales. 

Comme  chaque  loi  générale  donne  une  quantité  infinie  de  lois 
particulières,  alors  il  est  évident  que  la  quantité  des  lois  numériques 
particulières  peut  être  exprimée  par  un  nombre  infini  de  second 
degré. 


•  ••- 
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(^ilêl^ues-unes  de  ces  lois  particulières  sont  dignes  d'attention 
paî-leur  simplicité  élégante. 

'•  Voici  quelques-unes  de  ces  lois  qui  existent  pour  les  nombres 
/^•pâîrs  y?  et  les  nombres  i  impairs  : 


•  •  • 


v*. 


(3;)  f(i)  =  Ci-h/i^CuCi^tu, 

(38)  [i-^(-i)~\j(i)  =  S^CuCi.,u-h2Ci, 

(3î))      J^Cm<î^i-ï«=  V<î^uC/-4u         (pour les  nombres  i  =  4îx  -h  i), 

(4.)e,-.Sc„v-+4Sc„£..,„=-/(^;)-.f>/(f)-8/(£). 

(  4»  )  \  C«  Ci.tu  =  ^  s  ^l«-l  ^i-t-l  _  ^t 

{-i)~  f(i)  =  (-t)~Ci-.i^(-,)~~*~CuC,.tu 

(44)  C/-H8J^C,_.„y(«)=  /*{«•)+ '.§£«/*(' -2"), 

(45)  f{n)-\j'(j\  =  C„  +  -x^C„Cn.u, 


(43) 


(4fi) 


(47)  ^(-')  '  '/«  =  |§(-i)''-'C,.,-j„-„  Aaw-i). 

Dans  toutes  ces  lois  le  variable  u  doit  prendre  tous  les  nombres 
entiers  jusqu'à  ce  que  la  différence  où  entre  u  reste  positive. 

Exemple.  —  En  posant  dans  la  formule  (48)  /*=  7,  nous  avons 

î.i(7>=  ^(7)-+- ^.4  f( '}/<'>'   '    \  i'>-^  Çk'^^  :■/ (3)  ("(1)1-48 /O)  Asi 

ou 

1  +  7-»=  3i4  =  8  4-35^^2—  {8.4. 
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Quatrième  Mémoire.   —  Lois  générales  numériques  qui  dé- 
pendent des  fonctions  arbitraires  (i8  p.). 

Dans  ce  Mémoire  Fauteur  démontre  que  chaque  loi  numérique 
générale,  qui  dépend  de  constantes  arbitraires,  peut  être  trans- 
formée en  une  loi  générale  qui  dépend  de  la  fonction  arbitraire. 

En  indiquant  les  méthodes  de  cette  transformation,  l'auteur  fait 
leur  application  à  quelques-unes  de  ces  lois. 

Ainsi  la  loi  (34)  donne  la  loi 

(^9)  ^\^^['P{d'-  d')-¥{d  +  d')]\=^^,{Z)[¥{o)-{7.d)]d, 

n 

où  F  est  une  fonction  paire  arbitraire,  S  et  rf  satisfont  à  Téquation 
S',rf',  S%  rf'' à  l'équation 

Cette  formule  a  été  proposée  par  Liouville  sans  démonstration, 
(LiouvxLLE,  Journal  des  Mathématiques^  a®  série,  t.  III,  p.  i44» 
form.  A,  i858). 

Chez  nous  elle  prend  une  forme  plus  générale,  car  chez  nous 
elle  est  admise  pour  tous  les  nombres  n  pairs  et  impairs. 

Vin  de  mes  anciens  disciples,  professeur  de  l'Université  de 
Varsovie,  M.  BaskakofT,  enlevé  trop  tôt  à  la  Science,  a  démontré 
entre  autres  cette  formule  de  Liouville  par  des  méthodes  tout  à  fait 
arithmétiques. 

Comme  il  existe  une  quantité  infinie  de  lois  qui  dépendent  des 
constantes  arbitraires,  alors  on  peut  trouver  une  quantité  infinie  de 
lois  qui  dépendent  des  fonctions  arbitraires,  tout  à  fait  analogues 
à  celles  trouvées  par  Liouville. 

L'auteur  donne  le  moyen  de  trouver  ces  lois  par  les  méthodes 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Les  difficultés  dans  les  recherches  des  différentes  lois  numériques 
dépendaient  de  ce  qu'on  n'avait  pas  introduit  l'algorithme  pour  les 
fonctions /?jt(  u)  et  qu'on  n'avait  pas  connu  les  différents  théorèmes 
de  la  théorie  des  intégrales  numériques  suivant  les  diviseurs. 
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MÉLANGES. 

LE  VRAI  PROBLÈME  DE  L'HISTOIRE  DES   MATHÉMATIQUES  ANGIENHES; 

Par  m.  Pail  TANNERY. 

1 .  Ecartons  df»  Thistoire  des  Mathématiques  la  partie  propre- 
ment bibliographique,  je  veux  dire  la  constatation  matérielle  des 
faits  :  telle  phrase  se  trouve  telle  page,  soit  de  telle  édition  de  tel 
ouvrage,  soit  de  tel  manuscrit  coté  sous  tel  numéro  dans  telle  bi- 
bliothèque ;  écartons  encore  ce  qui  peut,  comme  dans  V Aperçu 
historique  de  Michel  Chasles,  former  un  des  principaux  attraits 
d'un  livre,  mais  appartient  en  fait  à  la  Science  elle-même,  bien 
loin  de  constituer  une  partie  intégrante  de  son  histoire;  j'entends 
les  développements  donnés  à  telle  méthode,  les  relations  établies 
entre  elles  et  d'autres  plus  récentes,  enfin  les  démonstrations  de 
théorèmes  ou  solutions  de  problèmes,  soit  conçues  dans  l'esprit 
des  procédés  d'autrefois,  soit  seulement  suggérées  par  leur  étude. 

Ce  départ  fait,  que  reste-t-il  en  réalité?  Un  tissu  de  conjectures, 
qui  sont  d'ailleurs  à  tous  les  degrés  de  probabilité,  depuis  celui 
qui  vaut  presque  la  certitude  jusqu'à  celui  qui  diflere  à  peine  du 
doule,  pour  ne  pas  parler  des  hypolhèses  encore  moins  favorisées; 
et  encore  ce  tissu  ressemble  assez  à  la  toile  de  Pénélope,  car,  s'il 
est  vrai  que  Ton  peut  regarder  comme  allant  toujours  en  augmen- 
tant la  probabilité  moyenne  des  résultats  obtenus  par  la  critique, 
il  n'en  est  nullement  de  même  pour  la  probabilité  spéciale  à  chaque 
assertion  particulière;  cette  probabilité  est  sujette  à  de  conti- 
nuelles variations,  et  il  n'est  guère  de  point  pour  lequel  l'opinion 
aujourd'hui  dominante  se  trouve  garantie  contre  une  exclusion 
soit  momentanée,  soit  définitive,  a  la  suite  ou  bien  de  la  mise 
en  lumière  de  quelque  fait  nouveau,  ou  bien  de  l'apparition  de 
quelque  nouvelle  hypothèse. 

Coordonner  la  totalité  des  faits  matériels,  établir  la  filiation 
logique  de  ceux  qui  concordent  entre  eux,  expliquer  comment 
tels  autres  se  trouvent  en  désaccord  et  déterminer,  d'après  cette 
explication,  quels  sont  ceux  qui  ne  devront  pas  être  utilisés  comme 
matériaux  par  riiislorlcn  futur,  telle  est  la   tache,  toujours  ina- 
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vèCf  h  laqucllp  Iriivatilc  le  cillique.  El  il  ne  peut  gtiérc  se  l'aire 
[usions  sur  le  sort  réservé  à  son  œuvre;  les  fails  dont  il  aura 
lulé  l'importance,  c'est  aux  sources  mêmes,  non  dans  ses  écrits, 

ees  successeurs  iront  les  rechercher  pour  les  soumettre  â  un 
!vel  examen;  les  erreurs  qu'il  aura  dissipées  pourront  ne  plus 
dis  revenir  emliarrasser  l'histoire  ;  mais  combien  ce  résultat 
emcnt  négatif  êl^it  au-dessous  de  ses  aspirations!  Les  llièses 
iuves,  auxquelles  il  attachait  le  plus  de  poids  et  consacrait  sur- 
l  ses  veilles,  que  deviendront-elles,  bienlàt  après  sa  morl,  sinon 

11?  Qu'il  jette  un  regard  sur  les  exemples  que  lui  offre  un 

lé  récent;  quelle  conGance  peut-il  gaider  dans  l'avenir,  s'il 
échit  â  ce  que  pèsent  en  réalité  aujourd'hui,  dans  la  balance 

opinions,  les  noms  encore  les  plus  justement  honorés,  ainsi 
li  de  Letronne,  pour  ne  pas  en  citer  d'autres? 

,  Il  faut  donc,  dans  la  critique  d'érudition,  borner  son  ambi- 
l  au  présent  et,  sans  trop  préjuger  l'avenir,  s'efforcer  d'assurer 
is  opinions  le  plus  possible  de  prohabiliié  actuelle.  Or  à  quoi 
mesure  celte  prohabiliié?  En  fait,  c'est  à  la  proportion  plus  ou 
Ina  considérable  d'adhésions  rencontrées  dans  le  cercle,  d'ail- 
rs  fort  restreint,  des  érudils  vivants  s'occupant  de  l'ordre  de 
istions  dont  il  s'agit.  A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que,  pour 
e  évaluation  effective,   il    conviendrait  d'introduire  des  coeflî- 

its  personnels;  un  savant  comme  Moritz  Canlor,  comme  Frie- 
ch  Ilullsdi,  comme  J,-L.  Heiberg,  en  vaut  plusieurs  autres, 
is  il  ne  réclame,  ni  ne  peut  réclamer  l'infaillibilité.  Quant  à 
IX  qui  sont  disparus  de  la  scène  et  que  parfois  on  invoque 
MTt,  ils  ne  comptent  plus  guère;  ils  n'ont  pas  su  ce  qui  a  été 
iris  depuis,  ils  n'ont  pu  peser  les  nouveaux  arguments,  enfin  et 
tout)  ils  n'étaient  pas  dans  le  courant  d'idées  actuel. 
Pourquoi  insisté-je  sur  ce  dernier  point?  Je  vais  chercher  à 
ipliqncr,  d'autant  qu'il  s'agit  d'un  élément  considérable  dans 
ppréciation  des  opinions. 
Voici  déjà  la  dixième  année  depuis  que  j'ai  commencé  à  publier. 

l'histoire  des  Sciences,  quelques-unes  de  mes  conjectures  per- 

lUeLIes;  à  partir  du  momeul   où  mes  humbles  essais  ont  alliré 

tique  attention,  il  est  une  question  que  j'ai  souvent  eu  à  me 

9cr;  pourquoi   telle   hypothèse,   que   j'émetiais  presque   sans 
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preuves,  souvent  à  titre  de  simple  possibilité,  rencontrait-elie  un 
assentiment  général?  Comment  telle  autre  au  contraire,  que  je 
m^étonnais  d^étre  le  premier  à  soutenir,  tant  elle  me  semblait  natu- 
relle, tant  elle  ressortait  invinciblement  pour  moi  de  Tensemble 
des  faits,  comment  trouvait-elle  des  adversaires?  Éludiais-je  des 
travaux  étrangers,  je  voyais  surgir  devant  moi  le  même  problème; 
tel  point  qui,  à  mes  yeux,  ne  faisait  pas  Tombre  d'un  doute,  telle 
question  qui  me  semblait  devoir  se  régler  en  quelques  mots,  deve- 
nait Tobjet  de  discussions  approfondies,  de  polémiques  sérieuses 
et  prolongées. 

J'ai  cru  m'expllquer  tout  cela,  au  moins  dans  une  certaine  me- 
sure, en  réfléchissant  sur  les  motifs  qui  me  déterminaient  moi- 
même  à  adopter  ou  à  rejeter  telle  ou  telle  conjecture  nouvelle. 
Certainement,  en  présence  d'une  opinion  qui  n'est  pas  encore  la 
sienne,  le  critique  cherchera  à  être  aussi  impartial  que  possible; 
il  pèsera  le  pour  et  le  contre  d'après  les  données  objectives  de  la 
question^  il  cherchera  à  éliminer,  autant  que  faire  se  peut,  tout 
motif  personnel  de  décision.  Mais  une  pareille  élimination  est 
impossible  à  faire  complètement;  qu'on  parvienne  à  la  réaliser 
sans  exception  aucune,  on  ne  sera  plus  soi-même. 

Avant  de  se  hasarder  à  rien  produire,  chaque  érudit  a  dû  accom- 
plir pour  lui-même,  au  moins  à  titre  provisoire,  la  coordination 
logique  de  l'ensemble  des  faits  qu'il  connaît;  il  a  dû  jeter  ainsi  les 
fondements  nécessaires  de  Toeuvre  qu'il  rêve.  A  la  vérité,  cette 
coordination,  il  la  remanie  sans  cesse;  mais  telle  qu'elle  est  à  un 
moment  donné,  elle  n'en  jouera  pas  moins,  qu'il  en  ait  d'ailleurs 
plus  ou  moins  conscience,  le  rôle  d'un  calibre  ou  d^un  gabarit 
d'essai.  Une  thèse  nouvelle  s'y  adapte-t-elle  d'elle-même,  elle  aura 
toute  chance  d'être  acceptée  d'emblée;  qu'au  contraire  elle  ne  se 
prête  pas  au  cadre  préétabli,  elle  sera  l'objet  d'une  critique  plus 
attentive,  de  réserves  plus  scrupuleuses;  et  cela,  indépendamment 
de  la  valeur  propre  des  arguments  qui  l'appuient. 

Ce  que  je  viens  de  dire  pour  un  érudit  en  particulier  peut  s'ap- 
pliquer à  l'ensemble;  nul  ne  peut  connaître  la  totalité  des  faits  à 
coordonner;  les  éléments  employés  ne  sont  donc  pas  exactement 
les  mêmes  pour  chacun,  leur  connexion  variera  également  suivant 
les  tournures  d'esprit  particulières.  Néanmoins,  à  un  moment 
donné,  il  y  a  un  ensemble  d'idées  commun  à  tous  et  par  suite  pré- 


omiiiant;  lu  cliance  Je  » 
>nc  selon  (jtrelte  est  plus 


ccès  (i'diitr  coiijecliii-e  nouvelle  diffère 
j  nioiDS  en  linrinonie  avec  cel  ensemble 


3.  Je  n'ai  nullemeulla  prûlenlion  J'esposer  qnci  est  aujourd'hui 
S  courant  d'idées  j»r<5p{indêranL;  maïs  on  pourrait  croire  a  priori 
l'il  n'est  susceptible  que  de  lentes  modifications;  je  voudrais, 
«r  une  rapide  esquisse  des  traits  les  plus  importunts,  du  moins  à 
les  yeux,  montrer  qu'il  est  au  contraire  sujet  à  de  brusques  varia- 
ions,  soit  par  suite  du  travail  interne  accompli  chez  chaque  éru- 
il,  suit  en  raison  du  renouvellement  continu  des  savants  qui  attt- 
BDt  le  plus  l'attention  par  leurs  travaux. 

Il  V  a  une  douzaine  d'anndes,  la  conception  générale  de  Thistoire 
es  Mathématiques,  telle  qu'elle  se  dégage,  parexenipl*^,  de  l'cEUvrc 
B  Hankel,  présentait  un  caractère  qui,  jusqu'à  un  certain  point, 
lait  marqué  au  sceau  des  doctrines  de  l'évolution,  déjà  en  grande 
faveur  dans  les  milieux  philosophique  et  scientifique.  Les  éléments 
;de  la  Science  ont  été  élaborés,  dans  une  mesure  sans  doute  mal 
iconnue,  mais  certainement  considérable,  chez  les  peuples  de  l'an- 
Aiqailé  dont  la  civilisation  a  précédé  celle  de  la  Grèce.  Depuis 
»lle  obscure  origine,  malgré  les  apparences  contraires,  le  progrès 
I  été  incessant;  d'abord  les  Grecs,  puis  les  Hindous,  enfin  les 
"abes;  chaque  peuple  a  développé  suivant  son  géuie  propre,  et 
,  donnant  tout  ce  qu'il  pouvait  donner  des  branches  spéciales 
e  ta  Science;  l'héritage  sacré,  fidèlement  transmis  et  successive- 
teenl  accru,  arrive  aux  nations  de  l'Occident  moderne  ;  la  diversité 
àe  leurs  races,  l'heureuse  rivalité  qu'elles  déploient,  la  rapide 
[iffusion  cbcz  toutes  des  découvertes  dues  à  chacune,  semblent 
ais  assurer  que  le  progrès  indéfini  de  l'avenir  n'exigera  pas, 
0innie  dans  le  passé,  de  partielles  et  successives  décadences. 
Ainsi,  autrefois,  aux  Grecs  la  Géométrie,  aux  Hindous  l' Arithmé- 
e  et  l'Algèbre  ;  la  spécialité  des  aptitudes  est  nettement  tranchée, 
tîopbante  est  à  peine  un  Grec,  il  n'est  pas  possible  qu'il  n'ait  point 
nbi  quelque  influence  orientale;  si  ses  écrits  ne  nous  avaient  pas 
serves  dans  la  langue  qu'il  parlait,  personne  ne  pourrait 
ïupçonner  qu'ils  soient  un  fruit  du  génie  hellène. 

Les  deux  tendances  opposées  se  réunissent  chea  les  Arabes; 
BilX-ci  n'attachent  spécialement  à  l'Astronomie,   mais  en   même 
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Icmps  ils  commencent  cette  longue  élaboration  qui  s'achèvera  à  ta 
Renaissance  avant  d'aboutir  à  la  révolution  cartésienne,  à  l'ouver- 
ture de  Tère  glorieuse  des  Mathématiques  modernes.  Depuis  lors, 
aucun  indice  ne  peut  faire  soupçonner  qu'il  nous  manque,  comme 
il  manquait  aux  Grecs,  quelque  élément  nécessaire  pour  la  pour- 
suite des  travaux  mathématiques,  et  la  Science,  à  jamais  rajeunie, 
pourra  toujours  nourrir  un  long  espoir  et  de  vastes pensers, 

4.  Rapprochons  de  cette  esquisse  sommaire  quelques-uns  des 
traits  qui  se  dessinent  dans  la  partie  déjà  publiée  (1880)  des  Varie- 
sungen  de  M.  Canlor.  Ce  Volume  marque  en  effet  d'une  façon 
décisive  la  transition  mesurée  de  l'ancien  au  nouveau  courant 
d'idées  qui,  depuis,  va  s'accentuant  de  plus  en  plus.  La  conception 
évolutive  s'efface;  il  n'en  subsiste  que  quelques  rares  éléments 
dont  l'indiscutable  vérité  s'adapte  au  changement  du  point  de 
vue.  La  Science,  en  tant  que  l'on  n'abuse  point  de  son  nom,  éclôt 
chez  les  Grecs,  presque  brusquement,  en  tout  cas  intégralement; 
après  avoir  donné  des  fruits  immortels,  elle  subit  un  irrécusable 
déclin,  végète  plus  ou  moins  misérablement  pendant  de  longs 
siècles,  avant  de  retrouver  sa  vitalité  primitive  et  de  prendre,  dans 
les  temps  modernes,  un  nouvel  et  définitif  essor. 

L'explication  du  papyrus  mathématique  égyptien  par  Eisenlchr, 
le  déchiffrement  de  quelques  tablettes  chargées  d'écritures  cunéi- 
formes, nous  ont  révélé  des  faits  curieux  et  permis  de  préciser 
un  peu  mieux  le  point  de  départ  des  découvertes  hellènes;  mais, 
en  thèse  générale,  ces  documents  ont  singulièrement  rabaissé 
Topinion  que  Ton  se  faisait  des  connaissances  mathématiques  chez 
les  Égyptiens  et  chez  les  Babyloniens,  quoique  d'ailleurs  la  plupart 
des  orientalistes  soient  toujours  disposés  à  s'exagérer  ces  connais- 
sances, et  que  notamment  l'histoire  des  origines  de  l'Astronomie 
soit  encore  loin  d'être  suffisamment  éclaircie. 

Quant  aux  mathématiciens  hindous  et  arabes,  leur  étude  plus 
approfondie  n'a  nullement  confirmé  les  thèses  de  Hankel  :  certes, 
il  resie  encore  bien  apprendre  à  leur  sujet,  mais  les  découvertes, 
qui  sont  encore  à  faire  dans  leurs  écrits,  ne  semblent  plus  devoir 
offrir  un  intérêt  aussi  puissant  qu'on  était  porté  à  l'espérer.  Plus 
on  los  examine,  plus  ils  apparaissent  comme  dépendants  des  Grecs 
et,  malgré  quelques  inventions  heureuses  cl  vraiment  originales, 
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I  en  moyenne  bien  infi-rictires  ik  leurs  devanciers  sons  tous 
K5  rapports.  J'ajoute  que  l'on  est  encore  certainement  assez  loin 
l'avoir  restitué  aux  Grecs  tout  ce  qui  leur  appartient  iégilimemenl 
lans  les  travaux  attribués  â  leurs  héritiers  scienliliques.  J'en  veux 
ponncr  une  spule  preuve: 

De  tous  les  Instruments  astronomiques  des  Arabes,  étudiés  par 

.  Sédillol  et  donnés  par  lui  comme  étant  de  leur  invcnlîon,  le 

plus  int/^rcssant  est  sans  contredit  Vaslrolabe  planisphère  qui 

lermettait  de  déterminer  l'heure  au  moyen  d'une  observation  de 

lauleur  sur  le  Soleil  ou  sur  une  étoile,  et  d'une  opération  consis- 

int  à  faire  mouvoir  l'un  sur  l'autre  deux  cercles  figurant  en  pro- 

Ktiun  stéréographiquc,  l'un  la  spliére  mobile,  l'autre  la  sphère 

■xe.  Cet  instrument  a  d'ailleurs  joué  un  rôle  historique  d'autant 

Mus  importani  que  jusqu'à  Tinverition  des  horloges  à  pendule,  les 

^trunomes  n'avaient  aucun  moyen  exact  pour  déterminer  l'heure 

indantlunuil  sans  observations  dps  étoiles,  et  que  Vastrolabc 

nUphère  leur  permettait  de  résoudre  le  problème  sans  calcul. 

vit  ce  même  astrolabe  se  trouve  exactement  décrit  dans  un  Traité 

c  (')  composé  par  Jean  le  grammairien  (Philopon)au  commen- 

■  «emeot  du  vi'  siôcte  après  J.-C,  et  la  nomenclalui-c  grecque  des 

rpii^ces  de  l'instrument  a  même  été  servilement  adoptée  par  les 

(Arabes.  Notre   auteur  le  donne  d'ailleurs  comme  connu  dès  le 

Itps  de  Ptolèmée,  et  rien  ne  doit  faire  supposer  qu'en  fait  l'in- 

iQtîoQ  ait  été  d'une  date  plus  récente  ('). 

I  S.  Ainsi  il  est  permis  de  penser  que  la  conception  générale  ac- 


{■}  Publie  pur  Hase  duui  \e  tlhemircher  Mmeum  en  iHJq,  Tiijia  n'en  étant  pi 

h())  Je  iiiup<;unne  i{nc   1r  principe  en  rcmnnte  aux  Babyloniens,  dont  on  a  d 

i  fallu  àt  nuit  et  marqua»»  en  heures  (r^mpo/^iru; seulement,  avai 

I  AiaaniKrlt  Ae  In  proprii^Ii^  des  projections  stéréo  graphiques,  l'inslrumcot  deva 

n  une  sph^ra  mobile  autour  d'un  axe  incliné  comme  l'axe  du  mond 

1  un  bémisphi^rc  creux,  Hxc  et  concentrique,  analogue  a  relui  des  cadrai 

9  primitirs.  Le  nom  d'araignée  (àpsjvii]),  donnft,  dans  Vattrotabe  plan 

Ure,  an  cercle  repn^ntant  la  sphère  mobile  (parce  qu'il  était  découpé  a  joi 

r  permettre  d'obtenir  les  cornddenccs  avec  l'autre  cercle.  lci|ucl  était  massîr 

t  ^gmletncnt  U  ntim  donné,  d'aprè:  Vitruve,  au  cadran  tphérigue  d'Eudoi 

«I  us,  il  ne  me  parait  pas  douteux  r|u'un  inslmmcnl  analogue  n'ait  ser? 

l'invcDlion  lie-  U  Tri^iinonn^trii'.  à  rùsuudic  iiii^eunii|uciiicDt  1rs  piablcmi 

kU  >[>lu'n.)u.-. 
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luelle  de  rhistoire  des  Mathématiques  ira  en  s'aflermissant  de  plus 
en  plus,  au  moins  pendant  une  ou  deux  générations  ;  il  est  clair 
(Tailleurs  qu'elle  revient  très  sensiblement  à  celle  qui  dominait, 
d'après  Mon tucla,  il  y  a  une  cinquantaine  d'années,  vers  le  moment 
où  Michel  Chasles  ouvrit  une  ère  nouvelle  pour  Tétude  de  cette 
histoire. 

Je  ne  fais  point  cette  remarque  pour  en  tirer  une  conclusion 
sceptique  ;  bien  au  contraire,  la  double  évolution  que  j'ai  indiquée 
n'aurait  certainement  pu  s'accomplir  sans  la  coordination  histo- 
rique d'un  nombre  considérable  de  faits  inconnus  ou  mal  connus 
il  y  a  un  demi-siècle.  Qui  ne  s'est  pas  mis  au  courant  du  mou- 
vement critique  depuis  cette  époque  pourrait  croire  à  quelque  dé- 
couverte capitale,  à  quelque  travail  hors  ligne  capable  de  changer 
d'un  seul  coup  l'orientation  des  esprits  ;  il  n'en  a  rien  été  :  le  mou- 
vement a  résulté  d'une  quantités  de  faits  souvent  assez  minimes, 
de  discussions  minutieuses,  d'études  de  détail  et  de  monographies 
fragmentaires. 

La  véritable  conséquence  à  formuler,  c'est  que  la  plus  humble 
contribution  ne  doit  pas  être  négligée  et  qu'il  ne  faut  pas  se  re- 
buter devant  des  détails  parfois  d'apparence  fastidieuse  ;  tout  au 
plus  convient-il  d'ajouter  une  réserve  pour  ceux  qui  craignent  les 
inconvénients  du  trop  grand  éparpillcmenl  des  efforts  {*);  c'est 
(|uc  le  travailleur  fera  bien  de  tenir  compte  des  courants  d'idées 
dominants,  des  questions  à  Tordre  du  jour  et  de  relever  ainsi  la 
minutie  des  détails  qu*il  étudie. 

Mon  objet  maintenant  va  précisément  être,  après  avoir  indiqué 
les  principaux  problèmes  qui  s'imposent  aujourd'hui  dans  l'his- 
toire dos  Mathématiques  anciennes,  de  montrer,  par  quelques 
exemples*  comment  leur  solution  dépend  de  questions  qui  parais- 
sent, à  première  vue,  d'une  importance  tout  à  fait  secondaire.  On 
ne  sV*lounera  pas  si  je  choisis  ces  exemples  parmi  des  conjec- 
tures que  j'ai  déjà  proposées,  et  qui,  à  cùlé  d'adhésions  parfois 
peu  espériVs,  ont  rencontré  de  sérieux  contradicteurs.  En  appe- 
lant de  nouveau  Tattention  sur  elles,  j'ai  le  ferme  espoir  soit  de 


(M  1.0  ibn^or  (*^t  rxvl  dans  le  vaste  domaine  de  la  Philologie;  dans  le  ccrric 
mulheureusement  trvs  rrslrf  int  qui  s'occupe  de  l'hisloire  des  Mathématiqaes.  il 
e>l  loin  dVtiv  ù  iT^I»nUcr  eiio»>nr. 


bàrtincra  cftux  c]ut  les  ont  rpjel^es  jus<]u'à  pi-i-scnt,  soil  de  pro- 
voquer de  leur  part  des  recherclies  fi^condes  pour  la  vérilé. 

I).  L'Iiisloire  n'a  pas  pour  unique  olijei  la  salisfarlion  d'une  vainc 
«riosité:  cVst  l'avenir  que  finalement  doit  éclairer  l'élude  du  passé, 
^r  un  mntbÉmalicien,  vraiment  digne  de  ce  nom,  peiil-il  ne  pas  se 
réoccuper  parfois  du  sort  fuluc  réservé  à  In  Science  à  laquelle  il 
(t'est  consaci-é?  Peut-on  vraiment  parler  de  progrès  indélini?  Ne 
ï-t-on  pas  le  lui"  mi  jour,  et  ne  faudra-t-il  pas,  comme  di- 
lit  Lagrange,  abandonner  tu  mine  trop  profonde?  Certes  la  qnes- 
<ta  n'est  pas  tirgenle;  à  la  vitesse  dclnelle  du  progrès,  il  semble 
a  que  l'on  ait  au  moins  deux  siècles  pour  se  demander  ce  qu'il 
ibnviendra  de  faire  en  pareil  cas  cl  comment  conserver  au  mieux 
0  (résors  acquis,  si  Tespoir  de  les  accroître  est  enfin  interdit.  Mais 
B'îci  là,  quelque  bouleversement  social  ne  peut-il  entraîner  la  ruine 
e  la  Science?  Elle  n'a  plus,   dira-t-on,  rien  à  craindre  sérieuse- 
Kent  des  crises  passagères,  et  toute  société  un  peu  stable  protégera 
Bel  encouragera  forcément  les  savants,  dont  les  services  sont,  de 
f  aos  jours,  non  seulement  utiles,  mais  même  nécessaires.  Cela  est 
Mdcod  tes  table  pour  les  chimistes,  les  physiciens,  et,  si  l'on  veut, 
I  aassi  les  astronomes;  la  Matliéma tique  pure  sera  donc  garantie  par 
p»on  utilité  dans  les  sciences  de  ta  nature.  Mais,  si  la  question  d'u- 
'  tililé  se  pose,  n'est-il  pas  à  craindre  que  la  protection  et  les  en- 
couragements ne  se  bornent  à  certaines  branches,  et  ne  délaissent 
les  autres,  précisément  les  plus  élevées  et  les  plus  abstruses?  Sup- 
posons maintenant  que  l'histoire  démontre  que,  pour  la  Science, 
I  l'smét  dans  la  marche  en  avant  équivaut  ti  un  recul,  qu'on  ne  peut 
iVOuIoir  se  borner  aux  parties  nécessaires  pour  les  applications, 
ms  arriver  peu  à  peu  à  négliger  de  plus  en  plus  la  théorie  el  à 
l^en  conserver  (inalemenl  que  des  débris  tout  à  fail  insuffisants; 
^e  deviendrait  dès  lors  la  garantie  de  l'utilité?  Si  le  danger  que 
H  signale  ici  n'est  pas  imaginaire,  peul-on  aflîrmer  que,  comme 
I  premier,  il  est  encore  bien  loin  de  nous,  el  qu'une  génération 
■ocbaioe  n'aurai  pas  à  s'en  préoccuper? 
[  On  peut  voir,  devant  ces  quesl ions,  quel  intérêt  majeur  présente 
jhistoîre  des  Mathématiques  anciennes  du  moment  où  elles  nous 
iffrenl  l'exemple  d'une   décadence   profonde   après  un   brillant 
■|)ngée;  ci   l'on  jiour  afiirmer,  de  ce  point  de  vue,  que  1p  vraiprii- 
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blême  qui  s'impose  aujourd'hui  dans  cette  histoire  est  de  préciser 
les  circonstances  et  de  déterminer  les  causes  de  la  décadence 
passée,  en  vue  de  connaître  les  précautions  à  prendre  pour 
éi^iter  une  décadence  future. 

Je  n'ai,  bien  entendu,  aucunement  la  prétention  de  résoudre 
un  problème  aussi  complexe  ;  je  voudrais  seulement  préciser  dans 
une  certaine  mesure  les  diverses  questions  qu'il  soulève,  et  donner 
quelques  indications  sur  la  marche  à  suivre  pour  en  traiter  au 
moins  une. 

7.  Il  est  à  peine  besoin  de  réfuter  sérieusement  l'opinion  qui 
attribuerait  aux  invasions  barbares  la  décadence  des  sciences  grec- 
ques. Quand,  au  vu*  siècle,  les  Arabes  entrèrent  dans  Alexandrie, 
la  glorieuse  cité  des  Ptolémées  pouvait  avoir  ei^ore  une  école, 
mais  depuis  trois  cents  ans  au  moins  cette  école  était  incapable 
de  produire  autre  chose  que  de  pâles  commentateurs  des  œuvres 
antiques;  si  parfois  encore  ils  nous  font  illusion,  nous  n'en  devons 
pas  moins  nous  dire  que  le  niveau  est  déjà  tombé  aussi  bas  qu'il 
le  fut  en  mo}'enne  chez  les  Byzantins  pendant  les  longs  siècles  du 
moyen  âge.  Un  exemple  suffira  pour  le  prouver  : 

Richard  Hoche  a  publié  (  1864  et  1867)  un  commentaire  de  Jean 
le  grammairien  (Philopon)  sur  V Introduction  arithmétique  de 
Nicomaque  et  en  même  temps,  pour  le  premier  Livre  seulement, 
les  importantes  variantes  que  lui  donnait  une  réédition  de  ce  com- 
mentaire contenu  dans  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  épisco- 
pale  de  Zeitz.  Philopon,  quoique  n'étant  pas  particulièrement  ma- 
(hématicien,  était  certainement  considéré  de  son  temps  comme  un 
savant  universel  de  la  plus  haute  valeur;  son  commentaire  doit 
(railleurs  rt^produire  renseignement  d'un  maître  également  consi- 
dérabK\  et  dont  la  compétence  mathématique  était  bien  reconnue, 
Anunouius,  iils  dllermias;  il  est  cependant  difiicile  d'imaginerles 
erreurs  gix>ssioi*es  qu'il  a  entassées  dans  ses  volumineuses  disser- 
(ations.  Or  ces  orrt^urs  sont  en  général  assez  bien  corrigées  dans 
la  mnlilion  do  Zoilz,  et  Fauteur  anonyme  fait  certainement  preuve 
et  iruno  moilleuiv  inlelligence  du  texte  de  Nicomaque  et  de  con- 
naissances mathématiques  mieux  digérées:  Hoche  a  bien  reconnu 
que  col  autour  était  postérieur  à  Philopon,  mais  il  a  pensé  que  ce 
pouvait  ohv  un  do  ses  disciples.  Il  n*est  rien;  le  manuscrit  n'^âSTT 
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t  f(Hid&grec  de  la  BibISollièqiie  Nalionale  de  Pans  contieiil  le 

même  texte  avec  des  annolaiions  marginales  (]ui  i^lablissent  que 

la  réi^ditionest  duc  au  nioine  Isaac  Argjros,  lequel  vivait  diuis  la 

second»  moitié  du  xiv°  .liùcle. 

8.  La  décadence  de  la  Matlicmatique  grecque  rcnioiile  donc  à 
une  époque  bien  anlOrieure  au  vu*  siècle,  cL  en  tous  cas  on  ne 
peut  s'arri^ler  avant  liis  derniers  grands  noms  que  présente  l'Ecole 
d'Alexandrie,  ceux  de  Pappus  et  de  Diophante.  C'est  l'âge  qui  pré- 
cède immédiatement  celui  de  Constantin  et  du  triomphe  du  chris- 
llanisme;  on  a  pu  dire,  avec  quelque  apparence  de  raison,  que  la 
profonde  révolution  qui  s'ensuivît  fut  fatale  à  la  Science;  il  est 
certain  que  dés  lors  se  proposa  à  l'humanité  un  idéal  tout  autre 
que  celui  qu'avaient  fait  briller  Platon  et  Aristote,  la  vie  du  savant 
contemplant  la  théorie  pour  elle-même.  Mais  si , depuis  la  Renais- 
sance, cet  idéal  retrouvé  a  gardé  d'assez  nombreux  fidèles,  sommes- 
nous  assurés  qu'une  nouvelle  révolution  sociale  ne  l'éteindra  pas 
au  profit  des  doctrines  ulililaircs? 

Au  reste  l'accusation  tombe  à  faux  sur  lechrisliauïsme;  comme 
les  barbares  n'ont  pas  eu  la  peine  de  faire  crouler  la  société  gréco- 
romaine,  déjà  tombée  d'elle-même,  le  christianisme  n'a  eu  qu'à 
liquider  la  banqueroute  de  la  philosophie  officielle,  après  le  siècle 
des  Antonins.  L'idéul  platonicien  avait  dès  longtemps  disparu  de- 

«nt  celui  des  Stoïciens,  utilitaire  au  fond  et  par  suite  contraire 
à  la  Science,  malgré  les  apparences  de  sa  morale  sublime.  La 
secte  du  Portique  arriva,  il  est  vrai,  d'assex  bonne  heure  à  rallier 
issez  d'intelligences  pour  qu'il  lui  fallût  tenir  en  quelque  honneur 

es  connaissances  scientifiques  négligées  par  ses  fondateurs;  mais 
SCS  doctrines  ne  pouvaient  sérieusement  favoriser  le  développe- 
ment de  ces  connaissances,  et  la  suprématie  qu'elle  obtînt  semble 
avoir  été  au  ninius  inutile  pour  la  Science,  aussi  bien  qu'elle  le  fut 
pour  le  maintien  des  institutions  sociales.  Bientôt  peut-être  l'his- 
toire portera  sur  cette  secte,  souvent  exaltée,  un  jugement  plus 
sévi^re  encore. 

Quoi  qu'il  en  soit,  pour  la  question  qui  nous  occupe,  il  s'agit 
sans  contredit  d'étudier  la  période  qui  remonte  depuisPappus^^el 
Diaphante  jusqu'à  l'apogée  de  la  Géométrie  grecque,  au  temps 
.rVpollunîus  de  Pcr;^e.  Udus  cet  inlcrvalle  de  cinq  si.-cics  environ. 
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un  nouveau  point  de  repère  nous  permet  de  diviser  le  problème; 
la  décadence  a-t-elle  réeliemenl  commencé  avant  Textension  de  la 
domination  romaine  sur  la  Grèce  et  l'Orient  hellénisé?  A-t-elle 
au  contraire  suivi  celte  extension,  qui  semblerait  dès  lors  avoir 
été  une  des  causes  déterminantes  de  cette  décadence? 

Actuellement  la  question  est  très  obscure  ;  a  priori,  la  perte  de 
Findépendance  pour  les  Etats  hellènes,  la  domination  d^un  peuple 
dont  le  génie  pratique  n'a  jamais  pu  se  plier  aux  abstractions  scien- 
tifiques,  ont  dû  porter  un  coup  funeste  aux  études  mathématiques 
sérieuses;  mais  on  peut  dire  d'un  autre  côté  que,  les  ruines  de  la 
conquête  une  fois  réparées,  les  pays  grecs  purent  profiter  des 
bienfaits  d'une  longue  paix  qui  leur  avait  toujours  manqué,  que 
les  Romains  reconnurent  de  très  bonne  heure  la  supériorité  intel- 
lectuelle de  la  race  hellène,  et  que  les  études  scientifiques  retrou- 
vèrent bien  vite  une  protection  très  largement  suffisante.  Enfin 
l'histoire  montre  que,  malgré  leur  défaite  momentanée,  les  Grecs 
possédaient  encore  plus  de  vitalité  que  les  Romains. 

9.  Il  n'est  d'ailleurs  ni  établi  historiquement,  ni  unanimement 
reconnu  que  le  niveau  moyen  de  la  Science  pendant  la  période 
gréco-romaine  ait  été  inférieur  à  celui  de  la  période  gréco-alexan- 
drine.  C'est  en  ces  termes  que  peut  se  préciser  la  première  ques- 
tion à  résoudre,  et,  pour  l'étudier,  il  convient  de  dresser  séparé- 
ment le  bilan  pour  chacune  des  branches  principales  à  considérer: 
Arithmétique,  Algèbre,  Géométrie  élémentaire.  Géométrie  supé- 
rieure, Astronomie. 

Pour  l'Arithmétique,  la  question,  je  crois,  est  aujourd'hui  bien 
tranchée-,  personne  ne  peut  plus  considérer  comme  des  auteurs 
originaux,  ainsi  que  le  faisait  Nesselmann,  de  pseudo-mathémati- 
ciens, tels  que  Nicomaque  ouThéon  de  Smyrne.  Les  connaissances 
qu'ils  nous  ont  transmises  appartiennent  en  totalité  soit  à  la  pé- 
riode purement  hellène,  soit  à  la  période  alexandrine;  si  la  forme 
de  l'exposition  est  leur  propriété,  elle  constitue  un  symptôme  ir- 
récusable de  décadence.  L'Arithmétique  théorique  n'a  été  cultivée 
scientifiquement  chez  les  anciens  qu'avec  l'appareil  géométrique 
euclidien,  et  comme  travail  de  ce  genre  postérieur  à  notre  ère, 
nous  ne  connaissons  que  l'opuscule  des  nombres  polygones  de 
Diophantc,  essai  incontestablement  malheureux. 
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strooomie,  la  questioD  de  supériorité  a 
été  très  vivement  controversée  entre  Hippartguc  et  Ptot<5inée;  mais 
elle  oITre,  pour  le  prolilèmc  qui  nous  occupe,  moins  d'ÎDtérâL 
icpoun-ail  le  penser  tout  d'abord;  IWslronomic  comporte  en 
clTct  deux  sorte*  d'i^lémcnls,  les  uns  empruntés  à  l'observaLion. 
les  autres  à  la  tbéorie  ;  pour  les  premiers,  l'astronome  le  plus  ré- 
tent  a  toujours  l'avantage;  Ploiémée  a  donc  incontestablement 
réalisé  des  progrès  sur  Hipparque,  de  même  que  les  Arabes  en 
>Dt  réalisé  sur  lui  ;  la  question  à  résoudre  pourrait  être  de  savoir 
<i  les  uns  on  les  autres  ont  bien  tiré  des  matériaux  dont  ils  dispo- 
saient tout  le  parti  possible  ;  mais  nous  ne  sommes  encore  capables 
d'v  répoudre  sérieusement  ni  pour  Hipparque,  ni  pour  Ptolémée,  ni 
pour  les  Arabes,  et  en  tout  cas  In  réponse  n'aurait  pas  de  portée 
réelle  en  ce  qui  concerne  la  Mnlhématique  pure.  Quanta  la  partie 
théorique  du  système  de  Ptolémée,  on  est  d'accord  pour  recon- 
naître qu'elle  appartient,  comme  fond,  aut  premiers  Alexandrins; 
Ja  théorie  des  épicycles  et  la  Trigonométrie  remontent  à  Apollonius 
et  à  Hipparque.  Toutefois  il  reste  nombre  de  points  secondaires  à 
éclaircir,  et  eu  tout  cas  une  liistoire  réelle  de  la  spbérique  an- 
snne  est  ù  peu  prùs  entièrement  à  faire. 

Potirl'.'Mgébreetla  Géométrie  supérieure(DioplianteelPappus), 
la  question  est  au  contraire  particulièrement  grave  et  passablement 
obscure;  à  la  vérité,  personne  ne  soutiendrait  plus  les  paradoxes 
de  Hankel  que  je  rappelais  tout  à  l'heure,  et  l'on  a  réuni  assez, 
d'indices  pour  être  assuré  que  les  problèmes  traités  par  Diophante 
lui  sont  eo  réalité  bien  antérieurs;  l'appus,  d'autre  part,  nous  a 
laissé  un  recueil  précieux,  mais  qui  n'est,  en  fait,  qu'une  compi- 
lation de  travaux  remontant  pour  la  plupart  à  une  date  antérieure 
A  l'éro  chrétienne.  Ces  deux  contemporains  paraissent  ainsi  avoir 
olléiau  même  mouvement  qui,  il  leur  époque,  après  la  chute  du  stoï- 
ofliciei,  ramenait  les  philosophes  vers  les  sources  antiques, 
et  donnait  ainsi  lu  passagère  illusion  d'une  renaissance  bienti^t 
condamnée  à  l'avoriemcnt.  Il  n'en  est  p.is  moins  vrai  que  le  degré 
d'originalité  de  Diophante  reste  incertain,  de  mSmc  que  le  degré 
àe  nouveauté  de  ses  méthodes  et  de  ses  notations.  Pour  être  ré- 
solues, les  questions  qu'il  soulève  réclament  de  longues  discus- 
sions et  avant  tout  la  publication  d'une  édition  critique  de  son 
Ouvrage.  .le  crois  di'vnir  d'aulanl  plu^  préciser  ainsi  l'étal  arluel 
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du  problème,  que  mon  opinion  personnelle  est  mieux  arrêtée  sur 
le  peu  de  valeur  propre  de  Diophante,  et  que  cette  opinion  a  été 
plus  favorablement  accueillie  jusqu'à  présent,  malgré  le  défaut  de 
preuves  pércmptoires. 

Pour  Pappus,  nous  possédons  désormais  ce  qui  manque  pour 
Diophante,  une  bonne  édition,  celle  de  Hultsch;  mais  il  reste  à 
Tétudier  à  fond,  ce  qui  demandera  des  efforts  soutenus  et  répétés, 
car  la  mine  à  exploiter  sera  difficilement  épuisée.  Les  travaux  de 
Géométrie  entre  Apollonius  et  Pappus  sont  en  fait  très  peu  connus, 
et  leur  caractère  s'apprécie  aussi  mal  que  leur  importance  ^  si,  après 
les  Coniques  du  géomètre  de  Perge,  il  n'est  paru  aucun  Ouvrage 
qui  soit  devenu  classique,  le  sort  qui  attendait  ses  successeurs  a 
peut-être  eu  son  motif  dans  le  déclin  des  études  plutôt  que  dans 
l'imperfection  de  l'œuvre.  D'un  autre  côté,  il  est  certain  que  les 
traités  classiques  d'analyse  géométrique  ont  été  l'objet,  après  leur 
rédaction,  de  travaux  approfondis  qui  avaient  au  moins  pour  but 
de  faciliter  l'étude  des  matières  dont  traitaient  ces  Ouvrages.  Les 
indications  que  Pappus  donne  sur  ces  travaux,  les  lemmes  qu'il 
en  a  tirés,  doivent  être  soigneusement  examinés  pour  déterminer 
quels  progrès  réels  ont  pu  être  réalisés. 

10.  Ainsi,  des  cinq  branches  que  nous  avons  distinguées  dans 
la  Science,  deux  sont  à  mettre  hors  de  compte;  deux  autres  pré- 
sentent pour  leur  histoire  des  difficultés  majeures  qui  ne  permet- 
tent pas  d'espérer  une  prompte  solution,  en  ce  qui  les  concerne, 
du  problème  que  j'ai  posé.  Heureusement,  pour  la  cinquième 
branche,  il  n'en  est  pas  ainsi. 

Pour  la  Géométrie  élémentaire  en  effiet,  en  regard  de  l'œuvre 
d'EucIide,  nous  possédons  le  Commentaire  sur  le  premier  Livre, 
écrit  au  v*  siècle  après  J.-C.  par  Proclus,  chef  de  l'École  d'A- 
thènes. S'il  est  possible  de  démontrer,  par  l'examen  de  ce  com- 
mentaire, qu'aucune  idée  nouvelle  n'a  été  émise  sur  les  principes 
de  la  Science,  depuis  le  premier  siècle  avant  Tère  chrétienne  jusqu'à 
Proclus,  la  question  sera  tranchée  pour  la  branche  qui  nous  oc- 
cupe, comme  elle  l'est,  avons-nous  dit,  pour  l'Arithmétique  théo- 
rique, et  il  est  clair  que  pour  toute  la  période  correspondante,  il  y 
aura  un  motif  suffisant  de  préjuger  défavorablement  ce  qui  con- 
cerne les  branches  supérieures;  alors  que  les  éléments  sont  né- 


gltgés,  il  n'est  guère  à  penser  que  <lcs  progrès  se  réalîscnl  plus  liaul. 

Le  Commentaire  de  Proclus  pctil  £lre  divisé  en  deux  Parties 
bien  distinctes  :  la  première,  après  un  double  prologue  eonsacré 
à  des  considérations  gcucrales,  d'aliord  sur  l'ensemble  des  Malhé- 
inaliques.  puis  sur  la  Géomélrie  en  particulier,  Irailc  des  défini- 
tions, de»  postulats  et  des  axiomes;  la  seconde  Partie  commf^nLe 
les  propositions  du  Livre  I  d'Euelide.  Or  j'ai  di5jii  avanci?  à  diverses 
reprises  que  Proclus  avait  emprunté  à  très  peu  près  louL  ce  qui 
est  réellement  niatbéinalique  dans  son  commentaire,  pour  la  pre- 
mière partie  âGcininus,  auteur  du  i"  siècle  avant  l'ère  chrétienne, 
pour  la  seconde  à  Porphyre,  qui,  au  m^  siècle  après  J.-C,  avait 
commencé  k  écrire  sur  les  propositions  d'Euclide.  Si  cette  double 
tlièse  était  établie,  il  ne  resterait  qu'à  constater,  ce  qui  est  facile, 
que  le  commentaire  relatif  aux  propositions  ne  présente  aucun 

tercet  réel  au  point  de  vue  mathématique. 

Ileiberg  {/'A«7o/o^uï,  XLIU,  2,  p.  3^5)  m'a  objecté  que  j'esti- 
inaîs  trop  peu  Proclus  el  que  j'exagérais  en  le  qualifiant  de  copiste 
infatigable.  Nous  avons  cependant  un  témoignage  bien  connu 
depuis  longtemps  de  In  façon  dont  notre  philosophe  entendait  la 
rédaction  d'ouvrages  mathématiques  :  c'est  le  Traité  De  la  sphère 
de  Proclus,  c'est-à-dire  une  copie  textuelle  des  chapitres  i[l,  IV, 
Xll  et  n  de  Y  Introduction  aux  phénomènex  qui  nous  reste,  pré- 
cisément de  ce  Geminus  st  souvent  cité  dans  la  première  partie 
du  Commentaire  sur  EucUde. 

Mais  je  suis  le  premier  à  reconnaître  que  ce  témoignage  n'est 
pas  sullisani  pour  établir  sérieusement  la  conjecture  que  j'ai  émise; 
quel  est  d'ailleurs  l'intérêt  de  celte  conjecture,  peut-être  d'appa- 
rence  assez  insignifiante  de  prime  abord,  je  crois  l'avoir  suffisam- 
ment montré  ;  comment  donc  la  discuter  à  fond?  Il  faut  procéder 
à  une  analyse  complète,  à  un  examen  circonstancié  de  l'Ouvrage 
de  Proclus,  et  faire,  en  procédant  suivant  les  règles  de  la  critique, 
le  départ  entre  ce  qui  peut  lui  appartenir  et  ce  qu'il  a  dû  em- 
pruntera autrui.  On  reconnaîtra  sans  aucun  doule  que  Proclus 
n'est  pas  simplement  un  copiste,  que  de  longs  développements 
sont  bien  de  son  propre  cru;  mais  on  s'apercevra  également  que 
originalité  ne  s'exerce  que  sur  les  questions  qu'il  considère 
comme  touchant  la  Philosophie,  qu'en  somme  pour  nous,  elle  n'a 
qu'une  conséqiiencr   lâcheuse,  c'est  que  ce  qui    nous  intéresse 
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vraiment,  se  trouve  noyé  dans  un  fatras  pseudo-philosophique 
dont  nous  n'avons  que  faire. 

11.  Le  travail  dont  j^indique  le  plan  peut  sembler  devoir  être 
fastidieux  dans  ses  détails,  surtout  à  cause  de  cet  élément  néopla- 
tonicien introduit  par  Proclus  dans  les  questions  mathématiques, 
et  qu'il  s'agit  d*écarter.  Mais  ce  travail  n'en  est  pas  moins  néces- 
saire, si  l'on  veut  vraiment  résoudre  les  problèmes  posés;  d'ailleurs 
il  offrira  un  attrait  spécial  qui  suffirait  à  lui  seul  pour  soutenir 
l'attention. 

Proclus  est  en  fait  la  source  capitale  pour  Thistoire  de  la  Géomé- 
trie chez  les  Grecs;  en  exceptant  Pappus,  c'est-à-dire  la  géométrie 
supérieure,  on  ne  trouve  en  dehors  de  lui  qu*un  petit  nombre  de 
documents  épars,  qu'il  serait  absolument  impossible  de  coordonner 
s'il  nous  manquait.  Dès  lors  la  question  de  savoir  où  il  puise  ses 
renseignements  historiques  est  une  des  plus  graves  qui  se  présen- 
tent pour  le  critique. 

Que  Proclus  n'ait  connu  par  lui-même  aucun  Ouvrage  géomé- 
trique antérieur  à  Ëuclide,  c'est  un  point  unanimement  concédé; 
mais  qu*il  n'ait  pas  même  utilisé  directement  Vhistoire  géomé- 
trique composée  un  peu  avant  Euclide  par  le  disciple  d'Âristote, 
Eudèmc  de  Khodes,  alors  qu'il  le  cite  assez  fréquemment,  je  crois 

avoirété  le  preniierà  soutenircetle  ihèse(').  Heiberg(/oc.  c«7.,  p.  492), 
on  la  déclarant  insuffisamment  fondée,  remarque  très  justement 
qu'elle  dépend  d'une  question  plus  importante,  dit-il,  mais  trop 
peu  débattue»  celle  de  savoir  ce  que  les  derniers  siècles  de  l'anti- 
quité possédaient  encore  de  l'ensemble  des  écrits  plus  anciens. 

\jk  gravité  de  cette  dernière  question  n'échappera  à  personne; 
mai»  il  est  clair  que,  si  elle  louche  la  Philologie  en  général,  elle  ne 
peut  éhv  i^^olue  que  par  des  travaux  spéciaux  pour  les  difiérentes 
branches  do  la  littérature.  L'historien  des  Mathématiques  n'a  pas  à 
HO  prtH>ccu|>er  Je  savoir  au  juste  quels  poètes,  perdus  pour  nous, 
PtXH'lus  |H^uvait  encore  lire:  il  lui  suffit  de  savoir,  en  thèse  géné- 
I  «U\  quo.  dès  le  \  *'  siècle  de  notre  ère,  des  OuvTages  qui,  cependant, 
avMioiU  d^\  rx^slor  lons:lemps  accessibles,  étaient  désormais  introu- 
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nMes;  nmis,  ce  point  iiicoiileslable  t-lant  biea  admis,  il  ne  peut  sr 
dérober  devant  la  tâclic  qui  lui  incombe,  de  discerner  si  Proclu» 
«,  «D  rénliti^,  directement  puis»?  à  telle  source  antique. 

La  question  ne  peut  élre  résolue  sulrenionl  que  par  IVlude 
approfondie  du  Commentaire  sur  Ettcliiic;  c'est  seulement  après 
9'éir«  ramiliarisé  avec  les  procédés  de  Proclus  qu'il  est  possible 
déjuger  quand  il  l'ail  une  citation  de  première  ou  de  seconde 
main.  Le  problème  se  ratlaclie  d'ailleurs  à  ceux  que  j'ai  posés 
plus  haut;  car,  è  partir  du  moment  où  une  œuvre  aussi  inléres- 
KRDte  pour  le  malbtWnalicien  que  celle  d'Eudème  a  commencé  à 
élre  négligée,  où  son  autorité  n'a  plus  été  invoquée  que  sur  la  foi 
d'iiatrui,  il  est  bien  à  présumer  que  la  Science  était  déjà  sur  la 
pent«  de  l'irrémédiable  déclin  ;  mais,  en  même  temps,  la  question 
«e  transforme  et  s'élargit, 

Il  ne  s'agit  de  rien  moins,  en  fait,  que  de  /n  tradition  de  l'his- 
toire de  la  Géométrie  chez  les  Grecs;  comment  et  sur  quels 
documenls  a-l-elle  été  composée  à  l'origine,  avec  quelle  fidélité 
l-L-elle  été  transmise,  quel  degré  de  probabilité  présente  donc 
chacune  des  données  de  celte  histoire,  voilà  eu  effet  quels  pro- 
blèmes soulèvera  à  cbaque  instant  l'étude  du  Commentaire  dû  à 
Proclus.  Il  est  clair,  par  exemple,  que  tel  leste,  relatif  aux  temps 
avant  Ëuclidc,  prendra  une  signification  toule  diirérenle,  suivant 
l'on  devra  le  considérer  comme  emprunté  à  Eudème,  ou 
comme,  au  controire,  venant  de  Gerninus  ;  dans  certains  cas  même, 
l'inlcrprétalion  littérale  pourra  changer. 

Le  travail,  ainsi  conçu,  ne  pourra  évidemment  se  borner  à 
Proclus,  quoique  ce  dernier  doive  toujours  fournir,  et  de  beaucoup. 
a  somme  de  matériaux  la  plus  considérable.  Que  ce  travail  soit 
Tailleurs  indispensable  et  doive  précéder  tout  essai  d'une  histoire 
véritable  et  réelle  de  la  Géométrie,  il  est  à  peine  ulile  de  le  faire 
remarquer;  il  s'agit  de  l'application  d'une  des  règles  les  plus  élé- 
mentaires delà  critique;  cependant,  ce  sujet  n'a  pas  encore  été 
traité  d'une  façon  systématique,  et,  par  suite,  ii  est  presque  neuf. 
i  doute,  lorsque  Bretschneider  (<)  a  recueilli  soigneusement 
les  documents  relatifs  à  la  période  préeuclidienne,  si  mal  traitée 
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dans  Montucla,  il  lui  a  bien  fallu  discuter  la  valeur  de  chacun  de 
ces  documents;  c^estbien  aussi  ce  que  fait  aujourd'hui,  plus  com- 
plètement et  plus  judicieusement,  G.-J.  Allman,  qui  a  repris  la 
tâche  de  Bretschneider  (*).  Mais  Texamen  critique  a  toujours 
porte,  en  thèse  générale,  plutôt  sur  les  documents  considérés  en 
eux-mêmes,  dans  leur  probabilité  intrinsèque,  que  sur  leur  origine 
réelle  et  sur  leur  filiation.  Il  ^^  a  là  un  point  de  vue  important,  qui 
jusqu'à  présent,  a  été  trop  négligé. 


(*)   Greek   Geometry  front    Thaïes  to  Euclid  publiée  dans  YHermathena 
(Dublin,  vol.  III,  1877;  *V,  1881;  V,  i88i). 
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WjUSSINESO.  —  Application  ues 

i  iw  icol'vement  des  soudes  élastkjura, 
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L'I'ÏTUUG  DR  I.'ÉQIILIBIIB  HT 

kNiLrsE,  721  (1.  in-8";  Paris, 


Il  a  île  déj.\  plusieurs  fois  rjucstion,  dans  la  seciimle  Partie  du 
WSltlletin.   des  rcclieiches  conlenues  dans  le  Volume   r|ue  ptiMic 
^Jf.  Boussincsq;  elles  ont  été,  en  elTct,  pour  Is  plupart,  analysées 
^r  l'auteur,  dans  de  nombreuses  Communications  à  l'Académie 
les  Sciences,  et,  à  ce  titre,  signalées  dans  notre  recueil  :  nous  nous 
tonlenterons  donc  d'en  rappeler  ici  brièvcnfient  l'objel. 
i  Ces  recherches  se  rapportent  à  deux  problèmes  :  le  problème  de 
nquililire  d'un  solide  limité  par  un  simple  plan,  et  soumis  en  di- 
Tfers  points  de  ce  plan  à  des  pressions  arbitraires,  et  le  problème 
Ve  l'équilibre  d'un  corps,  indéHni  dans  toutes  les  directions,  sur 
lequel  s'exercent,  en  certaines  régions  limitées,  des  forces  exté- 
rieures quelconques.  Dans  les  solutions  que  propose  M.  Boussi- 
>  oesq  s'iutroduisentdivers  potentiels,  relatilsà  des  musses  fictives  : 
Ile  potentiel  ordinaire  ou  potentiel  inverse  /  —len  désignant  parr 
B  distance  du  point  x,y,  s  à  un  point  a,  b,  c  de  l'élément  dm  de 
k  masse  fictive,  le  potentiel  logarîtbmique  à  trois  variables 

B  potentiel  direct  frdm  jouissant  de  celte  propriété  que  le  para- 
pèlre  dill'érentiel  du  second  ordre  de  son  paramètre  différentiel  du 
:ond  ordre  soil  égal  à  —  8n3,  le  potentiel  spbérîquc  à  quatre 
iriables  jt,  y,  z,  r,  jouissant  de  cette  pr<)priéLé  que  son  para- 
ifclrc  dirféreniiel  A,  est  égal  à  sa  dérivée  seconde  par  rapport  à  la 
Jitatrième  variable  r. 

[  M.  Boussiuesq  fait  avec  détail  l'étude  analytique  de  ces  divers 
iDtcntiels,  dont  les  dïrivées  figurent  dans  les  expressions  des  dé- 
lacemeuts;  les  masses  fictives  sont  d'ailleurs,  suivant  les  pro- 

,  il  dcu\  ou  trois  dimensions. 
,  Voici  les  titres  des  divers  Chapitres  qui  composent  le  Livre  : 

1 1.  Equation  din'érentiellc  de  l'équilibre  d'un  sol  élasliquc  lic- 
Hull.  det  Sciences  mathém.,  v  siirîc,  l.  IX,  (Mai  iKgj.)  ., 
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rizontal  homogène  cl  isotrope,  dont  la  surface  supporte  des  pres- 
sions données  ou  éprouve  des  déplacements  connus. 

II.  Intégration  de  ces  équations  par  le  moyen  de  certains  poten- 
tiels logarithmiques  se  rapportant  à  des  couches  minces  de  ma- 
tière étendue  sur  la  surface  du  corps. 

III.  Valeurs  des  déplacements,  des  déformations  et  des  pressions 
intérieures,  quand  les  potentiels  se  réduisent  à  un  seul  de  leurs 
éléments. 

IV.  C^alcul  des  dépressions  que  produisent,  à  la  surface  d'un 
sol  horizontal  ou  d*un  corps  élastique  plan  d*une  largeur  ou  d'une 
profondeur  indéfinies,  des  pressions  intérieures  normales,  réparties 
diversement.  Kelour  à  la  théorie  générale  de  Téquilibre  d'un  tel 
corps,  pour  les  cas  où  les  pressions  exercées  sont  obliques. 

V.  Sur  la  manière  dont  se  distribue,  entre  les  diverses  parties 
de  la  surface  de  contact*  la  pression  d*un  solide,  qui  pèse  sur  un 
sol  horizontal,  ou  qu'une  force  connue  pousse  normalement  contre 
un  iH^rps  élastique  de  dimensions  beaucoup  plus  grandes  que  celles 
de  la  zone  touchée. 

VI.  Ktude  des  ^volenliels  pour  les  points  intérieurs  aux  masses 
correspondantes  ou  potentiantes. 

Vil.  Equilibre d  élasticité  d*un  solide  indéfini  sollicité  dans  une 
étendue  finie  par  des  forces  extérieures  quelconques. 

MU,  Sur  les  perturL>ations  locales  dans  la  théorie  de  l'élasticilé 
et  sur  lu  p\>ssibililé  pour  le  géomètre  de  remplacer  des  forces 
données,  sVxervant  sur  une  petite  partie  d'un  solide,  par  d'autres 
tor\^os  statiquement  équivalentes,  appliquées  à  la  même  région, 
trt^s  jHi^tites  en  tous  sens. 

Il  nous  rvsle  ù  jvirler  des  Notes  de  rOo%Tagc.  L'une  est  consa- 
crée AU  |H>tentiel  spkérique  dont  il  a  déjà  été  question  plus  haut; 
r^iuteur  sVu  sert  en  particulier  pour  intégrer  Téquation  du  soo. 
l  ue^jiutr^  Note  se  rjpporte  ù  nolêp^tîoa  d'équations  aux  dérivées 
|v*rtielles  dont  le  t\|Hr  jcênêral  est 


i 


I  s,  a  sont  les  vnriables  indépendanlcs  et  A  une  consUtntc. 
il.  Boussiiiesq  y  parvient  en  parinnl  tie  la  considération  de  Tinté- 

ni  joiiildc  la  propriété  siiîvante  : 

La  méthode  exposée  est  ensuite  appliquée  A  divers  problèmes 
t  Physique  et  de  Mécanique.  i  .  T. 


MÉLANGES. 

FDnËRAILLES     DE    U.     SERRET, 


DISCOURS  DE  M.  C.  JOtlDAN, 

La  Section  de  Ciéomélrie  est  singulièrement  éprouvée.    Un  an 

(«'est  à  peine  éconlé  depuis  que  nous  avons  eu  la  douleur  de  perdre 

U.  Paisenx,  qu'une  longue  et  cruelle  maladie  venait  de  ravir  à  la 

î  et  à  l'Institut,  et  voici  qu'un  de  nos  ConTrères  les  plus 

IStciens  et  les  plus  justement  illustres  nous  est  brusquement  enlevé. 

M.  Serret,  dont    la  mort  laisse  aujourd'hui   un    si   grand  vide 

lous,  est  né  y  Paris  le  3o  août  iSiç).  Entré,  après  de  bril- 

Hknteâ  éludes,  à  l'École  Polytechnique,  il  en  sortit  dans  le  service 

a  Tabacs  ;  mais  cette  carrière  convenait  peu  à  cet  esprit  passionné 

Boar  les  pures  spéculations  des  sciences  abstraites,  il  ne  tarda 

à  donner  sa  démission  et  entra  comme  examinateur  à  Sainte- 

irbe.  Dès  ses  premiers  pas  dans  l'enseignement,  le  succès  le  plus 

Eclatant  vint  couronner  ses  efl'orts  et  lui  montrer  qu'il  avait  trouvé 

.  En  1843,  à  peine  âgé   de  vingt-neuf  ans,    il  fut  nommé 
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examinateur  d'entrée  à  TÉcole  Polytechnique.  Il  remplit  ces  diffi- 
ciles fonctions  pendant  quatorze  ans,  à  la  grande  satisfaction  des 
candidats,  dont  Thumble  suffrage  n'est  pas  toujours  à  dédaigner. 
Ceux  qui  ont  passé  par  ses  mains  aiment  encore  à  se  rappeler 
aujourd'hui  sa  bienveillance,  son  impartialité,  la  promptitude  et 
la  sûreté  doses  jugements. 

M.  Serret  commençait  dès  la  même  époque  la  publication  des 
beaux  travaux  qui  lui  ont  assigné  une  place  éminente  parmi  les 
géomèlres. 

Le  premier  Mémoire  qu'il  ait  présenté  à  TÂcadémie  a  pour 
objet  la  représentation  géométrique  des  fonctions  elliptiques  et 
ultra-elliptiques.  Partant  de  cette  propriété  de  la  lemniscate,  dont 
rimportance  n'avait  pas  été  soupçonnée  avant  lui,  que  les  coor- 
données d'un  point  de  cette  courbe  peuvent  s'exprimer  rationnel- 
lement par  des  fonctions  elliptiques  de  l'arc,  M.  Serret  ne  se  pro- 
pose rien  moins  que  de  déterminer  toutes  les  courbes  qui  jouissent 
de  ce  caractère  et  montre  qu'il  en  existe  une  inGnité. 

L'impression  produite  par  ce  beau  travail  fut  considérable,  et 
Ton  sentit  dès  lors  que  la  place  de  l'auteur  était  marquée  à  l'In- 
stilul. 

Le  Mémoire  sur  les  surfaces  orthogonales,  qui  parut  peu  de 
loinps  apW^s  dans  le  Journal  de  Liouirilley  ne  fut  pas  moins 
iomai\]ué:  il  eut,  d'ailleurs,  la  bonne  fortune  de  servir  de  point 
lie  départ  à  de  nombreuses  recherches;  plusieurs  de  nos  meilleur*» 
j^vomèlres  doivent  à  leurs  études  sur  celle  belle  question  le  com- 
mencement de  leur  réputation. 

^L  SerrtM  a  consacré  à  la  théorie  générale  des  courbes  gauches 
et  des  surfaces  plusieurs  autres  Mémoires*  véritables  modèles 
dVIégunce  et  de  clarté,  comme  tout  ce  qui  est  sorti  de  sa  plume. 
Parmi  les  l^eauv  rt*sultals  qu'ils  renferment,  on  doit  signaler  par- 
ticulièivmont  la  détermination  des  surfaces  qui  admettent  une 
série  de  lignes  de  courbure  sphériques. 

Ijc  Mémoire  sur  une  classe  d'équations  diflerenlielles  simulta- 
nées qui  se  rattachent  à  la  théorie  des  courbes  à  double  courbore 
]mrul  dans  le  Tome  \\  III  du  Jotirnai  de  Lioit%rilie  et  doit  être 
iissuivmont  compte  parmi  les  œuvres  capitales  de  notre  regretté 
ContW^n*.  1^  théorie  de  ces  s\slème5  singuliers  d'équations  diflfé- 
ivntielies.  que  l^grange  a\ait  entre\us  sans  en  achever  Tétode. 
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yrme,  en  elTcl,  un  cliapilrc  nouvpaii  et  Lm[torliinl  ajoud'  iiii  (Calcul 
ilé^ral. 

Choisi,  en  iS.^i),  pniir  siippk-er  M.  Frunca'iir  dans  lu  c.hairir 
'AIgtbre  à  la  SorUonne,  M.  Serret  s'v  monlra  à  la  fois  géoméirc 

lÎDcnl  et  professeur  incomparable.  De  ces  savantes  leçons  f^sL 
c  ce  Cours  ff  Algèbre  supérieure  dont  Iroîs  cililions  successives 
l'ont  pas  épuisé  le  succès  et  qui  jouit  d'une  autorité  sî  incon- 

■tèe  dans  tout  le  monde  savant,  ii  Ce  n'est  pas  un  livre  siii- 
Algèbre,  c'est  le  livre  » ,  nous  disait  un  jour  un  géomctlre  étranger 
iterprète  du  sentiment  public.  Ce  bel  Ouvrage  est,  en  effet,  le 
aide  indispensable  pour  quiconque  veut  aborder  la  tliéorîe  des 
^uatîons.  Il  réunit,  dans  une  exposition  lumineiise,  à  l'ensemble 
ES  résultats  obtenus  jusque-U  dans  cette  branche  de  la  Science, 
lute  une  sério  de  recherches  originales  et  importantes  sur  les 
iverses  théories  qui  s'y  rapportent,  et  principalement  sur  celles 
es  substitutions  et  des  congruences. 

En  i85(),  M.  Servet  rentra  à  la  Sorbonne  comme  suppléant  de 
I.  Le  Verrier  h  ta  chaire  d'Astronomie.  Ce  nouveau  champ  ouvert 

son  activité  ne  fut  pas  moins  fécond  que  les  précédents.  Un 
i^moire  classique  sur  l'équation  de  Kepler  et  d'iniporlanles 
icherches  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  en  furent  le 


Tant  de  travaux  ne  pouvaient  rester  sans  récompense.  M.  Serret 
evini  successivement  professeur  de  Mécanique  céleste  au  Collège 
France,  professeur  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à  la  Sor- 
Dnne  et  Membre  du  Bureau  des  Longitudes;  enfin,  le  i<)  mars 
860,  il  fut  appelé  à  succéder  à  M.  Poinsot  dans  la  Section  de 
réométrie. 

Celte  haute  situation,  si  légitimement  acquise,  et  dont  il  ne  se 
jrvil  jamais  que  dnns  l'intérêt  de  la  Science,  mît  en  pleine 
imîère  les  qualités  de  son  caractère  bon,  scrviable  et  bienveillant. 
on  content  d'encourager  les  jeunes  gens  de  ses  conseils  et  de  son 
ipuï,  il  prît  une  part  prépondérante  à  la  fondation  et  à  l'organi- 
itîoD  de  l'école  des  Hautes  Eludes,  dont  nous  pouvons  apprécier 
>jourd'hui  les  utiles  résultats.  C'est  également  à  lui  que  nous 
tvnns  la  l)ellc  publication  des  (lEui'res  dp  Lngrnnge,   digne 
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^ne  d'apoplexie  foudroyante,  de  la  façon  la  plus  Irsgiquc,  en 

rendant  à  la  dernière  séance  de  l'Académie. 

Nul  n'a  ressenti  plus  douloureusement  que  inoî  les  effets  de 

it  aOifeuK  événemenl  :  j'étais  le  camarade  de  promotion  de  Serret 

l'École  Polytechnique;  depuis  plus  de  quarante  ans,  nous  étions 

is  par  la  plus  étroite  amitié,  et  souvent,  réunis  dans  l'intimilé 

I  sa  charmante  l'amille,  aujourd'hui  si  désolée,  nous  aimions  à 

DUS  entretenir  des  années  de  notre  jeunesse,  à  nous  rappeler  nos 

I  premiers  efforts.   Vous  comprendrez  dono 

léniotiun    qui    m'élreint,  quand    je  pense   que   c'est  devant  une 

mbe  et  pour  des  adieuv  éternels  que  j'ai  mission  de  parler. 

Laissez-moi   d'ahord    rappeler   combien  était   digne  de  vous 

nenl  et  cher  Confrère  que  nous  avons  perdu. 

Alfred  Serret  fut  nommé  élève  à  l'École  Polytechnique  à  la  suite 

j  concours  de  18^8.  Dès  les  premiers  classements,  il  s'accusait 

(omètre;    qu'une  difficulté  se  présentât,  nous  allions  la  lui  sou- 

icttre,   la  solution  était   immédiate  et  nos  jeunes  suffrages  lui 

ni  dans  l'avenir  les  portes  de  l'Institut. 
Classé  à  la  sortie  de  l'École  d'abord  dans  l'artillerie,  puis  dans 
idcninislration  des  Tabacs,  il  ne  tarda  pas  à  renoncer  auv  car- 
s  de  l'Ëtat  pour  se  consacrer  tout  entier  à  la  Science  ni  à  l'en- 
tignement;  une  vocation  irrésistible  l'entraînait  déjà  de  ce  côté. 
Le  premier  travail  de  Serret  est  une  Note  publiée  en  184a 
leusans  après  sa  sortie  de  l'École  Polytechnique),  et  qui  a  pour 
bjet  une  représenlalion  j;éoniétrique,  très  originale  et  très  élé- 
inte,  des  fonctions  F  d'Euler.  Peu  de  temps  après,  il  s'occupa 
'une  série  de  questions  analogues,  mais  beaucoup  plus  ardues, 
r  les  intégrales  eulériennes,  sur  les  fonctions  elliptiques  et  ultra- 
Iliptiques,  sur  la  représentation  de  ces  fonctions  par  les  arcs  de 
Grtaines  courbes  dont  il  donna  la  définition  et  la  remarquable 
Snération. 

Tous  ces  travaux,  où  de  sérieuses  diflicultés  sont  surmontées 
n  rare  bonheur,  fixèrent  l'attention  des  géomètres.  Liou- 
ille,  dont  l'opinion  avait  alors  force  de  loi,  les  accueillit  avec 
Oge,  les  Inséra  dans  son  Journal  de  Mttthénmlitjues  cl  en  fil 
>t)jet  de  plusieurs  Rapports  à  l'Académie,  concluant  tous  à  l'in- 
S'iîun  dans  le  Itecitpil  e/ex  Sm-iiiirs  rtrangers.  Serret  prenait 
Osi  place  parmi  les  rf[irrsenlaiils  les  plus  autorisés  de  la  Science 
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mathématique  en  France;  et,  en  1848,  ayant  à  peine  vingt-neuf 
ans,  il  figurait  sur  une  liste  de  présentation  faite  à  P Académie 
parla  Section  de  Géométrie. 

A  partir  de  cette  époque,  rien  n^arrête  Serret  dans  la  voie  des 
découvertes  :  doué  d'une  puissance  d^invention  vraiment  rare,  se 
livrant  avec  ardeur  à  un  travail  excessif,  et  qui,  hélas!  a  dû  cer- 
tainement avancer  le  terme  de  sa  vie,  il  publie  sans  interruption 
pendant  plus  de  trente  ans  une  série  de  travaux  sur  toutes  les 
branches  des  Mathématiques  :  l'Algèbre  supérieure,  la  Théorie 
des  nombres,  le  Calcul  intégral,  la  Géométrie,  la  Mécanique, 
l'Astronomie.  Je  voudrais  pouvoir  m'étendre  longuement  sur  ces 
travaux,  remarquables,  que  Tauteur  me  communiquait  souvent 
lui-même  avant  leur  publication,  que  j'ai  lus  et  relus  avec  un  inté- 
rêt toujours  renouvelé  et  que,  depuis  le  funeste  événement,  mon 
esprit  se  retrace  d'ensemble  avec  la  plus  vive  admiration  ;  mais  le 
lieu  ne  permet  pas  un  pareil  développement  :  je  me  bornerai  à  dire 
que  l'œuvre  de  Serret  constitue  un  des  bagages  scientifiques  les 
plus  considérables  de  notre  temps,  et  que,  par  le  choix  des  ques- 
tions traitées,  l'habileté  et  la  profondeur  des  moyens  employés, 
l'élégance  et  la  clarté  de  l'exposition,  elle  fournit  aux  jeunes  géo- 
mètres, qui  veulent  grandir,  un  précieux  ensemble  de  modèles  à 
suivre. 

Comme  la  plupart  des  carrières  bien  remplies,  celle  de  notre 
regretté  Confrère  présente  plusieurs  aspects  différents.  En  même 
temps  que  l'inventeur  fécond  et  le  travailleur  infatigable,  on 
trouve,  chez  Serret,  l'homme  utile  qui  sait  mettre  en  œuvre,  au 
grand  profit  de  tous,  les  ressources  naturelles  ou  acquises  de  son 
esprit. 

Chargé  d'abord  des  examens  d'entrée  à  l'École  Polytechnique 
et  déployant,  dans  ces  délicates  fonctions,  un  très  grand  tact  et 
une  rare  sûreté  de  jugement,  il  ne  tarde  pas  à  être  nommé  :  à  la 
Sorbonne,  successivement  professeur  suppléant  d'Algèbre  supé- 
rieure, professeur  suppléant  d'Astronomie,  professeur  titulaire  de 
Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral;  puis,  au  Collège  de 
France,  professeur  de  Mécanique  céleste. 

Qui  de  nous  n'a  présents,  à  cette  heure,  les  souvenirs  qui  se 
rattachent  au  passage  de  Serret  dans  ces  chaires  diverses?  De 
même  que,  simple  élève  à  l'Ecole  Polytechnique,  il  dissipait  déjà 
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les  premières  obscurités  de.  la  Science,  de  môme,  professeur  à  la 
Facullé  et  au  CoIli'{;e  de  France,  le  vovaîl-on,  mis  aux  prises  avec 
Jes  difficultés  de  premier  ordre,  let  aplanir  avec  une  simplicité 
telle  cl  rendi-c  touL  si  clair,  ijue  l'auditeur  soupçonnait  à  peine 
qu'il  venait  de  franchir  l'obstacle  qui  l'avait  d'abord  elfrayé. 

Oui,  Serrct  avait  au  plus  haut  degré  les  qualités  du  professeur 
accompli  :  zèle  à  toute  épreuve,  clarté,  ordre  et  méthode,  grande 
facilité  de  psrolc,  entbousiasme  coinmnoicaiif. 

Mais,  à  cûté  du  chercheur  profond  et  de  l'éminenl  vulgarisateur, 
il  y  avait  encore,  je  puis  le  dire  plus  qu'un  autre,  l'homme  aimable 
et  bon,  le  causeur  spirituel  cl  bienveillant,  l'ami  constant  et 
dévoué,  et  en  munie  temps  aussi  l'énergique  mililaul  dans  les 
questions  où  l'honneur  scientifique  était  engagé. 

Ah!  s'il  est  vrai  que  trop  souvent  les  jours  des  hommes  d'élite 
sont  comptés,  combien  la  iamitle,  les  nombreux  amis  de  Serret 
devaient  craindre  qu'il  ne  fût  enlevé  trop  tôtl 

Depuis  dix  années  déji'i,  l'inique  sentence  semblait  le  menacer 
san&  cesse.  Nous  suivions  tous  avec  angoisse  l'affaiblissement  pro- 
gressif de  celte  belle  intelligence,  el  cependant  c'était  encore  pour 
ses  Confrères  un  reste  de  joie  que  de  le  revoir  chaque  semaine  à 
l'Académie,  au  milieu  d'eux;  cette  satisfaction,  il  la  partageait tui- 
méme  au  point  de  n'en  vouloir  rien  perdre  ;  mais  elle  devait  avoir 


i  mort  est  venue  tran- 
I  ordinaire  des  choses  eût 


c  de  ma  tùche,  il  m'en 
noment  où  cette  tombe 


pour  tous  un  terme,  hélasl  trop  proche 
cher  subitement  une  vie  dont  le  coui 
rendu  déjà  la  fin  prématurée. 

J'ai  terminé  la  partie  la  moins  péi 
reste  la  plus  douloureuse  :  cher  ami,  e 
va  se  fermer  sur  toi  pour  toujours,  tes  Collègues  de  l'Académie  et 
de  la  Fatuité  des  Sciences  t'apportent  le  suprême  adieu,  et  du 
fond  de  leur  cœur  attristé  t'adressent  ces  dernières  paroles  :  Si 
lon  existence,  comme  savant,  comme  ami  el  père  de  famille,  a  été 
trop  courte  pour  la  Science  et  pour  l'affection,  si  elle  est  tout 
entière  pour  ceux  que  tu  laisses  un  songe  à  réveil  cruel,  du  moins 
lu  as  assez  vécu  pour  fonder  la  durée  de  ton  nom,  que  rendent 
impérissable  tes  actions  et  tes  travaux. 

Quant  à  moi,  m'associant  à  ta  famille  à  jamais  inconsolable  et 


désormais  privf 
d'elle,  .pi'il  me 


5   JOl 


i  bien  répandre  autour 

■r  Serrct,   ton  souvenir 


"-    -^ 


dfa 
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vivra  élernellemenl  dans  le  cœur  de  Ion  vieux  camarade,  de  ton 
ami  de  quaranle-cinq  ans  qui,  en  te  perdant,  perd  ses  plus  chères 
afleclions. 

DISCOURS  DE  M.  PAYE, 

AU     non     DU     BUREAU     DES     L0!fGITUDE8. 

Messieurs, 

Le  Bureau  des  Longitudes  tient  à  adresser  un  dernier  adieu  à 
M.  Serret  dont  il  regrette  profondément  la  fin  prématurée.  Il 
n'oubliera  jamais  les  services  que  M.  Serret  lui  a  rendus  dans  des 
circonstances  difliciles.  Il  sait  qu'il  n*a  pas  tenu  à  lui  de  nous  en 
rendre  bien  d'autres  encore.  Mais  le  coup  fatal  qui  l'a  frappé,  il  y 
a  une  dizaine  d'années,  a  brusquement  interrompu  sa  brillante 
carrière.  Du  moins  M.  Serret  retrouvait-il  avec  nous,  dans  un 
cercle  restreint  de  Collègues  amis,  quelque  chose  de  ses  brillantes 
facultés.  11  suivait  attentivement  nos  travaux,  il  intervenait  dans 
nos  discussions,  d'une  manière  brève,  mais  toujours  droite  et 
nette  qui  nous  prouvait  que  son  esprit  et  son  aflection  pour  nous 
étaient  restés  intacts. 

Parfois  même  nous  nous  prenions  à  espérer  que  le  temps  et  les 
soins  pieux  dont  il  était  entouré  dans  son  aimable  et  digne  famille 
nous  le  feraient  retrouver  tout  entier.  Hélas  !  c'est  la  mort  qui  l'a 
frappé  au  moment  où  nous  nous  plaisions  trop  à  oublier  ses  me- 
naces. 

C'est  pour  nous  du  moins  une  consolation  que  de  pouvoir  nous 
dire  que  nos  réunions  lui  ont  procuré  chaque  semaine,  jusqu'à  la 
dernière,  les  satisfactions  intellectuelles  qu'il  pouvait  encore  goûter 
et  qu'il  aurait  si  bien  mérité  d'avoir  complètes. 

Adieu,  cher  Collègue  et  ami  :  tous,  nous  saluons  avec  attendris- 
sement vos  dépouilles  mortelles! 

DISCOURS  DE  M.  RENAN, 

AI'  NUM  DC  COLLÈGE  DE  FRANCE. 

Messieurs, 

1^1  mort  a  d'étranges  surprises.  Dimanche,  vers  une  heure  de 
l'après-midi,  M.  Serret  assistait  à  rassemblée  des  professeurs  du 
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Collège  de  France,  suivait  les  discussions  ii  l'ordre  du  jour,  tra- 
vaillait avec  nous  à  rt-parer  les  perles  sensibles  que  nous  avons 
subies  eu  t'es  derniers  temps;  cl  lundi,  vers  In  même  heure,  la 
t»ort  venait  le  frapper,  si  subite,  si  peu  annon<:ée,  qu'aucune  des 
personnes  qui  l'aiinaienl  n'était  lu  pour  recevoir  sou  dernier  sou- 
pir. [I  faut  fcUeiler  ceux  que  la  clémence  du  son  soustrait  ainsi  aux 

lertumes  des  suprêmes  déchirements.  Mais  le  toup  pour  ceux 
qui  restent  est  bien  rude.  Il  est  rude  surtout  quand  celui  que  l'on 
,perd  s'est  attiré  l'affection  de  tous  pur  le  charme  de  son  commerce, 
rNlTabilité  de  son  caraclère,  sa  constante  et  universelle  bonté. 

Voué  de  bonne  heure  à  ces  hautes  spéculations  abstraites  qui 
semblent  tirer  l'honinte  hors  de  la  planète  qu'il  habite  et  le  rendre 
iadifférent  aux  joies  et  ans  tendresses  de  la  vie,  M.  Senet  garda 
le  meilleur  des  liens  avec  la  réalilé  :  celui  d'une  amabilité  char- 
mante pour  loLii  ce  qui  l'entourait,  d'nne  sympathie  générale  qui 
le  laissait  froid  à  rirn  de  ce  qui  est  bun,  droit  ou  grand.  Qui 
le  sait  mieux  que  celte  famille  si  di'vouce,  à  laquelle  il  a  donné  et 
de  laquelle  il  a  reçu  tant  de  bonheur?  Ses  collègues  et  ses  con- 
frères ne  goûtaient  pas  moins  vivement  sa  cordialité,  sa  loyauté, 
son  di^sir  de  plaire  el  de  rendre  service. 

L'extrême  variété  des  sciences  enseignées  dans  un  institut  comme 
le  nôtre,  qui  représente  le  travail  original  de  l'esprit  humain  dans 
toute  son  amplitude,  nous  rend  parfois  bien  incompétents  quand 
Il  s'agit  déjuger  les  travaux  spéciaux  de  dos  collègues.  Mais  il  y 
a  quelque  chose  que  nuus  savons  tous  apprécier,  c'est  la  valeur 
des  hommes  et  des  esprits.  Pesé  à  ces  deux  balances,  Serre t  n'avait 
pas  h  craindre  d'être  trouvé  trop  léger.  Sa  manière  d'enseigner 
frappait  tons  ceux  qui  avaient  assisté,  ne  filt-ce  qu'en  profanes,  à 
une  de  ses  leçons.  On  ne  vit  jamais,  dans  une  chaire  transcen- 
dante, pareille  clarté,  pareil  entrain.  On  sentait  une  entente  pro- 
fonde de  la  mnlièro,  un  ardent  amour  du  sujet,  un  génie  qui  se 
jouait  dans  les  formules  les  plus  hautes,  dans  les  combinaisons 
les  plus  ardues. 

Faut-il  que  d'aussi  lumineuses  intelligences  disparaissent!  On 

;  se  cousole  de  ces  dures  leçons  infligées  à  notre  orgueil  qu'en 

songeant  que  la  science  est  éternelle,  qu'elle  n'est  point  asujeltie 

lois  fatales  de  notre  fragilité.  Ce  que  nous  n'avons  pas  le  temps 

de  faire,  d'autres  le  feront.  Ces  monuments  immenses,  ou  plutâl 
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14"  La  fonction  'f  (x)  donne  aussi  ce  résultat 

dr  P  smx  -f-  Q  cosj^ 


/; 


Soit 


tangar  =  


x^ 
I 


^6-.  T^ 


a/l  — î—  rr j 


OÙ  --.— ^  signifie   tout  le  reste   de  la   fraction,   et  Ro  =  —  sinx, 

R,  =  a:  cosx*  —  sin  j:.  Alors,  pour  un  nombre  quelconque  /i  >  i, 
on  peut  démontrer  aisément  qu^on  a 

(I)  R«  =  (2/i  — i)R;»-,  —  a:«R;,_,, 

La  première  de  ces  formules  montre  que  R„  est  de  la  forme 

R;,  =  P^  cosx  —  Qij  siniT, 

où  P,|  et  Q„  sont  des  polynômes  entiers  en  x. 
Par  la  même  formule  on  trouve 

P„  =  (2/l-l)P„-i--X«Pn.„ 

Q„  =  (2/1  —  i)Q«_i  —  a7«Q«_,, 

d'où  résuUe  que  P/i  et  Q„  sont  le  numérateur  et  le  dénominateur 

de  la  n^^^^  réduite  de  la  fraction  continue  proposée.  En  outre,  on 

aura 

P/,Q«-i-P«-iQ«  =  ^»«-'. 

Et  maintenant  posons 

et  cherchons  l'intégrale 

dx  /V*"  dx 


r  dx    _  rx^»d 
J  ?2Ôô  "J  "RJ" 


En  multipliant  sous  le  signe  de  l'intégrale  le  numérateur  et  le 
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dénominateur  par  l\n-t  et  observant  que  R),  =  jcR«_i,  nous  ob- 
tiendrons 

ou  biVn 

r  dx    _         I  r    dx 

d'où  Ton  conclut  immédiatement 
r        dx i__ 


I  I 


et  ce  résultat,  à  Taide  de  Tidentité 
P,„  sina"-i-  Q,n  cosx       Pw-i  sinj?-4-Q,„_|  cost  i 


—  cotar, 


R/w  Rm-i  ?/«(^)<pm-i(^) 

se  réduit  à 


/dx     ^  P„  sinar  —  Qn  cos^r 
oft(x)  ""  P„  cosa:  — Qrt  sina:' 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
Remarquons  maintenant  que 


et  diflerentions  l'expression  j:*+*  tfi(^ax)^m{bx)^ 
_  [ar*-+^icp/(ax)cp,„(6j:)] 


d'où 


—  ar^-»-ï[acp/_,(ajr)9;„(6ar)-h6tp/(aa:)cp;„_t(6j7)|, 

{/•  —  / —  m  -î-  i)   /  x^'^i{ax)o,n{bx)dx 

=  x^'-^^o/(ax)Ofn{bx)-^-  a  1  x^^^r^i^i{ax)f^fn^bx)dx 

-h  b  I  x^-^^oi{ax)^,n-\{bx)dx. 
A  l'aide  de  cetlc  formule  l'intégrale 

j  ^n{ax)^„(bx)dx 
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se  réduit  successivement  à  une  fonction  linéaire  des  intégrales  de 
la  forme 


/  x^^i(ax)'^n-i(b^)dx, 


où  i  doit  avoir  les  valeurs  suivantes  :  o,  1,2,  ...,/?. 
Toutes  ces  intégrales  se  trouvent  par  les  règles  connues, 

Saint-Pétersbourg,  18  février  i885. 


NOTE  DE  M.  HERMITE. 

Dans  le  tome  76  du  Journal  de  Borchardt  (p.  3o3),  j'ai  re- 
marqué que  les  expressions 

P  cos  X  —  Q  sin  x^  et  P  sin  ir  -4-  Q  sin  x 

sont  les  solutions  de  Téquation  de  Bessel 

d^y       j.n  dy 
dx^         X    dx 

C'est  ce  qui  m'a  conduit  aux  résultats  dont  M.  ObrastzoiT  a 
donné  une  démonstration  élémentaire  qui  annonce  un  beau  talent 
d'analyste  dans  son  jeune  auteur.  Qu'on  fasse  en  effet 


y=-^.> 


on  aura,  comme  on  sait,  la  nouvelle  relation 

d^z 


à  laquelle  satisfait  par  conséquent  la  fonction  z^=  C5(\r).  Posant 
donc 


ces  expressions  vérifieront  les  conditions  suivantes  : 


d^u 
dx* 

dxi 


i36  PREMIÈRE  PARTIE. 

Or  on  en  lire 

cl,  par  conséquent^ 

■ 

ce  qui  donne  sous  forme  explicite  la  valeur  de  l'Intégrale 

f^(ax)  ^{bx)dx. 

Supposons  ensuîle  a  =  b  =  i,  nous  devrons  prendre,  pour  u 
etr,  les  deux  solutions  de  la  même  équalion,  c'est-à-dire 

Pcosar  —  Q  siiîjr 

u= , 

x^ 

Psinj*  -H  Q  cosrr 

v=  -^^ ; 

a?» 

alors  de  la  relation 

dv         du  __  p 

dx  dx  "^ 

on  conclut  immédiatement 

rdx  _  V 

ou  bien 

r  dr  P  sin.r-i- Qcosj: 

J  ^*(x)       P  cosa?  —  Qsinar 

Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  déterminer  la  constante  C,  dans 

l'équation 

dz  dz\  p 

""'  di'^^lbc'-^' 

et  à  prouver  qu'elle  a  pour  valeur  l'unité.  Je  remarque,  dans  ce 
but,  que  les  expressions 

-_  21,     ^  -Il 
donnent  d'abord 


ds  dz\  I 

"^  dx       ^  dx 


x^^Y     dx      -^  dx  ) 


et  ensuile  que  Ton  a  {Journal  dr  Borchardt^  t.  76,  p.  3o4) 
Vi  =  P  >\nx  -h  Q  cosx  —  p  -t-  ^'j----. . . 


..  cc,,k-vc-lo|,,.c™„.,,-c-«mL.,|,K.,o.n!,l»,|uanl,kv,--^-jj, 
terme  du  dcgi-é  le   moins  tlevii,  qui  provienl  de  yi-^'  esl 
n -l- i)cf^ x'" ;  nous  avons  donc  G  ^(an  +  i)«p.  J'ai  oblenti 
l'ailleurs,  dans  l'urticlc  cittî. 


--3.S.7,..a»-n' 

[uant  au  coefficicnl  ^,  c'est  précisémcnl  le  terme  constant  dans  le 
polvgonc  Q,  qui  est  égal  à  3,5.7- ..  an  —  '»  "'"*'  qu'on  le  voit 

isémeni  ;  on  a  donc  bien  G  =  i ,  comme  nous  uons  ôlions  proposé 

cl*étal,lir. 


me  DROITE  QDI  SE  DÉPLACE  DE  FAÇON  QDE  TROIS  HE   SES  POINTS 
RESTENT  SOa  LES  FACES  DUN  TRIÈDRE  TRIRECTANGLE  ; 
[■tu  M.  A.  MA.\i\IIEI^I. 

M.  Darljou\,  en  terminant  une  Ccmmimlcatinn  qu'il  a  faîte  à 
l'Académie  des  Sciences  sur  une  Nouvelle  di'Jinition  de  la  surface 
tes  ondes  (séance  du  aS  février  iS8i),  a  énoncé  une  élégante 
proposition  coacernanl  une  droite  qui  se  meut  de  façon  que  trois 
le  ses  points  restent  sur  les  faces  d'un  trièdrc  trirectangle.  Je  vais 
lémonlrer  géométriquement  une  partie  de  cette  proposition,  ainsi 
'  '  1  complément  que  vient  de  me  faire  connaître  M.  Darbous 
)  qu'il  avait  donné  dans  son  Gours  à  la  Sorbonne. 
Soient  o.r,  oy,  oz  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  et  D  une 
roïle  mobile.  Celte  droite  rencontre  eu  a  la  face  du  inèdre  per- 
lendlculaîre  à  ox,  en  L  la  face  perpendiculaire  à  y  et  en  c  la  face 
lerpendiculaîre  à  oz.  Les  trois  points  a,  b,  c,  marqués  sur  D, 
tant  assujettis  pendant  le  déplacement  de  cette  droite  a  rester  sur 
es  faces  qui  les  contiennent,  on  sait  avec  Dupin  qu'un  point  quel- 
conque m  de  D  engendre  un  ellipsoïde  [»'].  Menons  respective- 
Beut  des  points  a,  b,  c  les  perpendiculaires  A,  B,  G  aux  faces  du 
triMre.  Ces  trois  droites délerrainentnn  hyperboloïde  (H)  qui  est 
B  lieu  des  normales  aux  surfaces  trajectoires  des  points  de  D. 

On  obtient,  donc  la  normale  en  m  à  l'ellipsoïde  [m\  en  me- 
nant ta  génératrice  de  (H)  quiest  issue  de  m. 

Huit,  des  Scicneci  malhein.,  l'si-ric.  I.  I\.  (Mai  iSB-î.)  ir. 
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lions,  i^l^miiis  le  cône  directeur  de  (H);  parmi  les  gt*néralrices  de 
ce  coiicr    ml    va  celles  qui  sont  parallèles  à  A,  B,  C-  (Zes  droites  for- 
meni  1.1mm     trièdre  trirectangle  inscrit  dans  le  cône  dîrecleur  de  (H). 
On  suit,     «.f  i.i*alors  on  peut  amener  une  arête  de  ce  irièdre  à  coïn- 
cider   im^v-^L^o    une  génératrice  quelconque  de  ce  conc,  sans  que  ce 
iri^ilr*.'*    ^^c^sse  d'être  inscrit  au  cône.  Prenons  pour  arête  de  ce  dièdre 
la  i;ô&m«.'^r^mtrice  parallèle  à  D;  par  le  sommet  du  cône  menons  un 
pUtt  |>^:*m*|>endiculaire  à  celte  droite.  D'après  ce  que  je  viens  de  rap- 
iH'lcr^    %r%^  plan  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  perpendicu- 
ùirt"^   ufc    O  et  perpendiculaires  entre  elles.  Par  suite  : 

Il  %-    ««  tteux  fr^nératrices  de  (H)  qui  rencontrent  D  à  angle 
Kif\^it  *    «*^  *v;p  fénériUrices  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 


l^jn  %^lr^^ile  D*  et  celte  droite  considérée  dans  les  positions  inCni- 
lucvit  v:\>î:i^ine$  quVIle  peut  prendre,  forment  un  pinceau  [D].  Sur 
|>  I0-8-  fo^er^  Je  ce  pinceau  sont  les  pieds  des  génératrices  de  (H), 
.^*^^v*.-.t\^licMbires  à  D.  Ces  génératrices  sont  en  ces  points  les  nor- 
iuaW=^  auv  surfaces  focales  du  pinceau  [D].  Comme  nous  venons 
vlo  »m»v>wlrer  quece*  droites  existent  et  qu'elles  sont  pcrpendîcu- 
jj^^^>^-^  Tune  À  r<àulre«  nous  en  concluons  que  le  pinceau  [D]  est 
u  **  >t»^  /<vvu«  i/tr  normales.  Cela  étant  vrai,  quelle  que  soit  la  position 
j^*    \>^  woas4rri\v>ns  ainsi  à  la  proposition  de  M.  Darboux: 

/   .t  Uf\*ùc  mx^ile  demeure^  dans  toutes  ses  positions,  normale 

Vt^jH^^vUK  /  el  /**  les  tovers  du  pinceau  [D],  F  el  F'  les  nor- 

j^^^^to^  ou  vvs  |H>iuls  aux.  surfaces  focales  de  ce  pinceau.  La  surface 

^  ^  ^   à  Uv|ucHe  la  dr\>ite  O  n*sle  normale,  a  pour  centres  de  coiir- 

l^^,^^  ^-^-  j»*tiK  ijMUX  le^ii  |HMnls/el/',  et  les  plans  de  ses  sections  prin- 

^-  »  k*"-*!**'^  '*'''***^  (H'qvudiculaires  à  F  et  à  F'. 

^  Mwi\  hvHis  à  cvHislruire  /  et /^;  pour  cela  nous  allons  déler- 
%»»  %  i»d'  U"^'  jKUWts  de  rencontre  de  D  avec  la  sphère  (S),  lieu  des 
^^  •>ifcit>»oVx  vlvv'i  lrt\\Ws  Irîreclangles  circonscrits  à  (H). 

%  ^uun  lc>  ^ettcralrtees  de  (H  >•  il  y  en  a  une  C,  qui  est  parallèle 

^     \  '  oi  v|ui  ivuvvwttx^à  angle  dn>il  A  et  B.  Il  y  a  alors  sur  C  deux 

I^K  *  *  i*i>  vU*  1^1  N^*hcr\*  \^il\  IV  même  on  a  une  génératrice  A'  qui  ren- 

^  ^  %  %  %tiv^  li  c^  v^  j^  au^tc  drvnl  et  une  génératrice  B'  qui  rencontre  V 

^  %      \     A   <»»ivU'  vWvil.  Sur  chacune  des  droites  A'.  B\  C\  il  v  a  donc 
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îiix  (H>inU  lie  (S);  celle  splière  tsl  al.irs  dOtcrininiîr,  el  on  |>eiil 
rc  que: 

La  sphcre  (^)  est  circonscrite  au  prisme  droit  rectnnffulaire 
t'on  obtient  en  menant  respectivement  de  chacun  des  points 
urtjués  sur  D  des  pians  parallèles  aux  faces  du  Irièdre  fini 
intiennent  les  deux  autres  points  marqués  sur  D. 

Prennits  le  rectangle,  lace  de  ce  prïsme,  qui  est  dnns  le  plan 
icné  (fil  point  a  piifnllèleiiicnt  ru  plan  des  jry,  et  circonscrivons 
ne  circonférence  à  ce  rectangle.  Cette  circonférence  rencontre 
I  (ieus  points  U  panillèle  menthe  du  point  a  à  la  droite  B.  Par  ces 
K  points  et  les  dcu\  points  de  la  droite  13,  qui  appartiennent  à 
E),  faisons  passer  une  circonférence  de  cercle.  Cette  dernière  cir- 
[ttiférence,  qui  est  dans  le  plan  (D,  B),  coupe  la  droite  Deux  points 
el/'  chorclié?.  Les  droites  issues  de  /  et/',  qui  rencontrent  A', 
,  C,  sont  les  droites  F  el  F'. 

Nous  voyons  ainsi  comment  on  construîl  les  centres  de  cour- 
nre  principaux  de  (S)  sur  la  droite  D.  Les  plans  des  sections  prin- 
îpales  Je  cette  surface,  menés  par  cette  droite,  sont  du  reste  per- 
endiculaires  à  F  et  à  F'. 
Soit  (P)  le  plan  de  la  section  principale  de  S  qui  contient  F. 
éplaçons  inliniment  peu  la  droite  D,  de  façon  qu'elle  reste  sur  ce 
Ji.  Cette  droite  touche  alors  son  enveloppe  en  /,  et  la  normale 
I  ce  point  à  celle  courbe  est  F.  Appelons  l  le  pied  de  laperpen- 
cutaire  abaissée  de  o  sur  D  cl  [/]  la  surface  lieu  des  points,  tels 
G  l,  relatifs  à  tontes  les  positions  de  D.  La  surfiace  [/]  coupe  (P) 
livant  une  courbe  dont  la  normale  en  /  est  la  droite  qui  joint  ce 
DÎot  au  pied  n  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  o  sur  F,  car  cette 
lurbc  est  sur  (P)  la  poduire  de  l'enveloppe  de  D,  par  rapport  au 
ed  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  n  sur  ce  plan. 
Le  plan(P)coupe  le  pian  des,!--  suivant  une  droite  i\  laquelle 
:t  peqicndiculaire  la  projeelion  de  A  sur  le  plan  (  P).  Cette  pro- 
clion  de  A  contient  le  point  j^'  de  F,  qui  est  sur  (P)  le  pied  de  la 
itiéraLrice  de  (  If  )  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  car  A  et  cette  der- 
4re  génératrice  se  rcncunlrent  comme  étant  de  système  dilTé- 
nt. 

Prcuons  maintenaut  le  point  i',  milieu  du  segment  al,  et  la  sur- 
:e  [i],  lieu  de*  points  tels  que  /.  <JeMe  surface  coupe  le  plan  (P) 
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suivant  une  courbe  dont  on  a  la  normale  en  i  en  joignant  le  poiot 
i  au  milieu  du  sej;ment  gn  (  *  ).  Ce  point  milieu  n'est  autre  que/, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  en  vertu  de  ce  ihéorùme  : 

La  génératrice  rfe  (H),  qui  est  parallèle  àD,  est  dans  le  plan 
(o,  D)  à  une  distance  de  D  égale  à  la  distance  du  point  o  à  cette 
droite  {'^). 

Ainsi  la  normale  en  {  à  la  trace  de  [e]  sur  (P)  est  la  droite  D 
elle-mùme. 

On  a  un  résultat  analogue  pour  la  trace  de  [i]  sur  Tautre  plan 
de  section  principale  de  (S);  donc  la  droite  D  est  normale  à  la 
surface  [/].  Ceci  étant  vrai,  quelle  que  soit  la  position  de  D,  la  sur- 
face [/]  n'est  autre  que  la  surface  (S). 

J'ai  ainsi  démontré  celte  partie  complémentaire  du  théorème  de 
M.  Darboux  : 

Les  droites,  telles  que  D,  sont  normales  à  la  surface  lieu  des 
milieux  des  segments  compris  respectivement  sur  ces  droites^ 
entre  le  point  où.  elles  rencontrent  une  des  faces  du  trièdre  et 
la  projection  orthogonale  du  sommet  du  trièdre. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'élégante  proposition  de 
M.  Darboux  m'a  donné  une  nouvelle  occasion  d'appliquer  quel- 
ques théorèmes  de  Géométrie  cinématique  et  d'en  montrer  ainsi 
l'utilité. 


(')  Voir  moa  Cours  de  Géométrie  descriptive,  p.  17'!. 

(')  Ce  théorème  résulte  (ie  ce  que  la  projection  de  D  sur  l'une  quelconque  des 
faces  du  trièdre  est  lu  diagonale  d'un  rectangle  dont  l'autre  diagonale  a  pour 
extrémités  le  point  o  et  un  point  qui  appartient  à  la  projection  sur  celte  roéaie 
face  de  la  génératrice  de  (II)  parallèle  à  D. 

Mars  i883. 
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IIELS-iŒMtlK  AREL.  —  T\di.e\u  I)g  s\  vie  bt  uk  sov  action  NciENTinoi'E. 
[ptr  ('.-A.  Bjcrknesf,  professeur  à  l'Cniversité  de  Clirisliania.  —  Mrmoîrer 
t  de  la  .Société  des  Sciences  pliy  tiques  et  natum/lcs  de  lltirdcatij:,  3' série,  1. 1. 
-  Parle,  Gauihiar-Villops,  i«85. 

■  En   1880,    M.  Bjcrkness  publiait  dans    lu  Ra-ite  samclinave 

tour  ttfssciftices,  les  arts  et  l'industrie,  <!'(Iilée  à  Slockliolm,  une 

lilc  de  Notices  sur  Abel,  Ces  articles,  tout  d'abord  de  caractère 

Blo graphique,  ne  tai'dèi-cnt  pas  ù  prendre  une  tournure  plus  spé- 

iaiCf  plus  scientifique.  De  là,  l'origine  de  ce  livre.  Dans  leur  édi- 

3  des  CCuvres  d'Abel,  MM.  Sylow  et  Lie  signalaient  l'appari- 

ron  de  cette  biographie  d'Abel,  «  biographie  détaillée,  fondée  sur 

l^s  recherches  étendues,  dans  laquelle  M.  Bjerkness  a  tenu  compte 

s  matt^riâux  recueillis  pour  colle  édilion.  Dans  ce  travail  inté- 

KiiDt,  ajoutent-ils,  on  Irouvp  réunies  ii  peu  près  toutes  les  don- 

lécs  accessibles  de  la  vie  d'Abel.  Toul   en  exprimant  le  vœu  que 

Wtte  biographie  soit  bienlàt  traduite  dans  une  langue  plus  généra- 


kment  connue,  nous  devons  fai 


cobse 


rque  n 


e  partageons 


Mis  toutes  les  vues  de  l'auteur,  bien  que  nous  reconnaissions  avec 
^i  que  c'est  à  Abel  en  premiôre  ligne  que  la  Science  doit  la 
lécûuverte  des  fonctions  elliptiques  proprement  dites.  » 

L'édition  française  répond  amplement  aux  vœux  de  MM.  Sjlow 

i  Lie.  Ce  n'est  pas  une  traduction  pure  el  simple  du  travail  pri- 

JBtlir,  c'en  est  plutôt  un  remaniement.  On  doit  savoir  gré  à  M.  Hoiiel 

po  travail  considérable  qu'il  s'est  imposé  pour  amener  ce  livre  à 

I  forme  actuelle,  à  M.   Bjerkness  de  la  peine  que  lui  ont  occa- 

Pionnée  des  corrections  nombreuses,  des  additions  importantes. 

1^  nom   du  traducteur  n'apparaît  pas  dans  l'édition,   nous  le 

regrettons  vivement.  Il  convient  de  citer,  à  ce  propos,  l'extrait  sui- 

une  lettre  de  M.  Bjerkness  au  Président  de  la  Société  des 

icienccs  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux  :  «  Ce  ne  sera  qu'un 

te    de  justice   de  reconnaître   que,    sans  l'active  assistance  de 

.  IIoUcI,  cet  essai  sur  une  époque  importante  dans  l'histoire  des 

-Ogres  de  la  Science  n'aurait  guère  existé  en  français,  ou,  toul 

a  mains,  jamais  dans  son  développement  actuel.  » 

Bull,  ilrt  Srieiicfx  mritfiem.,\i-  ti:-nc,  1.  I\.  (Jiiiii  iSH.i.)  .1 
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Abel  iuBcpi'eii  1825. 

Nicis-Henrik  Abel  est  né  au  presbytère  de  Findo,  diocèse  de 
Cbristiansand,  le  5  août  1802.  Entré  en  novembre  181 5  à  l'École 
cathédrale  de  Christiania,  il  a  en  18 18  pour  professeur  de  mathé- 
matiques Holmbœ.  Ilolmbœ  ne  tarde  point  à  reconnaître. les  apti- 
tudes toutes  spéciales  de  son  élève;  il  lui  apprend  rapidement  les 
éléments,  lit  avec  lui  Vlntroductio  d'Euler,  les  Instiiutiones  Cal- 
ru  li  differentialis  et  les  Inslitutiones  Calculi  inlegralis;  il  lui 
donne  une  méthode,  méthode  excellente  quMl  avait  trouvée  dans 
le  Journal  de  Lindenau  et  Bohnenberger,  la  méthode  de 
La  grange. 

Ce  sont  les  mêmes  conseils  que,  trente  ans  plus  tard,  Holmbœ 
adressait  de  nouveau  à  Fauteur  de  cette  biographie.  Ces  principes, 
qui  constituent  la  meilleure  marche  à  suivre  dans  l'étude  de  Tana- 
lyse,  ont  été  nécessairement  de  la  plus  grande  utilité  pour  Abel. 
Nous  croyons  donc  pouvoir,  au  risque  d'allonger  un  peu  notre 
analyse,  les  reproduire  ici;  voici  les  paroles  de  Lagrange  : 

((  Je  n^étudiais  jamais  dans  le  même  temps  qu'un  seul  ouvrage; 
mais,  s'il  était  bon,  je  le  lisais  jusqu'à  la  fin. 

»  Je  ne  me  hérissais  pas  d'abord  contre  les  difGcultés,  mais  je 
les  lisais  pour  y  revenir  ensuite  vingt  fois  s'il  le  fallait;  si,  après 
tous  ces  efforts,  je  ne  comprenais  pas  bien,  je  cherchais  comment 
un  autre  géomètre  avait  traité  ce  point-là. 

»  Je  ne  quittais  point  le  livre  que  j'avais  choisi  sans  le  savoir, 
et  je  passais  tout  ce  que  je  savais  bien  quand  je  le  rencontrais  de 
nouveau. 

»  Je  regardais  comme  assez  inutile  la  lecture  de  grands  traités 
d'Analyse  pure;  il  y  passe  à  la  fois  un  trop  grand  nombre  de  mé- 
thodes devant  les  yeux.  C'est  dans  les  ouvrages  d'application  qu'il 
faut  les  étudier,  on  y  juge  de  leur  utilité,  et  on  y  apprend  la  ma- 
nière de  s'en  servir.  Selon  moi,  c'est  aux  applications  qu'il  convient 
surtout  de  donner  son  temps  et  sa  peine;  et  il  faut  se  borner,  en 
général,  à  consulter  les  grands  ouvrages  sur  le  calcul,  à  moins 
qu'on  ne  rencontre  des  méthodes  inconnues  ou  curieuses  par  leurs 
usages  analytiques. 

»   Dans  mes  lectures,  je  réfléchissais  principalement  sur  ce  qui 
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it  avoir  guidé  iiutn  iiuU;iir  h  l<;ile  un  telle  transfurmation  ou 
ibslitulionetà  l'BvanlMgf^  i|iii  en  r<:$ulL3il:a|>r(:3  quoi  je  cherchais 
telle  autre  a'efll  pas  mieux  rt^ussi,  afin  de  me  façooncr  à  prati- 
icr  habilement  ce  grand  mojen  de  l'analyse. 
'■  Je  lisais  toujours  la  plume  à  la  main,  développant  tous  les 
Iculs  et  m'e:(erçanl  sur  toutes  les  ffuestions  ((lie  je  rencontrais, 
je  regardais  comme  une  excellente  pratique  celle  de  faire  l'ana- 
■se  des  métlindcs  et  même  l'extrait  des  résultats  quand  l'ouvrage 
lait  important  ou  estimé. 

Dès  mes   premiers  pas,  j'ai   cherché  à  approfondir  certain*^ 

ijels  pour  avoir  occasion  d'inventer  et  de  me  faire  autant  que 

isible  des  théories  à  moi  sur  les  points  essentiels,  alin  de  les 

iieu\  graver  dans  ma  tête,  de  me  les  rendre  propres  et  m'exercer 

la  composition. 

»  J'avais  soin  de  revenir  fréquemment  aux  considérations  gèo- 
élriques,  que  je  crois  très  propres  à  donner  au  jugement  de  la 
irce  et  de  la  nelleté. 

»    Enfin,  je  u'ai  jamais  cessé  de  me  donner  chaque  jour  une 

iche  pour  le  lendemain.  L'esprit  est  paresseux,  il  faut  prévenir 

I  lAchelé  naturelle  et  le  tenir  en  haleine  pour  en   développer 

lUtes  les  forces  et  les  avoir  pr<îtcs  au  besoin  ;  il  n'y  a  que  Vexer- 

ice  pour  cela.  C'est  encore  une  excellente  habitude  que  celle  de 

autant  qu'on  le  peut,  les  mêmes  choses  aux  mêmes  heures, 

en  réservant  les  plus  difficiles  pour  le  matin.  Je  l'avais  prise  du 

pciï  de  l'nissc,  et  j'ai  éprouvé  que  celte  régularité  rend  peu  à  peu 

lé  travail  plus  facile  et  plus  agréable.  « 

Abel,  armé  et  pénétré  de  ces  conseils,  n'eut  plus  bientôt  besoin 
le  guide.  Il  se  mit  à  étudier  Lacroix,  Francœur,  Poisson,  Causa, 
Ramier  et  surtout  Lagrange. 

En  i8ut,  il  entrait  à  l'Oniversilé  en  qualité  de  boursier;  le 
ecours  qui  lui  était  ainsi  fourni  étant  insul'Gsanl,  plusieurs  des 
irofcsseurs  de  l'Université  durent  se  cotiser  pour  lui  consliluer 
e  leurs  propres  deniers  une  pension. 
Étant  encore  à  l'Ëcole,  Abel  crut  avuir  découvert  la  résolution 
!  l'équation  générale  du  cinquième  degré.  Hansleen  l'envoya  à 
)egcn,  à  Copenhague,  avec  prière,  s'il  était  possible,  de  présenter 
I  travail  à  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Danemark.  Abel 
ceonnut  vite  son  erreur,  mais  cette  erreur  eut  des  conséquences 
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importantes;  Degen,  dans  sa  correspondance,  exprime  le  désir  de 
voir  le  jeune  mathématicien  appliquer  ses  forces  intellectuelles  à 
l'étude  des  transcendantes  elliptiques.  Abel  ne  laissera  pourtant 
pas  de  coté  ses  recherches  sur  la  résolution  générale  des  équa- 
tions, son  génie  esl  assez  puissant  pour  traiter  plusieurs  sujets  à 
la  fois,  pour  trouver  les  relations  qui  existent  entre  eux. 

Un  livre  manuscrit,  écrit  en  norvégien,  découvert  au  commen- 
cement de  1884  et  antérieur  à  Tété  de  i883,  prouve  qu'Abel  fit  un 
premier  pas  dans  l'étude  des  différentielles  algébriques  en  effec- 
tuant les  réductions  qui  conduisent  aux  intégrales  livperellip- 
tiques.  Il  a  entre  les  mains  les  Exercices  de  Calcul  intégral  de 
Legendre;  le  conseil  de  Degen  a  déjà  porté  quelques  fruits.  Ce 
qui  le  prouve  surabondamment,  c^est  un  vovage  à  Copenhague 
dans  Tété  de  iSsiS.  Avani  son  départ,  Abel  avait  publié  dans  le 
Magazin  for  NaturvidenskabernCy  i**^  semestre,  a*  cahier,  le 
Mémoire  ayant  pour  titre  Méthode  générale  de  trouver  des  fonc- 
tions d'une  seule  quantité  variable,  lorsqu'une  propriété  de 
ces  fonctions  est  exprimée  par  une  équation  entre  deux  va- 
riables indépendantes  (2*  éd.,  i"  vol.,  1)  et  aussi  un  autre 
Mémoire  :  Sur  la  résolution  de  quelques  problèmes  à  l'aide 
d'intégrales  définies  (a*'  éd.,  i*'  vol..  II).  A  cette  même  époque 
appartiennent  aussi,  selon  toute  probabilité,  les  petits  Mémoires 
qui,  d'après  les  indications  d*IIolmbœ  avaient  été  écrits  en  norvé- 
gien. Ce  sont  les  premiers  Mémoires  du  second  volume  de  la 
seconde  édition  : 

I.  Les  fonctions  transcendantes  7A,  ^A>  ^—ts  •••>  ^— - 
exprimées  par  des  intégrales  définies, 

W,  Sur  l'intégrale  définie    1     x^-Ui  —  arr-^(l-\      dx. 

III.  Sommation  do  la  série 

y  =  cp(o)-f-  0(1)  J"-4-  cp(2)  J-*-+-  0(3)^"'-}-.  ..-h  cp  (n)  J*", 

n  étant  un  nombre  entier  positif  fini  ou  infini,  et  ©(/i)  une 
fonction  algébrique  rationnelle  de  n 

IV.  Sur  l'équation  différentielle  dy-^(p-\-  qv  -|-  r  î*^)  «/.r  =  0. 
oii  p,  q  et  r  sont  des  fonctions  de  x  seul. 
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Sur  /\'i/iialion  diffèrentieUe 

i  y  ^  i)  dy -^  Ip -f-  f/y  -.-  rj-'  )  rfj-  =  o . 

V  ).  /félfifrninertion  d'unr fonction  au  moyen  d'une  r'quatiori 
ne  contient  tjii'uiir  xeitk-  variable. 

Abcl  s'^taiL  aussi  occupé  dcjà  de  l'élude  df^s  transcendantes 
lîptîques.  C'est  ce  que  prrmvc  sa  lettre  à  llolrabcc  daléo  de 
'penha^ue,  le  3  août  18^3  1\ 'iu(34'l3i:«i9},  où  il  parle  d'un  pelil 
lémoire  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  ellip- 
.  On  ne  suit  pas  de  quel  Mëinoire  il  s'agit.  Qiini  qu'il  en 
lit,  Abcl  était  déjà  à  cette  époque  sur  la  trace  des  Tondions 
lîptiques,  l'idée  de  l'inversion  s'était  produite  sous  une  forme 
icore  imparfaite,  encore  entacliée  d'erreur.  La  voie  allait  s'oti- 
ir  large  devant  lui. 

A  son  retour  de  Copenhague,  Abcl  se  mil  ardemment  à.  l'œuvre. 
fut  dans  le  cours  de  ces  éludes  qu'il  acheva  une  espèce  de  traité 
Ititiilé  Théorie  des  transcendantes  e/Uptiqucs  (-j'  éô.,  a'  vol., 
III).  Dans  ce  travail  apparaît  réellement  pour  la  première  l'oîs  sa 
Bnière  de  poser  les  probliiines  :  ce  n'est  encore  qu'une  ébiiuciie, 
1  l'on  peut  pourtant  reconnaître  les  idées  fondamentales  qui  l'ont 
lidé  dans  la  n-daction  de  ses  Mémoires  ultérieurs. 
Abel  ne  pouvait  vivre  que  grâce  à  la  bourse  que  lui  avait  accordée 
Sénat  de  l'Université;  il  désirait  aller  en  Allemagne  et  en  France; 
le  subvention  lie  l'Ëtat  était  nécessaire  ;  Abcl  présenta,  pour  nion- 
BF  qu'il  était  digne  de  cette  subvention,  iin  Mémoire  sur  les 
ifférentielles  algébriques,  Mémoire  écrit  en  français,  aujourd'hui 
rdu.  Abel  n'obtint  pas  précisément  ce  qu'il  demandait,  oc  exigea 
l'il  restât  encore  quelque  temps  à  l'Université  pour  se  perfec- 
inner  dans  l'élude  des  langues  savantes  et  les  autres  sciences 
iles  ù  ses  études  spéciales. 

Vers  cette  époque,  Abel,  sur  le  conseil  du  professeur  Hansteen, 
trepril  des  recherches  sur  l'inlluence  de  lu  Lune  sur  le  pendule, 
•is  oublia  de  tenir  compte  ri'une  circonstance  essentielle,  ce  qui 
indît  le  résultat  inexact.  Le  Mémoire  qu'il  publia  dans  te  Maga- 
M  far  Satttrvidensk-aberne  (i8a4i  i"  semestre,  a*  fascicule) 
'a  pas  été  reproduit  dans  ses  Œuvres. 
Cet  échec  renilil    Vbul  plus  ciri^oiispccl.  C'est  ce  qui  explique 
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ce    IVjàit     qu'il  ait  conservé  sans  les  publier  les  Mémoires  écrils  en 
nor'vtSfçien  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

tic*  pendant  le  problème  de  la  résolution  de  l'équation  générale 
cl  II     c^iiiquième  degré  l'occupait  toujours.  Il  parvint  à  trouver  l'ex- 
piiez o.LÎ  on  clierchée  et  publia  à  ses  frais,  par  suite,  sous  une  forme 
l>ic5  inà    modeste,  le  Mémoire  sur  les  équations  algébriques  oit  Von 
d^r^^ontre  V impossibilité  de  la  résolution  de  t équation  générale 
cti.^      cinquième  degré  (2*  éd.,   i'*^  vol.,    lll).   La  démonstration 
i^'^^st    pas  encore  suffisante:  Abel  reviendra  lui-même  plusieurs 
|\>is    sur  ce  problème;  quoi  qu'il  en  soit,  Abcl  partage  avec  Ruffini 
l^l^onneur  de  cette  découverte  importante.  Il  existe  d'autres  essais 
cjl'^^^ljel   appartenant   à   cette  même   période    et    particulièrement 
^«^i^riiarquables.  Ce  sont  des  recherches  qu'Abel  n'a  pas  publiées 
l^i^i.inême,  mais  qui  sont  intéressantes,  en  ce  qu'elles  nous  montrent 
1^3^   progrès  qu*il  avait  déjà  faits  dans  Tétude  des  transcendantes. 
•'i;^<:?l  est  le  Mémoire  intitulé  :  Propriétés  remarquables  de  lafonc- 
t  don  y  =  ?  (•^)  déterminée  par  V équation 


/{y\dy  —  dx  },\a  —y  )  (a»  — j')  («i  —  j) . . .  (a,,,  —y)=  o, 

cp  (  »*)  étant  une  /onction  quelconque  de  y  qui  ne  devient  pas 

99  a  11^*  <>w  infinie  lorsque  y  =  a,  «i,  «2,  . . . ,  <7;,,  (a*  éd.,  a*'  vol., 

X'IIV  Abel  y  fait  une  inversion  des  transcendantes  que  représen- 

toiït  les  intégrales  et  il  remarque  le  caractère  niultiplement  pcrio- 

4lit|ue  do  celle  fonction  inverse.  Il  prend   comme  exemple  Tinlé- 

4»  raie  élémentaire  dont  la  fonction  inverse  est  sinus.  Tel  est  aussi 

If  Mémoire  \  du  même  volume  :  Sur  la  comparaison  des  fonc- 

iions  transcendantes^  qui  contient  en  germe  \e  théorème  d\4bfl, 

siiivanl  Texpression  enthousiaste  de  Legendre,  le  monumcntum 

ti^rc  pcrcnnius. 

Abel  publia  encore  dans  le  Magazin  for  naturvidenskaberne, 
fu  iSiJ,  un  pelil  Mémoire  intitulé  :  L'intégrale  /Inie  'E"  o{x) 
t\r/*rimcc  par  une  intégrale  définie  simple. 

Le  ï^  aoiU  i8jv>,  Abel  oblinl  Tindemnilé  de  voyage  qu'il  dési- 
fiiil  >i  anienimenl.  Mais,  d'après  le  témoignage  de  Holmbœ,  c'est 
l'iHorr  axant  son  départ  quWbel  avait  écrit  les  Mémoires  VIU  et  1\ 
«lll  ^*'  xoluuir  vie  la  seconde  édition  :  *S'^//-  une  propriété  remar- 
t/mtfdr  iTithc  c/tissc  très  étendue  de  fonctions  transcendantes. 
A.'.*7i/i\/«»//  tic  bf  thcoricprcrcdcnle.  On  peut  y  remarquer  |)ar 
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;emplc,  unegéni^ralisalîoa  très  étendue  du  théorèniL'  de  l'échange 

u  paramètre  et  de  l'ar};uinenl  dans  les  Iranscenilantes  elliptiques 
truisiètne  espèce.  Une  rcdaclion  plus  abrtgLe  du  mcniR  sujet 
t  envoyée,  probablement  par  Ilolmbu',  pendant  le  voyage 
Abel,  à  la  Sociélé  Kovale  des  Sciences  de  Tbrondbjem  et  pré- 
inlée  le  aa  mars  i8a6.  Ce  Mémoire  (a'  éd.,  !"■  vol.,  V)  lut 
iprira^    dans  Det    kongelige  norske    Vidcnskabers   Selskahs 

'kri/ler,  l.  Il  (i8a4-i Ha;).  Les  Mémoires  XI  et  XII  delà  seconde 
ilion  ;  Sur  les  fonctions  génératrices  et  leurs  déterminantes. 
Sur  quelques  intégrales  définies,  sont  également  antérieurs 
son  départ  pour  l'Allemagne. 

Il  parait  donc  résulter  siiiïisainment  de  tout  ce  qui  précède 
l'avauL  la  lïu  de  i^âH  Ahel  était  en   possession  des  principes 

mdamentauxet  des  théorèmes  prlncîpau.i  qu'il  devait  développée 

n  peu  plus  tard  :  fonctions  elliptiques,  double  périodicité,  tliéo- 
me  d'addition,  etc. 

Septembre  1S35.  —  Mai  1S37. 

En  septembre  i8a5,  .\bel  partît  de  (Jiristiania  pour  Copcn- 
sgue.  Degen  venait  de  mourir.  Il  rendit  visite  à  von  Scbmidten, 
ui  l'engagea  à  aller  à  Berlin  voir  Crelle.  Abel  avait  eu  d'abord 
înlenlion  de  se  rendre  à  Guttingue  auprès  de  Gauss.  Le  conseil 
e  von  Scbmidten,  et  aussi  des  raisons  sur  lesquelles  nous  ne 
louvons  nous  étendre  dans  cette  analyse,  le  poussèrent  dans  une 
utre  direction. 
De  Copenhague,  Abel  se  rendit  à  Berlin  en  passant  par  Altona, 
I  il  Gi  la  connaissance  de  Schumacher,  l'éditeur  des  Astrono- 
\ische  Nachrivklen. 

A  Berlin,  Abel  obtint  bientôt  toute  l'estime  de  Crelle.  La 
éalion  d'un  journal  de  Mathématiques  auquel  songeait  Crelle 
ipuis  longtemfis  fut  bien  vite  décidée.  Abel  se  mil  à  l'iEuvrc  :  il 
irivil  en  iVani;uis  six  Mémoires  qui  lurent  prêts  au  commencement 
t  l'année  i8a6;  Crelle  les  traduisit  en  allemand  et  ils  parurent 
iRS  le  premier  volume  du  nouveau  journal.  Parmi  eux  se  trouvent 
}  o"*  VI,  VII,  Vlll,  1\  et  X  du  premier  volume  de  la  seconde 
iition  : 
iierhenhe  lii'x  fonctions  d<:  di'iix  ijiianlités  variables  indr- 
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pendantes  x  et  y  y  telles  que  f{x,  y)  ^  qui  ont  la  propriété  que 
/(z),  /(x,y)  est  une  fonction  symétrique  de  c,  x  et  y. 

Démonstration  de  V impossibilité  algébrique  des  équations 
générales  qui  passent  le  quatrième  degré. 

Remarque  sur  le  Mémoire  n°  4  ^^  premier  cahier  du  Jour- 
nal de  M.  Crelle. 

Résolution  d* un  problème  de  Mécanique, 

Démonstration  dUine  expression  de  laquelle  la  formule  bi- 
nôme est  un  cas  particulier. 

Vers  la  même  époque,  Abel  préparait  aussi  un  Mémoire  très 
remarquable  concernant  la  série  du  binôme.  Il  avait  en  main  le 
Cours  d'Analyse  de  Cauchy.  Le  Mémoire  qu'il  composa  sous  le 
litre  :  Recherches  sur  la  série 

m  m(m — i)    .       m(m  — 1)( m  —  2)    . 

I  H x-i ar*  H '— x»  -H  . . . 

I  1.-2  1.2.3 

fut  également  traduit  en  allemand  par  Crelle  et  parut  dans  la  qua- 
trième livraison  du  i*""  volume  du  Journal  de  Crelle,  en  février 
ou  mars  1827. 

En  mars  1826,  Âbel  quitta  pendant  quelque  temps  Berlin  pour 
aller  à  Freiberg  avec  son  ami  Keilhau.  L'équation  du  cinquième 
degré  l'occupait  encore,  comme  le  prouve  sa  leltre  à  Crelle  du 
i4niars.  Il  voulait  en  outre  écrire  pour  le  nouveau  Journal  un 
article  en  allemand.  M.  Bjerkness  croit  qu'il  s'agit  du  Mémoire 
n"  XI  du  i"  volume  de  la  seconde  édition  :  Sur  f  intégration  de 

la  fonction  différentielle  — — ^  B.  et  ^  étant  des  fonctions  en- 
tières. D'après  Holmbœ  au  contraire,  le  seul  Mémoire  qu'ALel 
écrivit  en  allemand  serait  le  Mémoire  n°  XIV  du  2"  volume  de  la 
seconde  édition  :  Aote  sur  la  fonction 

Or  Holmbœ  dit  dans  son  édition  que  tous  les  Mémoires  d'AbcI 
qui  parurent  dans  le  Journal  de  Crelle  étaient  rédigés  en  français: 
il  faudrait  donc  croire  que  le  Mémoire  de  Freiberg  n'y  f»t  p^^ 
inséré;  d'ailleurs,  une  lettre  de  Crelle  à  Abel  fait  présumer qu^ 
les  Mémoires  quWbel  avait  rédigés  pour  le  Journal  n'y  furent  pas 
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DUS  imprimés.    La  chose  no    présente  d'ailleurs    en    elle-même 

u'un  inl(3r<!l  secondaire.  Il  est,  cerlain  en  tout  cas  que  le  Mémoire 

■  XI,  Sur  l'intégration,  était  priîl  depuis  quelque  temps  déyi, 

tl  peu  importe  où   il  n   élé  i-édigiî.  Il    parut  dans  le  Journal  de 

Vrcite  Ijien  avaut  tes  Hecherchifs  sur  la  formule  binôme. 

Abel  revieuL  à  Berlin,  mais  pour  en  repartir  de  suite.  Il  y  avail 
•ouvè  un  éditeur  bienveillant,  auquel  il  pourrait  envoyer  ses 
lémoires  :  il  n'avait  plus  rien  à  y  fuîre.  Il  part  pour  Paris,  maîj, 
e  voulant  pas  faire  le  vuyage  seul,  il  prend  un  chemin  détourné. 
I  passe  par  Dresde,  Prague,  Vienne  (où  il  fait  la  connaissance  de 
rtltrow),  Tricsle,  Venise,  Bautzen  et  Schaflliouse.  De  là,  il  va  di- 
ectcmenl  l'i  Paris  où  il  arrive  le  ao  juillet  iSalj. 

Le  g  auCit,  il  envqie  à  Crellc  son  ihéorème  d'addition,  le  jour 
idme  où  il  se  mettait  à  l'œuvre  pour  rédiger  le  Mémoire  sur  une 
iropriélé  Irrs  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions 
ranscendantes  (a"  vol.,  a'  éd.,  n"  \n).  Le  34  octobre,  le 
ravail  était  terminé.  Abel  ne  connaissait  encore  presque  personne 
,  Paris,  Liltrow  lui  avait  donné  une  lettre  pour  Bouvard,  ce  qui 
ui  permit  de  visiter  l'Observatoire;  Caucliy  ne  fit  guère  attention 
I  notre  jeune  Norvégien;  Legendre  fulaimaiile,  mais  des  rapports 
nlinies  no  s'établirent  pas  entre  les  deux  analystes.  Ce  l'ut  à 
lachette  qu'il  dut  de  pouvoir  présenter  son  Mémoire  à  l'Institut. 
On  sait  quel  a  été  le  sort  de  ce  Mémoire.  Legendre  et  Caucby 
it  nommés  commissaires.  Le  manuscrit  resta  entre  les  mains 
le  Caucliy  qui  devait  l'aire  le  rapport.  Legendre  avait  bien  adressé 
I  ALel  quelques  paroles  encourageantes,  il  les  oublia  jusqu'à  ce 
|ue  Jacobi  lui  eAt  ouvert  les  jeu».  Le  i\  juillet  i83o,  l'Académie 
les  Sciences  partageait  Ic.grand  prix  des  Sciences  mathématiques 
mire  les  héritiers  d'Abel  el  Jacobi.  Cependant,  le  Mémoire  dut 
incore  attendre  jusqu'en  1841.  L'Académie  chargea  alors  Libn 
irveilicr  l'impression,  une  partie  de  la  correction  des  épreuves 
lut  se  faire  sans  collation  avec  l'original,  le  manuscrit  ayant  dis- 
Le  Journal  de  Crelle  paraissait  à  Abel  encore  trop  jeune  pour 
que  Ton  piH  y  imprimer  de  véritables  traités  comme  ceux  qu'il 
kvaît  en  tôle.  Il  songea  aux  Annales  de  Gergonne.  Il  avait  l'in- 
tention d'y  publier  un  grand  Mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques, 
nais  il  n'envoya  qu'un  travail  de  moindre  iniporlancc  ;  licv/icirlif 
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de  la  quantité  qui  satisfait  à  la  fois  à  deux  équations  algé- 
briques données. 

Abel  S'occupait  en  outre  à  Paris  de  la  résolution  des  équations 
par  radicaux;  il  donne  dans  une  lettre  à  Crelle,  du  4  décembre 
i8a6,  un  théorème  sur  la  division  de  la  lemniscate.  On  possède 
d^ailleurs  le  cahier  dont  Abel  s'est  servi  à  Paris,  on  peut  voir  qu'il 
y  examine  la  question  de  permutation  du  paramètre  et  de  l'argu- 
ment, de  transformation  des  intégrales  de  première  et  de  seconde 
espèce  ;  Abel  s'y  prépare  à  la  rédaction  de  ses  Bccherches  sur  les 
fonctions  elliptiques.  D'autre  part,  Abel  a  dit  à  Ilolmbœ  «  que  déjà 
lors  de  son  séjour  à  Paris,  en  i8a6,  il  avait  achevé  le  plus  impor- 
tant de  ce  qu'il  a  exposé  depuis  sur  ces  fonctions.  »  Le  29  dé- 
cembre 1826,  Abel  partit  de  Paris  pour  Berlin;  ses  recherches  sur 
les  fonctions  elliptiques  constituent  alors  son  occupation  princi- 
pale. Il  fournit  cependant  à  Crelle  un  petit  Mémoire  Sur  quelques 
intégrales  définies  (  a*  éd.,  i*'  vol.,  XV),  avant  son  départ  pour 
la  Norvège. 

Mai  1827.  -  Avril  1829. 

Crelle  cherchait  à  retenir  Abel  auprès  de  lui.  Il  ne  put  y  par- 
venir. Abel  rejoignit  sa  fiancée  à  Copenhague  et  rentra  à  Chrislia- 
nia  le  20  mai  iSi^. 

Abel  espérait  obtenir  une  place  de  professeur  à  l'Universilé: 
Holmbœ  occu|)ait  la  place;  le  gouvernement  n'avait  pas  de  fonds 
disponibles.  Abel  dut  attendre  dans  la  gène  et  la  misère,  donnant 
pour  vivre  des  leçons  de  Mathématiques,  s'endcttant  auprès  de  ses 
amis.  Il  attendit  jusqu'à  sa  mort. 

Il  n'en  continua  pas  moins  de  travailler.  La  première  partie  de 
ses  Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  était  prête.  Elle  fut 
publiée  le  20  septembre  182^  dans  le  second  cahier  du  second  vo- 
lume du  Journal  de  Crelle.  Celte  première  partie  avait  peut-être 
été  remise  à  Crelle  avant  le  départ  de  Berlin. 

Le  i3  juin  et  le  2  août,  Jacobi  faisait  ])araître  dans  les  Astrono- 
mische  Ndchrichten  les  énoncés  connus  concernant  la  théorie  des 
transformations. 

Pendant  ce  temps  Abel  rédigeait  la  seconde  partie  des  Recher- 
ches. Il  envoyail  à  Crelle,  comme  pour  lui  faire  prendre  patience, 
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es  Théorèmes  et  Problèmes  (2'  éd..  i*' vol.,  XXIX),  h  Mémoire' 
ur  les  fondions  qui  satisfont  à  l'équation 

XVII),  1p  Note  sur  un  Alémoire  de  M.  II.  Olivier  ajanl  pour 
'ire  :  Remarques  sur  tes  sî-ries  infinies  et  leur  convergence 
KVIH). 

La  r^daclinn  ëlait  lermim^e  lorsque  la  Nute  de  Jacobi,  insén-i- 
lans  le  n'  1S3,  année  iS:ij,  des  A stronomîsche  A'achrîc/itenlm 
omba  sous  les  veux.  H  ajouta  à  la  seconde  partie  de  son  Mémoire 
addition  cuntenanl  la  di^monstrulion  du  llx^orème  énoncé,  dé- 
Doiistrution  découlant  iraou'diBlemeut  de  formules  contenues  dans 
es  liecherckes. 

Les  deux  parties  et  l'addition  qui  constituent  les  Recherches  sur 
'es  /onctions  elliptiques  forment  le  Mémoire  n"  XVI  du  volume 
r  de  la  seconde  édition.  LVnvui  d'Ahel  date  du  12  février 
i8a8.  Le  Mémoire  fut  publié  le  a6  mai. 

Dana  l'intervalle,  Abel  avait  eu  connaissance  de  la  Note  de  Ja- 
Cobi  contenue  dans  le  n"  {"il  des  Aslronomische  A'acltrichlen;  le 
17  mai  il  envoyait  à  Schumacher  la  Solution  d'un  problème  gè- 
lerai concernant  In  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
I  remarque  cjue  le  théorème  de  Jacobi  est  un  cas  particulier  d'un 
léorémc  plus  général  contenu  dans  les  Recherches  et  s'occupe 
n  cas  général  de  transformation  (a°  vol.,  n"  XX).  Le  aà  sep- 
embre  il  envoyait  à  Schumacher  une  Addition  au  Mémoire  pré- 
cèdent  (XXI). 

Abel  s'était  ainsi  adressé  au  Journal  de  Schumacher.  Il  ne 
lélaissait  pourtant  pas  Crelle.  Dans  le  troisième  volume,  le  fasci- 
;ule  paru  le  3  décembre  i8a8  contient  de  lui  les  Remarques  sur 
quelques  propriétés  générales  d 'une  certaine  sorte  de  fonctions 
transcendantes  (n"  XXL  1"  vol.)  et  un  Mémoire  Sur  le  nombre 
ies  transformations  différentes  qu'on  peut  faire  subir  à  une 
fonction  elliptique  par  la  substitution  d'une  fonction  ration- 
\elle  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  donné  (n"  XXII, 
1"  vol.),  el  enlin  un  Théorème  général  sur  la  transformation 
des  fondions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  ta  troisième  espèce 
(n'XXIH,  i"vol.). 


I  ba 


de  la 


laee   du 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES.  153 

(n**  XXVIII)  coQtient,  outre  ce  qui  est  dans  le  Journal  de  CrellCy 
quelques  fragments  tirés  d'un  manuscrit  trouvé  en  1874* 

C'est  à  la  période  de  mai  1827  à  janvier  iSap  qu'appartiennent 
les  Mémoires  n«»  XVI,  XVII,  XVIII  et  XIX  du  a»  volume  de  la 
deuxième  édition  : 

Sur  les  séries. 

Mémoire  sur  les  fonctions  transcendantes  de  la  forme  fydx^ 
où  y  est  une  fonction  algébrique  de  x. 

Sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Fragments  sur  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  dû,  dans  cette  analyse  déjà  bien  longue  de  l'ouvrage 
de  M.  Bjerkness,  laisser  de  côté  toute  une  partie.  Nous  ne  nous 
sommes  occupé  ici  que  de  Vaction  scientifique  d'Abel,  laissant 
presque  de  côté  la  vie  du  grand  mathématicien,  ses  joies  et  surtout 
ses  tristesses.  Il  nous  était  également  impossible  de  suivre  M.  Bjerk- 
ness dans  ses  considérations  sur  Jacobi.  Certainement  Abel  ne 
doit  rien  à  Jacobi  ;  constatons  simplement  qu'il  est  bien  diilicile 
sinon  impossible  de  reconnaître  jamais  ce  que  Jacobi  doit  à  Abel. 
Contentons-nous  de  l'hommage  éclatant  rendu  par  Jacobi  à  son 
rival  dans  ses  lettres  à  Lagrange  et  dans  les  Fundamenta  nova^ 
regrettant  peut-être  un  peu  que,  dans  ces  mêmes  Fundamenta, 
Jacobi  n'ait  pas  donné  plus  de  détails  sur  les  questions  de 
priorité.  G.  Biiumel. 


MATHIEU.  —  Théorie  du  Potentiel  et  ses  applications  à  rËlectroslalique  et 
au  Magnétisme,  i"^*  Partie,  i  vol.  in-»**;  178  p.  Paris,  i885. 

Ce  Livre  forme  la  troisième  Partie  du  Traité  de  Physique 
mathématique  dont  l'auteur  a  entrepris  la  publication  ;  il  est  divisé 
en  cinq  Chapitres. 

Chapitre  I.  —  Propriétés  générales  du  potentiel. 

L'auteur  a  exposé  ces  propriétés  d'une  façon  simple  et  rapide; 
il  ne  s'est  guère  attardé  aux  questions  subtiles  que  soulèvent  les 
démonstrations  relatives  à  rexistence  et  la  continuité  des  dérivées 
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ou  au  principe  de  Dîrichlet;  el,  à  la  vérité,  l^intérét  de  ces  questions 
n'est  que  pour  les  purs  géomètres.  Relativement  à  la  formule  de 
(ircon,  il  observe  qu'elle  a  été  employée  par  Poisson  et  Fourier 
dans  leurs  recherches  sur  la  théorie  de  la  chaleur,  longtemps  avant 
l'apparition  du  Mémoire  de  Green. 

Chapitre  II.  —  Potentiel  de  couches  de  matière  distribuées  sur 
des  surfaces. 

(iOtle  théorie  est  exposée  en  supposant  que  les  couches  ont  une 
épaisseur  très  petite,  mais  non  pas  nulle. 

Chapitre  III.  —  Potentiel  logarithmique.  —  Potentiel  calo- 
rifii/ue.  —  Second  potentiel. 

Los  propriétés  du  potentiel  logarithmique  sont  brièvement  ex- 
posées. Avec  les  indications  données,  le  lecteur  est  en  état  de  re- 
eonslruire  aisément  les  démonstrations.  Pour  ce  qui  concerne  le 
polenliol  calorilique  et  le  second  potentiel,  M.  Mathieu  reproduit 
les  pro|H)sitions  qu*il  a  développées  dans  le  Journal  de  Liouville 
^  i8(>()«  1873%  1879).  il  a  donné  le  nom  àe  potentiel  calorifique  à 

Kexpivssion 

Tcosar     , 

f/ict  désigne  un  élément  de  volume,  z  la  densité  en  un  point  de  cet 
èlèmenU  r  la  distance  de  ce  |.H>int  à  un  point  x, ^>*,  ^;  a  est  une 
constante:  rîntésrration  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  d'un 
Noiume  limité:  la  fonction  u  de  Xy\\  z  satisfait  à  l'équation 

Am  =  —  X*  u. 

pourxu  que  le  point  ,r,  »".  5  siMt  e\térîeur  aux  masses.  La  théorie 
de  ce  |H^tenliel  est  naturellement  liée  à  la  théorie  de  rinlégralion 
de  \vtte  dernière  équation.  IV  même  la  théorie  du  second  po- 
tKHticl  se  lie  à  la  ihèx'^rie  de  Tinté^ration  de  Téquation 

\  c  mvoUvI  (Vtv*rt:u'l  e>S  l\\f  rv>>î::i 


en  oon>v*îxji 


r;  U*<  »*.*.j;'Ov<  r'tvrv>*r::c>- 
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Chapitre  IV.  —  Comparaison  de  la  théorie  du  potentiel  as^ec 
celle  de  la  chaleur. 

Ce  Chapitre  est  employé  en  partie  à  montrer  Tidentité  du  po- 
tentiel et  de  la  fonction  qui  représente  la  température  ou  un  point 
d'un  corps  isotrope  en  équilibre  de  température  L'auteur  fait  en- 
suite la  théorie  des  surfaces  de  niveau,  établit  l'expression  de  AV 
en  coordonnées  orthogonales  quelconques  et  termine  par  Tétude 
de  l'expression 

où 


V 


{x  —  g)»        (y  —  b)'^        iz  —  c)^ 


ABC 


qui  s*introduit  dans  la   théorie  de  la  température  des  corps  cris- 
tallisés. 

Chapitre  V.  —  Sur  V attraction  de  différents  corps  dérivés 
des  surfaces  du  second  ordre. 

La  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  tient  la  plus  grande 
place  dans  ce  Chapitre;  on  y  trouvera  aussi  le  calcul  du  potentiel 
d'une  ellipse  d'après  M.  Betti  et  quelques  développements  inté- 
ressants sur  la  détermination  des  lignes  de  force.  J.  T. 


GRAM.  —  Undersegelser  angaaende  Moengden  af  Primtal  under  en  given 

Grqense.  I  vol.  10-4",  3o8  p.  Copenhague^  1884. 

Ce  Volume,  outreles  recherches  personnelles  de  l'auteur,  contient 
l'analyse  détaillée  et  la  critique  des  principaux  travaux  relatifs  à 
celle  belle  et  difficile  question  :  combien  y  a-t-il  de  nombres 
premiers  compris  entre  deux  nombres  donnés? 

M.  Gram  commence  par  faire  une  étude  approfondie  des  re- 
cherches de  Riemann,  qui  aboutissent,  comme  on  sait,  à  montrer 
le  rôle  que  joue  le  logarithme  intégral  et  qui  ont  pour  point  de 
départ  l'identilé  d'Euler 


n( 


I 


f  /      ^ir) 
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où  le  produit  infini  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  plus  grands 
que  un  et  où 

S(r)= 1 r-T--+- 

f        •2'*        S'* 

Le  Mémoire  de  Kiemann  est  rédigé  d'une  façon  extrêmement 
brève  etle  commentaire  qu'en  a  donné  M.  Gram,  les  simplifications 
qu'il  a  apportées  à  la  démonstration,  ses  recherches  sur  la  formule 
finale  et  sur  Theureusc  modification  que  M.  Gcnocchi  y  a  faite  ne 
seront  pas  inutiles. 

L'xVutcur  établit  ensuite  un  grand  nombre  de  formules  dues  à 
Dirichlet,  à  MM.  Berger,  Cesaro,  BougaïefT  et  à  lui-même,  où 
figurent,  d'une  part,  la  fonction  6(j:),  qui  exprime  le  nombre 
de  nombres  premiers  et  non  supérieurs  àx,  la  fonction,  à  laquelle 
il  attribue  un  rôle  essentiel, 

2j(x)  =  e(:r)  H- J  e  (ari) -^  I  e(a7»  ) -4- . . . , 

la  fonction  <-f  (x),  qui  désigne  le  nombre  des  puissances  des  nombres 
premiers  jusqu'à  x  avec  un  exposant  entier,  et,  de  l'autre,  la  fonc- 
tion E(j:)  qui  désigne  la  partie  entière  de  x.  Il  parvient  ensuite 
aux  formules  de  M.  TchebychefT  relatives  à  la  fonction  F(x)  qui  ex- 
prime la  somme  des  logarithmes  népériens  des  nombres  premiers 
qui  ne  surpassent  pas  j:  et  à  la  fonction 


il  développe  les  beaux  résultats  dus  à  l'illustre  géomètre  russe  et 
établit,  pour  cette  fonction  ^(x),  une  formule  analogue  à  celle  de 
Uiemann  pour  la  fonction  8(j:). 

Sept  Tables,  qui  donnent,  dans  des  limites  étendues,  les  valeurs 
des  principales  fonctions  numériques  dont  il  a  eu  à  s'occuper,  ter- 
minent le  Livre  de  M.  Gram.  J.  T. 
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i;i)Mi'Tr:s  henols  kt  anvi.vses 


:*ric;s.  Camliricliie  fUni- 


'  Jastjti'k  CCS  derniers  temps  l'hisLoin 
nennes  n'avait  guère  attiré  l'attention  ei 
l'Outre-Manche  ne  pouvaient  opposer  a 
n  mauvais  Traita  de  Dean  l'e 
ntspiirDe  Morgan  pour  le  Oit 


ides 
nith. 
t  D<>puis  I 
«bli^,  daE 


des  Mathématiques  an- 
Anglelerre;  nos  voisins 
X  travaux  des  autres  na- 
rok'-iqiielciiicshriMants 

iontiiiireliiograpliiqued.- 


8;7,  G,-J.   Allnianr),  professeur  à  <jal\\av,  avait  bien 

s  V Hfrmathirn'i  de  Du1>Mn,  sur  lu  Ci^omf  trie  grecque 

é  Thaïes  à  Eiiclide,  trois  études  successives  qui  n'ont  pas  encore 

muîsé  son  sujet,  mais  qui  doivent  compter  parmi  tes  travaux  les 

.ubstanliels  et  les  plus  originaux  qui  aient  paru  sur  la  malien'. 

Eependnnt  l'Angleterre  proprement  dite  restait  encore  étrangère 

il  mouvement  historique;  on  doit  dune  accueillir  avec  un  inlérél 

Mrtîculier  le  nouveau  Volume  que  (iinl  de  publier  nn  fellon-  de 

silé  de  Cambi-idge. 

LVtendue  de  ce  Volume  et  sou  plan  général  sont  parfaitcmenl 

alcnlés  pour  le  bal  que  s'est  proposé  l'auteur  :  donner  un  précis 

ne  l'histoire  de  l'Arilhmétiqne  et  de  la  Géométrie  chez  les  Grecs, 

Hïre  loiil  ce  qu'il  _v  a  d'essenliel  à  ce  sujet  sans  entrer  dans  le  dé- 

til  des  controverses,  vulgariser  enlîn,  en  les  coordonnant,  les  résul- 

htts  dus  aux  recherches  originales  sur  les  sources.  L'exécution  du 

Ban  est  d'ailleurs  réellement  satisfaisante;  l'auteur  a  recherché  les 

peilleurs  matériaux,  il  les  a  utilisés  avec  une  critique  en  général  ju- 

',  cependant  parfois  un  peu  .superficiel le  ;  îi  montre  une  com- 

télence  suffisante,  soit  en  Mathématiques,  soit  en  philologie  ;  enfin 

^  Stvie  est  clair  et  les  développements  donnés  A  chaque  question 

nul  bien  mesurés  à  son  importance. 

f  Je  dois  expliquer  la  réserve  que  je  viens  de  glisser  au  milieu  de 

I  éloges;  je  n'ai    nullement  l'intention   de    relever   une  à   une 

>a\«n  les  erreurs  qui  pourraient  être  signalées,  alors  que  les  unes 

BuH.  dfs  Sciencri  malliêm..  i'  séris,  l.  IX,  (Jiiill*[  i885.)  ,i 
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sonl  do  simples  lapsus  (*),  faciles  à  corriger,  alors  que  les  autres 
sont  nialheureusemenl  courantes  et  se  retrouvent  dans  les  meilleurs 
auteurs.  J'ai  déjà  eu  l'occasion,  au  reste,  de  combattre  ici  même 
la  |)lupartde  ces  dernières;  je  me  réserve  de  revenir  en  temps  et 
lieu  sur  celles  que  je  n'ai  pas  encore  discutées. 

Mais  ce  que  je  veux  faire  observer,  c'est  qu'un  historien  comme 
M.  Gow,  qui  n'est  point  un  simple  compilateur,  partage  entière- 
ment la  responsabilité  d'une  erreur,  même  s'il  suit  un  garant  d'une 
autorité  suflîsante  et  s'il   a  soin   de  le  citer  exactement.  Il  peut 
bien  être  excusé,  à  la  vérité,  de  n'avoir  pas  vérifié  l'assertion  qu'il 
emprunte;  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'en  l'adoptant  il  lui  donne 
plus  de  poids  et  la  rend  plus  difficile  à  écarter.  Si  je  lis  cette  as- 
sertion dans  l'auteur  qui  Ta  émise  le  premier,  je  puis  être  en  garde 
contre  l'éventualité  d'une  défaillance  accidentelle,  toujours  pos- 
sible, même  chez  un  maître  de  la  renommée  la  mieux  assise;  si  je 
la  retrouve  chez  un  bon  historien  qui  a  l'habitude  de  contrôler  ses 
sources,  je  suis  induit  à  m'éviter  le  travail  d'une  vérification  per- 
sonnelle et  dès  lors  à  accepter  Terreur  comme  vérité. 

Je  vais  donner  deux  exemples  de  nature  différente:  Nesselmann 
esl  un  des  auteurs  qui  se  sont  le  plus  vivement  élevés  conlre  les 
citations  inexactes,  qui  lesontsignalées  avec  leplusd'âpreté;  on  doit 
donc  attendre  de  sa  part,  dans  celles  qu'il  fait,  une  attention  scru- 
puleuse, dont  il  fait  d'ailleurs  généralement  preuve,  il  faut  le  re- 
«•onnaître.  Or  il  cite,  comme  preuve  de  la  renommée  de  Nico- 
maqiie  en  tant  qu'arithméticien,  un  mot  de  Lucien  :  n  Tu  calcules 
comme  NictMuaque  de  Gérasa  »  ;  il  fait  au  reste  cette  citation  d'après 
Kabricius  i /y//>/.  crtrca,  \  ,  635,  éd.  Harles),  qui  est  donc  le  premier 
responsable. 

M,  iiow,  d'autre  part,  esl  plutôt  philologue  que  mathématicien; 
il  nous  pn^met  lui-même,  comme  suite  de  son  Ouvrage,  un  autre 
tra\ail  historique,  non  pas  sur  les  Mathématiques,  mais  bien  sur 
les  liltôraloui*>  alexandrins.  Il  a  pris  la  peine  de  rechercher  le  pas- 
sade de  I-ucien,  d'après  Fabricius,  et  il  l'indique  exactement,  en 


i  •  ^  !\ir  exemple  :  Herma^  au  heu  de  Heronas.  p.  3i3  et  Sao:  le  parallélogramme 
iJoH  in>Mi\ei«ents  oontonilu  avec  celui  des  forces  (p.  a38),  que  tous  les  ancieDS ont 
i^uoiv.  (.nutis  quiN  ont  certainement  connu  le  premier  de  très  bonne  heure. 


i 
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|H>lloiiiu5  ne  rap|H>rle  nullement,  dan5  celle  génération,  les  co- 
niques à  leurs  axes,  comme  il  résulle  de  Tasserlion  de  Chasleset 
comme  ce  dernier  le  croiu  de  même  que  M.  Gow,  mais  bien  à  deux 
diamètres  conjugués  dont  l'un  esl  rînlerseclion  du  plan  sécant  avec 
le  plan  du  triangle  par  Taxe,  dont  Taulre  esl  parallèle  à  la  Irace 
du  plan  sécant  sur  le  plan  de  la  base  circulaire. 

i>s  deux  exemples  sutlîsenl  pour  montrer  que  rhistorien  des 
Mathématiques  ne  doit  accorder  à  personne  sa  pleine  con&ance; 
je  ne  mulliplierai  donc  pas  les  preuves  de  celle  Iriste  vérité;  je 
préfère  signaler  et  discuter  ce  qui.  dans  l\>aTrage  de  M.  Gow,  est 
réellement  neuf  ou  vaut  comme  tel. 

I/histonen  anglais  ne  s*esl  pas  en  eflfel  borné  à  reproduire  les 
diMruments  anciens  ou  les  opinions  qulls  onl  provoquées  :  il  a  fait 
çà  et  là  œu\n?>  personnelle,  et  ses  cootribations  oe  sont  nallement 
à  négliger. 

La  meîlleur>^  esl  certaineoienl  la  discussîoo  <  p.  aQ-{8*)  sur  la 
date  de  Tinvention  par  les  Gf^^cs  de  leur  système  de  numération 
alphabétique.  Malgré  son  importance  capitale,  ce  point  savait 
encore  été  nullement  élucidé,  et  Ton  se  contentait  d^ordioaire  de 
faire  rerav^nter  celle  invention  an  i*  oa  an  ti*  siècle  avant  notre 
èr^,  soit  a\ ant.  soit  apré^  Pvtha^ore:  M.  Gow  la  fait  descendre ao 
temps  de  IV^iemée  Phiia^JelpKe.  c"esl-à-dire  après  Eudide. 

Ses  ràî>v>n>  sont  le>  suivantes  :  le  svstèœe  primitif  de  numéra- 
tion écrite  chei  ie>  Gnîv>.  svsl*^*me  analogue  à  celai  des  Romains, 
est  bien  cx^anu  par  le>  ius*:rîplK^«s,  et,  jus*qu*à  l'ère  chrétienne,  il 
\  est  le  seul  ertip":o\e  «.iaus  la  Gnèv^f  prv^pre.  Le  svstème  alphabé- 
tique ne  commence  Ji  apparaitr^f  dans  Je5  inscriptioQS  que  vers  i8o 
jixant  J.-C  cl  s«r  ".es  lOte-s  \ie  t  Asie  Mineure:  sur  les  papvnis 
grec\>-e:cvpi;eîis  que  vers  i>-:  sur  le>  Monnaies  •  ponr  lesquelles 
rabfv^\iatioa  eîail  b  rtus  u:4iie  qa'eo  Lgvpte  vers  ack>.  Avant  celle 
e|H»que,  v^a  tn>uxe  liea.  :L  est  vri!.  les  lettres  de  Talphabet  ew- 
plv^>er->  cvHtttiie  sitt-es  rîiineri«\.  mais  seaLement  pour  désirer, 
dans  leur  orùrv.  les  nr.'^atrr^s  ie  cia  à  vîa:rt-<jiutre.  comme  poar 
rinvitcativ^a  vies  cia^îs  -i  H.'^^aièr^.  ^1  saas  tes  trois  caractères 
étranger^  à  ra[t^ûar««ft  C'ciizuàire  iîC  *^ai  repcvseailent  respectivement 
O.vK^  e:  vK<»-  Ectd~  i'jcv":ia  alrûiAC^t  locien  a*a  possétié  ces  trois  ca- 
rjictrre^  ea  mi^oK  :^tïtps  vj'ae  l-fs  Lettres  d^iaventîon  postérieure  i 
l^intrvMuctîoa  e«  Grwe  ie  rilpàtai^t  rJtettiictem. 
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Il  semble  ilonc  bien  que  l'iDventioD  du  sysl^mr  numéral  alplia- 
tique  §oit  due  à  des  grammairiens  d'Alexandrie  (comme  Erato- 
pHi-  exempliil,  et  qu'il  n'ait  triompliL' de  l'ancien  système 
e  grâce  à  suo  adoption  oiïiclelle  en  Egypte,  d'où  il  aura  passi^t 
iccssivemenl  aux  autres  pays  liellènes.  Cette  llièse  a  d'ailleurs 
grand  avanta^t^  de  rendre  compte  d'écrits  cnuime  VArénuire 
krcliimêde,  et  le  Irailé  d'Apollonius  sur  les  pytlimènes  (M. 
tdîfi  que  ces  écrits  sont  assea  dinicilemeut  explicables,  si  le  sjs- 
ne  de  numération  alpliabétique  avait  déjù,  à  leur  époque,  une 
cienneté  de  dcus  siècles. 

La  seule  objection  qu'on  puisse  élever,  ce  me  semble,  consisle- 
t  k  faire  ressurtîr  l'ïm probabilité  qu'une  invention  aussi  récente 
lit  pas  été  coustatée  par  un  témoignage  historique  ;  mais  un  peut 
>ondre,  je  crois  que,  très  probablemeni  pour  lu  mieux  l'aire  ac- 
ller  en  dehors  de  l'Egypte,  un  lui  aura,  dés  l'origine,  attribué 
e  antiquité  fabuleuse;  on  l'aura,  par  e\em|)le,  mise  sous  le  pa- 
inage  du  nom  de  Falaniédc  auquel  la  tradition  attribuait,  déjà 
iventinn  du  calcul  et  celle  d'une  partie  au  moins  de  l'alphabet. 
M.  Goiv  a  été  un  peu  moins  heureux,  je  crois,  pour  quelques 
1res  conjectures.  Ainsi  il  recherche  l'origine  i^hez  les  Aryens  des 
RIS  de  nombre  de  un  à  dix,  dont  les  radicaux  sont  communs  à 
lies  les  nations  imlo-européennes,  tandis  qu'ils  diffèrent  pour 
noms  au  delà  de  rcnt.  Il  fait  ta  remarque  très  juste  que  les  trots 
quatre  premiers  noms  de  nombre  sont  des  adjectifs  déclinables 
us  les  langues  it  Uexion  ;  les  suivants  sont  au  contraire  des  noms 
aires  indéclinables;  cette  différence  indique  un  stade  dans  l'in- 
Itioo  ;  nos  ancêtres  n'auront  pendant  longtemps  c.ouiplé  que 
iqu'à  quatre,  et  l'nn  peut  dès  lors  espérer,  dans  une  certaine 
stirc.  résoudre  l'énigme  pour  les  noms  de  cinq  à  dix. 
Depuis  longtemps,  on  avait  essayé  de  rapprocher  ces  dcu\  Hcr- 
irs  noms  de  radicaux  signiliant  pour  l'un  u  une  main  »,  pour 
Itrr  II  les  doigts  n.  M.  Gow  semble  préférer  indiquer,  cour  dix, 
B  main  droite  »  (dexter,  àt\i(.i)\  d'autre  part,  il  suppose  que  les 


)  K\t»\jii  par  J'nppu»  au  Livra  II  d*  1ï  Colhelio"  mallumalique. 
•  )  le  nippcllp  qiip  Ipï  inanii^crils  de  Rh»Nas  (xi**  siècle)  attribuent 
k  PalaiiiiVIc  dr*  Tdblf  d'adduion  cl  dp  multiplication  pour   W.  sysi 
ti«tiqiic 
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uv^iux  >i  r  i  n-^uf  *>at  *^ir-  *>ri£ÎiMir^ni«'Dt  ceux  des  cloi^Ls  de  la  main 

dw:t  •     O  Jt>r^>  l'*^  «-t^m- *l»yjn»*^  phi'*^  i>u   moins  audacieuses  qu'il 

i»ix*t'»-'^^.  -    r'tr^  èiuruc  H>*  *'Aat  d^  rauriculaire  à  l'index;  mais  il 

L'C'»«.  j«ir.  àiL— t  3it»n  iv.-iirprr>«!i*tf»*«l^rinnulaire  au  pouce.  C'est  dire 

«^j«*'i   pif-    •iinnit*  M.  •jijw  .*ii  t-i>fiTient  lui-même,  sa  conjecture 

ir-  --• -mc  Hirrint*  -riiinmiac:*«»a  a  ^*>s/<friV>ri  et  que  l'on  peut  toutau 

mi!-  1*  m-iirirr  if  imnaoï»'  *i  priori,  par  analogie  avec  les  usages 

ta  -11»-?*-  !#-*-  T*-ioir-*-  -i»uv,i:«»*.  «iaf»  le>  langues  desquels  il  v  a  liaison 

-^unr^sLe-  -nn*  •-?-  ita»fiis>  !#•  soinhrif  et  l'emploi  des  doigts  pour  la 

nunrmtii  «11. 

"^  ii:c-fn»*ns*^  mp  ••mi  a  Ct^nUCi^e  de  M.  Gow,  elle  prête  sans 
t»ntr^ut  •  le  j:iv**^  iaie*-ti«in>  ;  ranalogie  indiquée  ne  permet 
•tts'  .r  »»ni:!ur»  'ar.  h  an*  HKtftre:»  ar\ens  ont  probablement  passé 
ar  :e*--«ant^  ati^tlr^mr-Ie*  joaitieiies  à  celles  que  n'ont  pasfran- 
ait^  -r*  -éiniajii-^  »Mii-rai«>.  ritfo  ne  prouve  que  l'évolution  de 
-•îT  HF»n:  ac  -'-f  ii><*«iunit*nc  iiJifatique;  il  est  même  à  présumer 
;o  -lit?  iL  ^r»rri*ïtte    mrïamri.^  'fid5*n?mces,  précisément  parce  qu'elle 

1    juuniL  iHL  aiiHii:«>  3«iuvoir  proposer  une  explication  semblable 
M«ftr**^^i>iBs>-iif  'M^iKon-^  ^iiiidi|iie5. qui  ont,  au  reste,  peut-être  été 
.%^mL  .^nr*-  -•rr»*^ouiiiiaii(t*  arreos.  Dans  ce  cas,  il  y  aurait 
-*^aiiie  jaàk^:^:s^:  mat»  lif  >«o:tès  d'une  tentative  dans  ce  sens 
•«^    4Lsr'«*4jjir*«itrfn.   aii)rr»oabie. 

•"1    •-•Il    U2-4   .0'î*-«rr*T  lue  >i  le'*  Arjens  ont  passé  par  la  numé- 

Trw».^:riiuiijr-.  41-:-.   nu  jeut-^tre  ^ùcnîtîe  seulement  deux  fois  cinq, 

ît    *r-   .•••ïiiuiuir  jfct'U  i^ant  1er?  nombres  de  six  à  neuf;  et  ceux- 

a%    *k   r^^  '»--'i  **r^-  rrtnjmptê^»  à  une  certaine  époque,  sur  la 

^4^j  ^-wa«.-i»-.     •'uunr   r'i  v.*în«{  premiers.  En  tout  cas,  il  est  impro- 

i*.i«.     «wr   n*>  ui^-r^r^-s  lient  eu  des  noms  diflerents  pour  les  doigts 

.,*-«w«*ii«Aaut^  fiic^  ieux  3iain<.  et  même,  en  supposant  l'habitude 

^,^.u*L4^   *.    •nMfc.'rr  .e  aom  du  dernier  doigt  mis  en  mouvement 

,     K-itT     .?«*«!-  l«e  ,e  iesteêfcàit  tait,  on  ne  voit  pas  bien  comment 

j^    .- ^•iji^U'^tt  iu  K'»i:t*  Sans  celle  de  la  main,  a  pu  passer  au  nombre. 

...    <^^£  -iu^^'uier  j  ^an>  dt>uteélé  remarqué,  mais  n'a  guèrt- 

u.1^-    iu  ■•!  :uut  r*tat  de  cause  il  est  assez  inexplicable. 

^    ...1  -uv  -^'un-ioue-*  pmr  >'/x  et  :ky>/  sont  presque  idenlique> 

...»  -1.  \     1*1*1^  tandis  que  pour  le>  autres  noms  de  nombn* 


chaque 
neuf  et 
\x(^.  cette 


COMITES  nENOUS  ET  ANALYSES. 
li  o'y  a  pas  une  rr^ssembUnc<-  inulns  Irappante,   pnu 
^Dgue  arytiipp  en  particulier,  i-nt.rp  li-  niim  Ai-  ni»mbri 
fadjectif  qui  signifie  nouveau.  Y  a-l-il  quelque  rapport  e 
Icssemblancc  cl  le  compte  des  jours  de  la  Lune,  qui  doit  remonter 
I  une  très  linutf  antiquité? 

Je  pose  CCS  questions,  non  pas  pour  proposer  ou  sugs^'""*"''  "i'' 
lolution,  mais  pour  montrer  que  le  problf'me  reste  el  doit  rester 
il  vert. 

(  J'«n  dirni  autant  au  sujet  d'une  autre  orifjine  que  .M.  Gow 
Aierche  également  à  «élucider,  celle  du  signe  qui,  dans  Diophante, 
^pr^sentc  le  nombre  (inconnu),  et  qui,  dans  les  éditions  de  Bacliet 
1  dp  S.  Fermai,  est  fi|îuri!  par  le  ;  grec  final. 
I  M.  Gow  croit  qu'il  dt'rive  d'un  signe  hii^ratlque  égyptien  et  no- 
lumenl  le  considère  comme  pratiquement  identique  avec  un 
torectère  qui  représente  l'hiéroglyplie  d'un  rouleau  de  papyrus  et 
ff  trouve  d'ailleurs  employé  dans  l'écriture  hiératique,  soilcorame 
tnpie  délerminatif,  soit  pour  signifier  un  »  total  n.  Lu  signe  du 
hotni  dans  Diophante  aurait  une  origine  semblable  ;  enfin  tes  deux 
nnjectures  sont  reliées  à  In  thise  déjà  vieillie  de  Hankel,  qui  ne 
une  aptitude  pour  les  calculs  arilh- 
s  qui  ont  fait  quelques  progrès 
1  culture  heltt^ne,  mais  seraient 
lême  Hénm.  dont  te  nom  signifie 


lOulait  accurder  aux  Grecs  ai 
tiques  ou  algébriques.  Lf 


■appi 


tus  ce  sens  auraient  bien  rec; 
I  réalité  de  race  sémltiqui 
I  ingf^nieur  »  en  égyptien  (  '  ). 
'   M.  I>on  Kodct  avait  déjà  lait  {  =  )  des 
ntre  le  signe  de  Vincnnnne  et  du  moins  chez  Diophante,  d'u 

irt,  et  de  l'autre,  certains  caractères  hiératiques  ou  démotiques, 
m  ami  est  le  premier  à  reconnaître  que  des  rappro- 
ptements  de  ce  genre  ne  sont  nullement  démonstratifs,  et,  en  elKet, 
h  question  ne  peut  être  tranchée  ainsi   sur  deux   signes;   elle  n'a 

9  d'ailleurs  un  caractère  pasenliellemenl  mathématique. 
I  lie»  Grecs  ont  employé  comme  abréviations  dans  leur  écriture, 
\  cela  à  toutes  les  époques,  des  signes  qui  sont  tanlùt  des  signes 


[*ï  Vnctm  (.Vo(.  tt  extr.  des  mt».,  vol.  XIX,  p.  i6î  |.  Ceci  psi  une 
Ir  ie  (loin  He  Hi>ron  Pti  bien  aimi  grecr  que  celui  rie  Dion. 

'•)  Sur  In  noialiont  nanériqiiet  el  algébrîqiiet  antérieni-ement  a 
■irnal  miaîtijite,  t^'^i.i 
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noms  six  à  neuf  oui  été  originaireiiitMit  ceux  des  doigls  de  la  inain 
droite.  D'après  les  étymologies  plus  ou  moins  audacieuses  qu'il 
propose,  Tordre  aurait  été  celui  de  l'auriculaire  à  l'index;  mais  il 
peut  tout  aussi  bien  avoir  procédé  de  l'annulaire  au  pouce.  C'est  dire 
assez  que,  comme  M.  Gow  en  convient  lui-même,  sa  conjecture 
ne  reçoit  aucune  confirmation  a  posteriori  et  que  l'on  peut  tout  au 
plus  la  qualifier  de  probable  a  priori,  par  analogie  avec  les  usages 
actuels  des  peuples  sauvages,  dans  les  langues  desquels  il  y  a  liaison 
évidente  entre  les  noms  de  nombre  et  l'emploi  des  doigts  pour  la 
numération. 

Si  ingénieuse  que  soit  la  tentative  de  M.  Gow,  elle  prête  sans 
contredit  à  de  graves  objections  ;  l'analogie  indiquée  ne  permet 
pas  de  conclure  ;  car,  si  nos  ancêtres  aryens  ont  probablement  passé 
par  des  étapes  intellectuelles  analogues  à  celles  que  n'ont  pas  fran- 
chies les  sauvages  modernes,  rien  ne  prouve  que  l'évolution  de 
leur  esprit  ait  été  absolument  identique;  il  est  même  à  présumer 
qu'elle  a  présenté  quelques  différences,  précisément  parce  qu'elle 
n'a  pas  avorté. 

11  faudrait  au  moins  pouvoir  proposer  une  explication  semblable 
pour  les  noms  de  nombres  sémitiques,  qui  ont,  au  reste,  peut-être  été 
formés  avant  leurs  correspondants  aryens.  Dans  ce  cas,  il  y  aurait 
une  véritable  analogie;  mais  le  succès  d'une  tentative  dans  ce  sens 
est  passablement  improbable. 

On  peut  aussi  observer  que  si  les  Aryens  ont  passé  par  la  numé- 
ration quinaire,  dix,  qui  peut-être  signifie  seuleuient  deux  fois  cinq, 
a  dû  être  dénommé  bien  avant  les  nombres  de  six  à  neuf;  et  ceux- 
ci  ont  pu  très  bien  êtn;  recomptés,  à  une  certaine  époque,  sur  la 
main  gauche,  comme  les  cinq  premiers.  En  tout  cas,  il  est  impro- 
bable que  nos  ancêtres  aient  eu  des  noms  difierents  pour  les  doigts 
correspondants  des  deux  mains,  et  même,  en  supposant  l'habitude 
originaire  d'énoncer  le  nom  du  dernier  doigt  mis  en  mouvement 
en  même  temps  que  le  geste  était  fait,  on  ne  voit  pas  bien  comment 
la  désignation  du  doigt,  sans  celle  de  la  main,  a  pu  passer  au  nombre. 

Un  fait  assez  singulier  a  sans  doute  été  remarqué,  mais  n'a  guère 
été  relevé,  parce  qu'en  tout  état  de  cause  il  est  assez  inex|>licable. 
Les  radicaux  sémitiques  pour  six  et  sept  sont  presque  identiques 
aux  radicaux  aryens,  tandis  que  ])Our  les  autres  noms  de  nonibn* 
il  n\  a  aucune  analogie. 
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Il  n'y  a  pas  une  ressemblance  moins  l'rapiiiinif,  piiiir  i;ha(]Uf 
inguc  aryeniiP  en  partîcillic^r,  entre  le  nom  ài-  nombre  neuf  el 
Y  a-l-i!  quelque  i-upport  entre  celte 


Ktijectif  qui 

(ssemWancc  cl  le  compte  des  joui 

une  IvH  haute  auliquiti^? 

Ji!  {>osi!  ces  questions,  non  pii«  p 

ilulion,  mais  pour  montrer  que  1 

uvert. 
J'en    dirai    autiinl   au  sujet  <l'ui 
irrche ''gaiement  à  éhicidcr,  relie 

présente  le  nombre  (inconnu),  et  qi 


le  la  Lune,  qui  doit  t 


■itpost 


oblèm 


•sle  et  doit  r 


autre  origine  que  M 
signe  qui,  dans  Diopb: 
i,dansle>i<'-ditionsdeBi 
F>c  final. 


.    On 


résente  le  nombre  (inconnu),  ' 
t  de  S,  Fermât,  est  figuré  par  le 
M.  Gow  croit  qu'il  dérive  d'un  signe  hiératique  égyptien  el  no- 
mment le  considère  comme  pratiquement  identique  avec  un 
iraclère  qui  rp pri^senle  l'hiéroglyplie  d'un  rouleau  de  papyrus  et 
[  trouve  d'ailleurs  employé  dans  l'écriture  hiératique,  soit  comme 
iplc  déterminatîf,  soit  pour  signifier  un  «  total  ».  Le  signe  du 
loins  dans  Uluphanle  aurait  une  origine  semblable;  enfin  ces  deux 
ïnjrctures  sont  reliées  à  la  iht'se  déjà  vieillie  de  Hankel,  qui  ne 
sulait  accorder  aux  Grecs  aucune  aptitude  pour  les  calculs  arith- 
rëltqups  ou  algébriques.  Les  anciens  qui  ont  fait  quelques  progrès 
BUS  ce  sens  auraient  bien  reçu  la  culture  hellène,  niuis  seraient 
ma  en  réalité  de  race  sémitique,  même  Héron,  dont  le  nom  signifie 
ingénieur  »  en  égyptien  ('  ). 

M.  Léon  llodet  avait  déjà  fait  (  =  )  des  rapprocbemi-nts  nuiilo(,MH'^ 
aire  le  signe  de  l'inconnue  et  du  moins  chez.  Uiophantc,  d'une 
trt,  et  de  l'autre,  certains  caractères  hiératiques  on  dêmotiques, 
lits  mon  savaut  ami  est  le  premier  à  reconnaître  que  des  ruppro- 
lements  de  ce  genre  ne  sont  nulleraenl  démonstratifs,  et,  en  elFet. 
,  question  ne  peut  être  tranchée  ainsi  sur  deux  signes;  elle  n'a 
Bs  d'ailleurs  un  caractère  essentiellement  inalhêinatique. 
Les  Grecs  ont  employé  comme  abréviations  dans  leur  écriture, 
cela  à  toutes  les  époques,  des  signes  qui  sont  tanlAl  des  signes 


(M  Vinnn  {.Vol.  et  exir.  de*  bi»»., 
'  lo  nom  de  H^ron  e^t  bien  aussi  fi 
*)  Sur  te*  notaliont  numèrîqitei  et 
turnal  aiiatifiie,  iS'*!.) 


vol,  XIX,  p.  i03).  Cwif 
■ciliie  relui  rtr  Dion. 
atgébriqiKt  nnC prieure 
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Lachygraphiques  plus  ou  moins  reconnalssables  (*),  tantôt  des 
symboles  idéographiques  très  clairs  :  ainsi  un  rond  avec  un  point  au 
milieu  pour  désigner  un  cercle;  tantôt  enfin  des  caractères  dont 
l'origine  nous  échappe  et  dont  la  signification  nous  apparaît  comme 
purement  conventionnelle.  Les  signes  de  Diophante  sont  simple- 
ment de  telles  abréviations,  qu'on  les  range  d'ailleurs,  soit  dans  la 
première,  soit  dans  la  troisième  catégorie. 

11  serait  évidemment  intéressant  de  rechercher  si  les  copistes 
grecs,  dans  le  choix  de  ces  abréviations  en  général,  n'ont  pas  été 
inlluencés  par  la  connaissance  de  symboles  hiéroglyphiques  ou  de 
caractères  égyptiens,  hiératiques  ou  démotiques.  Si  cette  influence 
était  bien  démontrée  pour  un  nombre  sufGsant  de  symboles  grecs, 
on  pourrait  l'admettre  légitimement  pour  ceux  dont  l'origine  est 
douteuse,  mais  la  démonstration  n'est  ni  faite,  ni  facile  à  faire;  si 
l'on  rencontre  quelques  analogies  qui  frappent,  on  trouve  aussi  de 
notables  divergences. 

Si  d'ailleurs  il  y  a  quelque  ressemblance  entre  le  caractère  hié- 
ratique indiqué  par  M.  Gow  et  le  ç  grec  final  (ou  plutôt  avec 
une  des  formes  du  symbole  grec  représentant  ~),  le  rapproche- 
ment est  illusoire;  car,  en  réalité,  on  ignore  quel  était  le  signe 
employé  par  Diophante;  les  manuscrits  connus  de  cet  auteur  sont 
tous  de  date  récente  et  l'on  rencontre,  parfois  dans  le  même,  les 
formes  les  plus  diverses,  depuis  TS  majuscule,  jusqu'à  1'^  italique; 
d'autres  formes  encore  plus  divergentes  se  trouvent  dans  l'Euclide 
d'Oxford  (2)  (daté  de  888)  et  dans  les  manuscrits  d'autres  auteurs; 
chez  ces  derniers,  la  plus  fréquente  est  un  cercle  (parfois  avec  un 
point  au  centre),  de  la  partie  inférieure  duquel  part  un   trait  si- 
nueux. 

On  voit  que  la  question  réclame  de  très  longues  recherches  et 
de  minutieuses  discussions.  Pour  le  signe  du  moins,  M.  Gow  aurait 
dû  remarquer,  comme  l'avait  déjà  fait  M.  Léon  Rodet,  que  la  forme 
donnée  par  Bachet  ne  correspond  nullement  à  la  description  de 
Diophante  qui  se  rapporte  à  l'écriture  onciale;  dans  les  manuscrits, 


(')  Ainsi,  ceux  donnés  par  Brugsrh,  d'après  les  papyrus  grecs,  pour  l'addition  et 
la  soustraction  et  reproduits  page  48  par  M.  Gow. 

(')  La  plus  compliquée  semble  bien  être  un  sigle  tachygraphique;  les  autres 
ont  pu  en  dériver  par  simplification. 
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les  lornies  se  rninènetU  û  diiiix;  l'une  qui  est  iiellemeal  un  A,  c'e^l- 
â-dire  l'iDitialc  du  moi  Xeii^i;;  l'autre,  la  plus  ancienne,  cl  qui  est 
bien  celle  qu'indiquait  Diophanic,  est  un  A  majuscule  avec  une 
vprlicak-  partant  du  siimmcl  de  l'angle  et.  ilt-sceniianl  !t  lu  même 
bauteur  que  les  obliques.  C'est  très  probablemeal  un  sigle  tucliv- 
grapKique. 

Ce  signe,  de  même  que  tous  les  autres  de  Diuplianle,  se  trouve 
parfaitement  dans  les  manuscrits  employé  comme  sîmplf  abrévia- 
tîon(<)  en  dehors  de  sa  signification  technique.  En  disant  le  contraire, 
M.  Gow  s'est  laiasi-  tromper,  comme  sur  nombre  d'autres  points, 
par  les  éditions.  Bacliet  n'a,  pour  les  abréviations,  guère  suivi  que 
fia  fantaisie  ;  comme  d'ailleurs,  sur  ce  point,  les  manuscrits  n'olTrent 
rntrc  eux  aucune  concordance,  il  est  assez  excusable,  eu  égard  sur- 
tout au\  habitudes  de  son  époque.  Sans  doute  il  ne  s'imaginait 
^ëre  qu'on  voudrait  déduire  de  son  texte  des  règles  relatives  aux 

lations  de  Diopbante;  en  tout  cas,  les  nmiirques  minutieuses 
faites  sur  cette  question  par  M,  Gow  sont  malheureusement  sans 
valeur,  par  suite  des  libertés  que  Bachet  s'est  permises. 

Je  crois  avoir  suflisamment  montré  que  pour  les  deui  signes  de 
Diopbante,  qui  n'apparaissent  pas  immédiatement  comme  des  abré- 
viations ordinaires,  la  question  de  l'origine  reste  an  moins  dou- 
teuse; mais  eussent-ils  été  empruntés  aux  caractères  égyptiens,  la 
thèse  de  Hankel  n'en  devrait  recevoir  aucun  appui.  Certes,  si  l'Al- 
gèbre consistait  dans  l'emphii  de  signes  Idéographiques,  le  scribe 
Ahmés,  qui  a  copié  le  papyrus  mathématique  déchiffré  par  Elsen- 
lohr,  devrait  être  mis  hîeu  nu-dessus  de  n'Importe  quel  algébrisle 
rabe  (').  Mais,  avant  de  symboliser  une  opération,  il  faut  en  avoir 
un  concept  précis,  et  ce  sont  bien  certainement  les  Grecs  qui  ont 
les  premiers  conçu  clairement  la  multiplication,  la  division  et  \'c\- 
tractinn  de  lu  racine.  Ils  y  sont  arrivés  par  l'intermédiaire  de  la 
tlf^omrtric;  mais  n'était-ce  pas  nécessaire  en  raison  de  l'introduc- 
tion des  quantité»  incomaiensurubtes  dans  la  Science  ? 

il  va  sans  dire  ijue  je  n'admets  nullement  ce  qu'alilmie  M.  Gow 
p.  Si. 

Les  Grecs  n'avaient  pas  de  nom  pour  désigner  le  quotient  et 


(')   Son  Miflemcnl  d'ailleurs  du  jubsUntir  ^(t<)ii;.  n 
(•)  Si  \ei  \r«bi!lniil  •■•i<l'-f,  ii'>lalion<  ale('brii[<i('<,  ri 
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ne  concevaient  pas  le  résultat  de  la  division  comme  nous.  Pour  un 
Grec  5  n'était  pas  le  quotient  de  ^.  L'opération  ne  consistait  pas 
à  découvrir  le  fait  que  5  fois  -  font  35,  mais  que  la  septième  partie 
de  33  contient  5,  et  ainsi  généralement  en  grec  une  division  n'est 
pas  posée  dans  la  forme:  Divise  a  par  6,  mais  dans  la  forme  :  Trouve 
la  6>«"»«  partie  de  a.  » 

Les  Grecs  ont  en  fait  pour  le  quotient  un  mot  tout  spécial  qui 
est  irapaSoXrî  (Diophante,  etc.),  correspondant  à  l'expression 
TcapaÇaXXetv  «apa  (diviser  par).  Proprement  il  s'agit  de  l'opération 
par  laquelle,  connaissant  l'aire  d'un  rectangle  et  l'un  des  côtés,  on 
détermine  l'autre  côté;  c'est  donc  bien  tout  à  fait  en  Arithmétique 
l'opération  inverse  de  la  multiplication  (Cf.  Proclus,  p.  4^0). 

Les  Grecs  disaient  également  fx6p{Jeiv  Trapa  (proprement  diviser 
par);  l'expression  jiLepi'2[eiv  tlç  (diviser  en  parties),  qui  correspond 
au  sens  indiqué  par  M.  Gow,  se  trouve  encore,  mais  n'est  pas 
classique.  Les  Grecs  n'ont  pas  à  la  vérité  de  terme  correspondant 
pour  désigner  le  quotient,  pas  plus  qu'ils  n'en  ont  pour  désigner 
le  produit  de  la  multiplication;  ils  disaient 6 ^Evouevoç  (iptOubç)  Ix  tou 
iroXXairXaffiotorjxou  ou  Ix  toîî  jxEpiajxou,  le  résultat  de  la  multiplication  ou 
de  la  division.  Chez  les  Bvzantins,  on  trouve  abusivement  icoXXott).- 
aoriaffuo;  et  fjtEpiduoç  pour  produit  et  quotient. 

On  peut  remarquer  que  les  Grecs  employaient  des  prépositions 
différentes  pour  les  deux  opérations,  Itti  pour  la  multiplication, 
napà  pour  la  division;  ils  pouvaient  donc  les  employer  sans  verbes 
pour  désigner  l'opération  d'une  façon  abrégée,  comme  nous, 
lorsque  nous  recourons  aux  symboles. 

Le  seul  point  à  concéder  à  M.  Gow  est  que,  pour  les  nombres 
simples,  les  Grecs  disaient  plus  volontiers  :  Prends  la  moitié,  le 
tiers,  le  quart,  etc.,  que  ;  Divise  par  a,  3,  4»  ^^^" 

J'arrête  ici  ces  critiques,  que  d'ailleurs  je  n'ai  cru  devoir  for- 
muler que  parce  qu'en  somme  M.  Gow  a  fait  un  bon  Livre;  il  faut 
sans  doute  ne  pas  s'y  fier  aveuglément,  mais  il  en  est  de  même, 
hélas!  de  toutes  les  histoires  des  Mathématiques,  et  au  moins  ce 
n'est  pas  de  ces  ouvrages  où  les  erreurs  sont  plus  nombreuses  que 
les  pages  et  lasseraient  celui  qui  voudrait  les  relever.  J'ajoute  qu'il 
est  très  complet  et  qu'on  y  trouve,  bien  condensés,  quantité  de 
renseignements  qu'on  aurait  difficilement  ailleurs. 

Pall  Takaery. 
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KAOSENfiERGElI  (0.)  —  Leiinutiiu  deh  Théorie  keh  perioiifschek  Vvsc- 
Tinset  eiMCR  ViJiunEL.N.  Mil  eiiii;r  eiidlictieti  Aiizalil  wcsenUiclier  Dii^conli- 
nuiliilapunkto  nelisl  einrr  Eitileiliiti!,'  in  Hie  allgompinr^  Fuuctiuneiillieorie, 
iyfi  p.  in-8".  Leipzig,  i88i. 

1^  Li\re  de  M.  Rausenbergcr  commence  par  une  assez  longue 
iiitrnduclion  oïi  sont  développas  les  principes  de  la  tht'orîtj  des 
fonctions  d'une  variable  coniplcsc;  celte  exposition  est  faite,  en 
pénéral,  dans  le  sens  de  la  doctrine  de  M.  Weierslrass,  mais  avec 
indre  souci  de  la  rigueur.  Il  suffit,  pour  sVn  convaincre,  de 


jeter 


d'œil  sur  la  démonstration  du  théorème  fondamental 


de  l'Algèbre,  qu'a  adoptée  l'auteur. 

Entrant  ensuite  dans  sou  véritable  sujet,  M.  Ilausenberger  pose 
ce  problème  :  Elanl  donnée  une  fonction  Q(-r'),  trouver  les  fonc- 
tions/(.r)  qui  jouissent  de  la  propriété 

/|9(^)l=/(:r). 

On  peut  donner  à  ces  fonctions  le  nom  de/onctions  pi''rio  iirfurs 
en  étendant  le  sens  du  mot  périodicité.  Il  rapproche  d'une  façon 
ingénieuse  celle  notion  de  celle  qui  a  conduit  Abel  â  la  considéra- 
tîou  de  celte  classe  d'équations  algébriques  auxquelles  on  a  donné 
«on  nom  et,  d'un  autre  côté,  montre  comment  la  recherche  des 
fonctions  périodiques  généralisées  se  rattache  à  la  recherche  des 
Tonctioas  qui  ont  un  tliéorème  fonctionnel,  c'est-à-dire  pour  les- 
[ueltes  il  existe  une  relation  de  la  forme 

ç  et  "{i  désignant  des  fonctions  algébriques;  si,  en  efl'ct,  une  fonc- 
forme  transcendante  y(x)  satisfait  à  une  équation  de  celte 
forme,  elle  est  périodique. 

L'étude  de  la  périodicité  linéaire,  pour  laquelle  on  a 

rumêiie  lueiliiuenl  à  l'étude  de  trois  l\r(es  normaux 
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Les  fonctions  périodiques  du  premier  type  (à  période  addilive) 
ont  au  moins  le  point  oo  pour  point  singulier  essentiel,  les  fonc- 
tions périodiques  du  second  type  (à  période  multîplicatrice)  onl 
au  moins  le  point  o  et  le  point  oo  pour  points  singuliers  essentiels. 
L'étude  des  fonctions  du  premier  type  conduit  aux  fonctions  ex- 
ponentielles, trigonométriques,  logarithmiques,  auxquelles  Taii- 
teur  consacre  une  cinquantaine  de  pages. 

Pour  les  fonctions  périodiques  du  second  type,  l'exemple  le  plus 
simple,  et  qui  se  présente  comme  de  lui-même,  est  donné  par  la  fonc- 
tion 

£(/?,  a:)==(  l -+- Jr)(  I -4-/7J?)(  I -t-/>«^). . .  M  H- ^  j  (l-h  ^  Vl -+- 

Cette  fonction  conduit  elle-même  immédiatement  à  la  série  bieu 
connue 

H-  oe 

le  lieu  avec  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques  est  manifeste  : 
celles-ci  se  trouvent  ainsi  introduites  d'une  façon  assez  natu- 
relle et,  de  fait,  M.  Rausenberger  développe,  au  lieu  de  la  théorie 
de  ces  transcendantes,  la  théorie  de  celles  qu'on  en  déduirait  en  rem- 

plaçant  l'argument  x  par  t^  log  j:,  en  sorte  que  la  seconde  période 

devienne  multiplicatrice  au  lieu  d'être  additive;  les  formules  qui 
correspondent  aux  formules  classiques  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  ont  une  apparence  plus  simple,  à  cause  de  l'habitude 
qu'ont  les  typographes  de  supprimer  le  signe  de  la  multiplication. 
De  là  l'auteur  passe  à  Tétude  des  fonctions  doublement  périodi- 
ques dans  le  sens  ordinaire  du  mot.  L'étude  des  fonctions  modu- 
laires, c'est-à-dire  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  par  le 
groupe  de  périodes  contenues  dans  la  formule 

ax  -\-  h 

^  ex  -r-  d 

où  r7,  6,  r,  cl  sont  des  nombres  entiers  qui  vérifient  Fégalité 

ad  —  6c  =  I , 

rentre  naturellement  dans  son  cadre;  l'auteur,  voulant  rester strir- 
tement  élémentaire,  n'a  pu  qu'introduire  ces  fonctions,  en  mon- 
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Irant  comment  elles  se  préseiitaienl  nécessairement  dans  rétude 
des  transcendantes  elliptiques.  Deux  Chapitres  sont  ensuite  con- 
sacrés aux  équations  modulaires  et  aux  équations  au  multiplica- 
teur. Les  deux  Chapitres  suivants  se  rapportent  à  ce  que  M.  Rau- 
senberger  appelle  les  fonctions  périodiques  de  seconde  et  de  troi- 
sième espèce;  les  premières  satisfont  à  une  ou  plusieurs  équations 
de  la  forme 

F[?(^)]  =  ^[F(^)], 

où  es  et  ^  désignent  des  fonctions  algébriques;  il  y  a  quatre  types 
de  telles  fonctions  avec  un  nombre  fini  de  points  singuliers  es- 
sentiels, définis  par  les  équations  suivantes  : 

(I)  F(pT):^qF{X),      \p\<\y 

(II)  F(/?x)=  i-hF(jr),     \p\<i, 

1   Flx-^-  I  )  —  F(x), 

(III)  )      ^  ^ 

i   b(x  -^  n)  =  qF(x), 

ly.  {  F{x-,-  i)  =  F{x\ 

\  F(x-^  n)=  i-^F(x). 

Les  fonctions  périodiques  de  troisième   espèce  satisfont  à   une 
équation  de  la  forme 

F[t(x)]=:[x,F{x)] 

où  e  désigne  une  fonction  linéaire,  et  Ç  une  fonction  rationnelle;  il 
y  a  lieu  de  considérer  les  cinq  types  suivants  : 

(ï) 

(11) 

(  III)  F(px)  =  ^ ^--j,  H-  F(x), 


(  IV  ) 

(V; 


F(x-^i)- 

il--^^^(^)^ 

F(:r-i-i) 

xF(x), 

F(px)- 

'          1   F 

1       «^    ' 

{X  -h  I)*-' 

F{px)- 

{x-^i)F(x\ 

F(px)  - 

xF(x). 

\p\ 


Enfin  un  dernier  et  court  Chapitre  se  rapporte  à  l'intégration 
des  fonctions  algébriques.  J.  T. 


lyO 
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ANGELO  GENOCCHÎ.  —  Cvlcolo  differenzi.vle  k  principii  di  calgolo  ixte- 
GRALK.  —  Pubblicato  conaggiunto  dal  D'"Giuseppe  Pcano.  —  Torino,  188^. 

Le  nom  de  M.  Genocchi,  qui  figure  en  tête  de  ce  Livre,  esta  lui 
seul  une  recommandation  suffisante.  C'est  en  efiet  le  Cours  professé 
par  cet  excellent  géomètre  à  TUniversité  de  Turin  que  M.  Peano 
s'est  cliargé  de  publier,  avec  les  modifications  et  les  additions  qu'il 
convient  de  faire  subir  à  une  œuvre  de  ce  genre,  quand,  de  la  forme 
orale,  on  entreprend  de  la  faire  passer  à  la  forme  du  livre.  On  re- 
trouve en  général,  dans  cet  Ouvrage,  ce  souci  de  la  partie  philoso- 
phique et  cette  rigueur  qui  distinguent  les  écrits  de  M.  Genocchi, 
et  dont  M.  Peano  s'est  heureusement  et  fidèlement  inspiré,  re- 
produisant bien  ainsi  l'esprit  du  Cours  du  savant  professeur. 

Sans  entrer  dans  les  détails  abondants  qui  rendent  si  instructive 
la  lecture  du  Traité  de  M.  Iloiiel,  l'auteur  se  préoccupe  de  l'origine 
des  notions  que  l'on  rencontre  au  début  des  Mathématiques.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'il  éclaire  le  concept  des  nombres  commen- 
surables  ou  incommensurables,  définissant  ces  derniers  à  la  ma- 
nière des  Allemands  et  en  particulier  de  Dedekind,  en  employant 
la  division  de  la  totalité  des  nombres  commensurables  en  deux 
classes,  tout  nombre  de  l'une  étant  inférieur  à  tout  nombre  de 
l'autre.  De  mrme  encore,  dans  des  Notes  nombreuses  placées  en 
tête  du  Livre,  il  précise  les  conditions  exactes  sous  lesquelles  sont 
applicables  certains  théorèmes  qu'il  démontre  dans  le  courant  de 
l'Ouvrage  :  en  un  mot,  il  recherche  surtout  la  précision,  soit  dans 
les  énoncés,  soit  dans  les  démonstrations.  On  aime  à  voir  ces 
notions  bien  définies  se  substituer  dans  l'enseignement  aux  notions 
trop  vagues  que  l'on  y  rencontre  parfois.  Mais  justement  à  cause  de 
l'esprit  de  précision  qui  règne  dans  ce  Livre,  il  est  permis  de 
s'étonner  que  l'auteur  n'ait  pas  cru  devoir  y  mentionner  les  théo- 
rèmes classiques  sur  les  limites  des  sommes  et  des  rapports  d'infi- 
niment petits,  et  qui  sont  le  fondement  même  de  la  méthode 
infinitésimale.  Sans  doute  les  aura-t-il  réservés  pour  le  second 
Volume,  où  ils  figureraient  en  tête  des  applications  géométriques  : 
mais  ne  vaudrait-il  pas  mieux  avoir  acquis  ces  notions  avant  de 
parler  des  difl'crentielles  des  fonctions  et  des  intégrales? 

Nous  venons  dédire  qu'un  seul  \oluniea  [)aru  jusqu'à  présent. 
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coDlenanl  li?  Calcul  dilTi^rRntrel  el  &es  applicatioii^i  niiiiluiipieii, 
sioït  que  les  cotiimencemeDls  du  Calcul  intégral. 

Les  deux  (iremiers  Chapitres  trailont  des  foncliuiis  en  gi'-néral, 
d?  leurs  limite?  et  de  leurs  dérivifcs.  L'auteur  introduit  avec  raison 
la  nnlioti  de  limite  supérîeiirp  ou  inférieure  qui  est  si  utile  pour 
l'étude  des  fonctions  d'une  variable  réelle.  H  énonce  explicitement 
les  iMorèmcs  sur  les  limites  et  di'Hnit  In  continuili'  au  mo^en  de 
ces  lliéorèmes.  De  nonibreus  exercices,  souvent  traitt^s  en  entier 
Bl  choisis  de  manière  à  couipliMer  le  Cours,  terminent  chaque  Cha- 
pitre et  sont  pour  Irlutliant  une  ressource  précieuse. 

Le  troisième  Chapitre  contient  la  théorie  l'-Iémenlairc  des  séries. 
Nous  y   rcmarfjuons  d'in^'cnieusos  démonstrations  pour  la   série 


I  aiusi  que  pour  1 


i  cas  limites  de  la  série  du  binàmc.  Ce- 


pendant rrrliiîups  règles  de  convergence  importantes  ne  sont  pas 
.  mentionnées  :  par  exemple,  relies  de  Duhamel  el  cfe  Guuss.  Les 
produits  îniînisne  sont  pas  oubliés  et  donnent  lieu  à  d'intéressants 
xercîces. 
Après  quelques  considérations  générales  sur  les  fonctions  de 
I  plusieurs  variables  réelles,  (piî  commencent  le  quatrième  Chapitre, 
T  nous  arrivons  au\  fonctions  implicites  d'une  ou  plusieurs  variables, 
I  tlAfinies  par  une  ou  plusieurs  équations.  L'auteur  montre  d'abord 
1  t\tit,  sous  certaines  conditions  de  continuité  bien  précises,  si  l'è- 
I  quation /(^o, .>')  =  <•  admet  une  racine  réelle  _»,,  il  exista  une 
\  fonction  ,>',  continue,  aj'ant  une  dérivée,  se  réduisant  à,i-,  pour 
F,  et   vérifiant  l'équalion  /(x,^i')  =  o.   Bien  que  celte  dé- 
I  monslration  ne  soit  pas  générale,  puisqu'elle  se  borne  au  cas  des 
valeurs  réelles,   c'est  déjà  uu  grand   progrès  sur  ce  que  l'on    fait 
I  dans  la  plupart  des  cours  élémentaires,  où  l'on  admet  la  propo- 
sition et  l'un  doit  en  savoir  gré  à  M.  l'eano,  qui  étend  d'ailleurs  la 
I  démonstration  au  cas  de  plusieurs  variables. 

Ces  considérations  terminent  l'élude  du  Calcul  difTérentiel  pro- 
Fprcmentdii;  nous  en  trouvons  les  applications  analytiques  dans 
I  les  deux  Chapitres  suivants,  où  figurent  eutre  autres  choses  l'élude 
\  (les  cas  d'indétcrminalion  pourles  f'unctionsd'une  ou  de  plusieurs 
iabics   réelles,    et    les    premières    luilions,    très    élémentaires 

■  d'ailleurs,  sur    les   variables  com|)lexes  et   les    séries    ordonnées 

■  suivant  les  puissances  d'une  variable. 
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Les  applications  géométriques  étant  réservées  pour  le  second 
V^olunie,  fauteur  aborde,  dans  les  deux  derniers  Chapitres,  la  dé- 
finition des  intégrales,  rendue  bien  précise  grâce  à  la  notion  de 
limite  supérieure  et  inférieure  introduite  au  commencement  du 
Livre;  il  donne  les  règles  usuelles  d'intégration  et  termine  par 
l'étude  de  quelques  intégrales  définies  et  des  fonctions  eulé- 
riennes. 

En  résumé^  ce  Livre,  nous  en  avons  la  conviction,  est  destiné  à 
rendre  de  grand»  services  aux  étudiants  italiens,  et  nous  souhaitons 
vivement  que  M.  Peano  ne  fasse  pas  attendre  trop  longtemps  la 
publication  du  second  Volume  d'un  Ouvrage  conçu  dans  un  esprit 
aussi  moderne  et  aussi  scientifique.  A.  Paraf. 


MELANGES. 

ESQUISSE  HISTORIQUE  SUR  LA  MARCHE  DU  DÉVELOPPEMENT 
DE  LA  NOUVELLE  GÉOMÉTRIE  (  «  )  ; 

Par  Herma!<!<  HANKEL. 
(Traduction  de  M.  Dcwulf,  colonel  du  Génie), 

Parmi  les  Sciences  mathématiques,  la  Géométrie  moderne  est 
une  des  plus  récentes  :  elle  n'a  guère  plus  de  cinquante  ans  d'âge. 
Rien  ne  peut  mieux  faire  connaître  son  caractère  propre  que  de  la 
comparer  à  la  Géométrie  des  anciens  et  de  chercher  de  quelle  ma- 
nière elle  est  historiquement  sortie  de  celle-ci.  A  cet  effet,  il  sera 
nécessaire  de  reprendre  les  choses  d'un  peu  haut. 

La  Géométrie  des  anciens,  telle  qu'elle  fut  développée  par  Pytha- 
gore  et  par  Platon,  dont  Euclido  forma  un  ensemble  rigoureux,  et 
qui  célébra  son  triomphe  le  plus  éclatant  dans  Archimède  et  Apol- 
lonius, se  présente  à  nos  yeux  comme  un  tableau  nettement  dessiné. 
Chacun  admire  la  clarté  et  la  netteté  des  conceptions,  la  rigueur 
des  déductions  dans  leur  enchaînement,  la  simplicité  dans  la  re- 


(')  Cette  étude  historique  sert  d'introduction  au  Traité  élémentaire  de  Geo- 
métrie  projectile  de  Hankel  {Die  Elemente  der  projectivischen  Géométrie  in  syn- 
tetischer  Behandlung.  Vorlcsungen  von  D'  Hermaun  Hankel.  Leipzig,  1875.  Une 
analyse  de  cet  Ouvrage  a  été  donnée  {^Bulletin,  p.  5i  ;  1877). 


\ 


r^snituUOn  cjiiï  sonl  lapaiia^'c  de  l'ancienne  0<5om«.Hrlc  ni  qui  en 
mt  depuU  les  temps  les  plus  rcculi'^s  la  matière  pM.igogi(|ue  la  plus 
ropre  à  IVdiicatirm  sc'-vi^re  de  la  pcnsiV.  Mni»  rrux  qui  uni  i-tiidif' 
BMath(^nialiqiicsf(rcc(]Ucsdans  leurs  Kources  n'ont  pas  manqué 
'être  frappi^s  de  leurs  di^faiils,  qui  sont  égialenirnl  caracti''ri  s  tiques. 
«slKvec  raison  qii  On  a  éviti^,  autant  que  possible!,  ces  déTauls  dans 
s  Traités  de  G(fom('triei5l(''mcnlaire  modernes.  Les  anciens  ne  con- 
ii»eat  d'autre  développement  que  celui  qui  procède  .\ynl/iéli~ 
4ement  d'unr  véritt^  A  une  autre,  du  simple  nu  oomposi?;  ils  man- 
Hcnt  de  principes  généraux,  de  mi5t)iodes  générales.  Us  ont  une 
i^dileclioa  marquise  pour  tout  ce  qui  est  spécial  et  pour  ta  plus 
'oile  déliniilalion  des  idt'es.  Aucun  Kéomi'>lre  ancien  n'a  observé. 
Br  exemple,  que  l'angle  formé  par  deux  droites  n'est  pas  unique 
n^aliti!,  mais  qu'il  v  a  deux  angles  qui  peuvent  être  regardés, 
n  mt^me  titre,  comme  donnant  la  mesure  de  l'inclinaison  n^ci- 
roque  de  denx  droites.  Autre  exemple  :  sî  Ton  se  propose  de  di- 
iser  un  sef;ment  de  droite  Ali  suivant  une  certaine  loi  au  point  C, 
construction  prise  dans  toute  sa  gi'ui'rulit*^  ne  donne  pas  seule- 
icnt  un  point  C  situé  entre  AetB,  mais  aussi  un  point  C'en  dehors 
n  segment  AB;  cependant  le  géomètre  grec  néglige  d'emblée  le 
eniicr  point,  et,  par  exemple,  duns  la  division  en  moyenne  ot  ex- 
ême  raison  il  considère  le  point  C  comme  donnant  seul  la  solution 
u  problème;  même,  s'il  porte  son  attention  sur  le  point  C,  il  le 
tinsidère  comme  la  solution  d'un  problème  diinVenl  du  problème 
roposc;,  bien  qu'ayant  avec  lui  une  certaine  connexiu'. 
Tous  les  cas  dilTérents  possibles  dans  un  problème,  relativement 
la  [josition  des  lignes  données  ou  cherctiées,  fournissaient  au 
Somètre  grec  autant  de  problèmes  ou  de  théorèmes  divers,  et  les 
lus  grands  mathématiciens  de  l'antiquité  croyaient  ne  pouvoir  se 
isnenser  de  traiter,  dans  leurs  écrits,  avec  la  même  minutie,  la 
■âme  exactitude  et  indépendamment  les  uns  des  autres,  tous  les 
is  imaginables  et  souvent  asseK  nninlircHs.  Ainsi,  dans  le  célèbre 
ivrage  d'Apollonius,  IIipl  Xôyou  iintn^ïfi  (_De  sfclione  mlionis),  le 
kéinc  problème  se  trouve  divisé  en  quatre-vingts  cas  environ,  quï 
e  se  distinguent  que  par  la  diversité  de  position. 
Aussi  il  ne  vient  jamais  à  la  pensée  d'un  géomètre  grec  de  dé- 
(loppcr  ni  même  d'indiquer  une  méthode  générale    permettant 

nlielte, 


traiter  ces  diflérents  cas,  ati 
Bull,  det  Science!  mathem.,  v 


jins  dai 


r  parti 


ùt'w,  1.  1\.  (Juiltel  iKtij.) 
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{.'ranJciirs  vnriiililos,  pHrviiil  à  ry[iri'S('nler  pur  des  rormulcs  et  l'i  siiii- 
metlre  au  culcul  la  nature  même  <ti>scoitrbc<i.  Qii  (lotitie  It;  nom  Hc 
(îéoméii-ie  aita/yiique  i\  celle  ini^tliodc  que  Descaries  fd  connaître 
en  i63-,  soîl  parce  qu'elle  suivait  r^ellemenl  la  voie  analytique 
(dans  le  sens  de  la  logique)  en  opposition  avec  la  voie  synthétique 
lie  la  Géométrie  des  anciens,  soil  parce  qu'alors  on  iivail  déjà  pris 
l'habitude  de  nommer  Analyse  le  ralciil  des  grandeurs  générales. 
De  cette  Géométrie  analytique  naquirent  de  nouveaux  prol)li>mes 
dont  les  anciens  avaient,  à  In  vérité,  tmnvé  des  solutions  particu- 
lières dans  des  cas  spéciaux,  mais  qui  se  présentaient  maintenant 
dans  toute  leur  généralité  ;  le  problème  de  mener  des  tangentes  sk 
une  courbe  analytiquemenldéterininée,  de  trouver  leurs  aires,  etc. 
Ce  fut  réellement  dans  l'Analyse  infinitésimale,  découverte  i  la  (in 


do  \v(i'  siècle,  et  par  une  voie  coi 
Gëométrie.que  ces  problème*  Ironvére 
science,  l'.\nalyse,  lotiilement  ilill'érci 
appela  naturellement  sur  elle  l'allcnlir 
"b  ne  fut  plus  que  rarement  et,  poui 


-Lan 


nplètemenl 

lie  des 
n  de  tous  les  jïrands  esprit: 
dire,  en  passant  qi 


vit  (;à  et  là  un  géomètre  de  talent  s'occuper  de  recherches  pu- 
tenem  géométriques.  Au  xviit'  siècle,  la  méthode  géométrique 
Isitsi  abandonnée  que  l'on  se  croyait  obligé  de  démontrer  ana- 
ttquement  les  propositions  établies  par  la  Géométrie  d'une  ma- 
nière simple  et  naturelle,  afin  de  leur  donner  la  véritable  rigueur 
■athémattque.  On  avait  donné  h  ces  démonstrations,  souvent  sans 
Bégancc  ni  simplicité,  le  nom  de  di'mnnsirntion  fit  forme,  ^ilèmv 
■  Géométrieanalytique,  en  dehors  des  simplesapplications de l'Ana- 
KSC,  ne  fit  que  des  progrés  insignilîunts.  A  ma  connaissance,  on 
|*a  découvert,  par  son  moyen,  qu'un  très  petit  nombre  de  pro- 
pî^tés  purement  géométriques  de  quelque  importance.  Sa  méthode 
Savait  guère  fait  de  progrès  ilepuis  Descartes;  elle  était  encore 
ID[^o^ée,  même  dans  l'Ouvrage  d'un  Euler  {Introdiictin  in  Anal. 
fc^n.,  t.  II,  i-A^)  *'t  appliquée  de  préférence  aux  ligures,  en 
Psidont  tantôt  de  eonslniclinns,  tantiU  de  calcul,  et  sa  marche 
lait  alourdie  par  des  éliminations  compliquées.  Cela  explique 
Ibinnient  on  prit  plaisir  à  exclure  la  Géométrie  de  son  propre 
Dfnaîne,  et  pourquoi  Lagrange  se  ilutiaii  d'avoir  écrit  un  Traité  de 
Bécanique  sans  y  employer  une  seule  figure.  Son  mérite,  comparé 
r  celui  de  ses  prédécesseurs,  était  grand,  mais  pttitiel,  comme 
pale  celte  tendance  analytique. 
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La  réaclion  ne  pouvait  se  faire  allendre;  elle  ne  prit  pas  nais- 
sance cependant  dans  le  sein  de  la  Science,  elle  sortit  des  arts  tech- 
niques. Les  maîtres  es  arts  des  siècles  précédents  avaient  élevé 
leurs  églises  et  leurs  châteaux,  creusé  leurs  ports  et  leurs  canaux, 
appareillé  leurs  pierres  et  leurs  charpentes,  construit  leurs  navires 
et  leurs  machines,  en  suivant  les  antiques  traditions,  fruits  d'une 
longue  expérience  transmise  de  famille  en  famille.  Mais  avec  le 
xvii°  siècle  avait  commencé  la  décadence  des  métiers,  et  les  tra- 
ditions ne  pouvaient  plus  suffire  aux  nouvelles  exigences  de  Tin- 
dustrie  naissante  et  au  sentiment  révolutionnaire  du  xviii®  siècle  : 
il  fallait  les  remplacer  par  quelque  chose  de  rationnel,  des  pro- 
cédés guidés  par  les  méthodes  de  la  Science.  Dans  ses  travaux, 
Tartisan  se  sert  du  trait,  il  est  plus  habile  à  dessiner  qu'à  calculer; 
il  ne  pouvait  et  ne  voulait  se  servir  de  la  Géométrie  analytique  que 
le  moins  possible;  il  avait  besoin  d'une  méthode  plus  directe. 

Le  progrès  désiré  naquit  en  FrancCy  pays  qui,  surtout  à  cette 
époque,  était  incontestablement  à  la  tête  du  mouvement  intellectuel 
de  l'Europe.  Ce  fut  le  génie  mathématique  de  Monge  qui  le  fit  sortir 
des  essais  isolés  tentés  avant  lui;  il  créa  la  Géométrie  descriptwe^ 
c'est-à-dire  l'art  de  représenter  sur  un  seul  plan,  au  moyen  de 
projections  verticales  et  horizontales,  suivant  des  règles  générales 
et  constantes,  les  figures  entièrement  définies  des  lignes,  des  sur- 
faces et  des  corps  de  Tespace,  et  de  déduire  de  ces  représentations 
les  relations  géométriques  qui  résultent  de  leur  forme  et  de  leur 
situation  relative.  Cette  nouvelle  doctrine  développée,  pour  la  pre- 
mière fois  en  public,  en  1794,  à  V Ecole  Normalcy  puis  à  V École 
Polytechnique  nouvellement  fondées  à  Paris,  eut  un  succès  gran- 
diose et  retentissant.  Elle  créa,  pour  la  science  géométrique,  une 
notion  inconnue  jusqu'alors,  celle  de  la  généralité  et  de  IV/e- 
gance  géométrique, 

«  La  Géométrie  ancienne  fourmille  de  figures  »;  ces  figures  sont 
couvertes  de  lettres  qui,  suivant  l'antique  usage,  s'introduisant  au 
furet  à  mesure  des  constructions,  sont  employées  dans  l'ordre  al- 
phabétique. Le  lecteur  qui  veut  étudier  un  Ouvrage  de  Géométrie 
iloit  passer  incessamment  ilu  texte  à  la  figure  pour  tacher  de  trouver 
dans  le  labyrinthe  <los  lettres  celle  qu'il  cherche.  Dans  ces  écrits, 
lo  nusonnement  est  simple,  il  est  vrai,  mais  sec  et  insipide.  Comme 
le  texte  ne  peut  être  compris  sans  la  figure,  on  ne  cherche  pas  à 
peindre,  au  moyen  du  texte  seul,  un  tableau  idéal  où  l'imagination 


MELANGES.  )77 

puisse  voir  l'objel  g<5oméLnquc  tIciiU  il  csl  (jncslion.  Suivant 
l'rxumplc  (lc-<!  anciens,  on  laissait  de  côLé,  dans  les  Ouvrages  de 
Géométnc,  tnulc  transition  d'ua  tliéorùmu  à  un  auli-c,  on  dissipnu- 
tait  toute  Li-ace  de  leur  enchaînement  naturel  et  le  lecteur  était 
assailli  d'une  avalanche  de  propositions  isolées,  de  proportions  et 
de  figures. 

Dana  l'Analyse  on  rtail  habitués  une  exposition  dilTérente,  plus 
libre  cl  plus  vivante  ;  Saler  et  Lagraitge  avaient  créé  ce  que  l'on 
nomme  élégance  analytique;  leurs  écrits  et  ceux  du  leurs  succes- 
seurs avaient  abandonné  l'ancienne  forme  pédantc-squc  pour  lui 
subslilucr  une  exposition  limpide  cl  un  développement  conliau 
(|ui  allache  purloul  le  lecteur  à  l'idée  dominante. 

Il  riait  nécessaire  que  la  Géométrie  fît  le  même  progrés  pour 
passer  de  l'étroit  cabinet  au  vaste  ampliilbéâtre  et  i-ommencer  une 
vie  nouvelle.  Mnngc.  lui  fit  faire  ce  pas;  ses  écrits  sont  de  vrais 
modèles  d'élégance,  de  limpide  exposition,  ils  sont  dégagés  de  tout 
l'aLtirail  ancien.  Ce  fui  lui,  l'inventeur  du  dessin  scientifique,  qui 
chassa  de  la  Géométrie  ce  fatras  de  figures,  non  parce  qu'il  néf,'!!- 
gCdit,  comme  Lagrange,  l'inluition  géométrique,  mais  parce  qu'il 
voulait  la  développer  en  faisant  sortir  du  sa  description  nnc  image 
idéale,  i'onr  parvenir  û  ce  résultat,  il  fallait  enrichir  le  langage 
géométrique  et  se  servir  de  tous  les  auxiliaires  utiles.  L'usage  des 
lettres  employées  dans  l'ordre  alphabétique  pour  désigner  tous  les 
points  empêchait  d'embrasser  les  figures  d'nn  coup  d'a-il  ;  il  fallait 
ie  remplacer  par  une  description  des  fignres  qui  permit  de  grouper 
clairement  les  lignes  principales  et  de  les  désigner  de  telle  manière 


e  les  lettres, 


I  aide  à  la 


,  rapp. 


it  toujours 
Is  Biguificalion  de  l'objet  géométrique  ;  etc.  En  toul  cela,  Mange 
fnt  un  maître.  Par  l'activité  de  son  enseignement  à  l'Ecole  Poly- 
technique, qui  brillait  alors  de  son  plus  vif  éclat,  il  tit  pénétrer 
ilan6  toute  la  France  la  distinction  de  sa  méthode.  Depuis  ce  temps, 
le  style  de  ses  écrits  devint  le  modèle  qui  fui  imité  et  presque 
Blteint  dans  toute  la  littérature  géométrique,  tant  il  est  vrai  de 
tliro  que  ii  le  stvie  de  l'exposition  est  toujours  trùs  intimemeol  lié 
à  IVsprit  de^  niéthudes  ». 

Lsi  Géomélrie  est  redevable  à  Monge  et  à  ses  disciples  d'un 
second  progrès  non  moins  considérable.  Par  eux,  elle  s'éleva  à 
■me  cunsidéralion  plus  libre  cl  plus  générale  dcsri'laliousdc  situa- 
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lion  des  figures.  Il  est,  en  effet,  dans  la  nature  de  la  Géométrie 
descriptive  d^étrc  indifférente  à  la  position  du  point  d^inlersection 
d'une  droite  AB  par  une  autre  droite,  soit  sur  le  segment  AB,  soit 
en  dehors  de  ce  segment;  il  suffit,  en  effet,  de  changer  la  position 
du  corps  à  représenter  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection 
pour  changer  à  volonté  ces  relations.  Les  droites  parallèles  appa- 
rurent alors,  ainsi  que  le  grand  géomètre  du  xviT  siècle,  Desar- 
^ues  [mori  à  Lyon  en  16*61),  l'avait  déjà  énoncé,  comme  ne  diffé- 
rant pas,  en  réalité,  des  droites  concourantes,  mais  comme  des 
droites  dont  le  point  d'intersection  s'est  éloigné  à  Tinfini.  Déplus 
les  imaf:^inaircSyAc\Gn\\Q^  familières  depuis  longtemps  kV Analyse 
et  à  ÏAlgèbn*,  ne  furent  plus  un  obstacle  aux  considérations 
géométriques  ;  Mongc  les  regardait  comme  une  conséquence  oc- 
casionnelle des  relations  accidentelles  de  situation  qui  n'ont  aucune 
influence  sur  les  propriétés  essentielles  des  figures  définies  par  une 
propriété  permanente. 

Considérons,  par  exemple,  deux  circonférences  dans  un  plan  : 
elles  peuvent  se  couper  ou  ne  pas  se  couper;  dans  le  premier  cas, 
il  y  a  une  droite  (la  corde  commune)  qui  joint  leurs  points  d'in- 
tersection; dans  l'autre  cas,  les  points  d*intersection  sont  ima- 
ginaires, ce  qui  revient  à  dire  qu'ils  n'ont  plus  aucune  signification 
géométrique  sensible.  On  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  encore 
une  droite  qui  correspond  alors  à  la  corde  commune  du  premier 
cas.  Pour  répondre  à  celle  question,  il  faut  d'abord  trouver  une 
propriété  de  cette  corde  commune  qui  ne  se  lie  pas  immédiatement 
à  ces  deux  points  d'intersection.  On  peut,  en  effet,  trouver  une 
propriété  de  ce  genre  appartenant  à  tout  point  C  de  la  droite.  On 

«  (A>-  »  ) 


—  1 


PA.PH  .-  PT,  =  PT,  =-  M,P  =  MiT,  =  M,P  -  M,T,  . 

\  ovons  maintenant  sur  <|uelle  ligne  se  trouvent  les  points  P  pour 
lesquels  Pï|  =  PT2  quand  les  deux  circonférences  ne  se  coupent 
pas  (//^.2).SoitPun  point  tel  que  /|  =  ^j.  Alors  a:^ —  r^=j-» — rj; 
si  l'on  abaisse  du  point  P  une  perpendiculaire  PQ  sur  M|  M2,  on 
déduit  immé<liatcmcnt,  de  o  r^  ^J  -  -  t\. 


et,  réciproquement,  cette    relation  est  la  condition  d'égalité  des 
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|bng«ales  |)(iur  t:li;irun  iIcs  points  île  \»  ilroilc  l'Q.  Nous  avons 

pifisî  trouve  ont;  droite  ijiii  reste  toujours  réelle,  quelle  cjue  puisse 

Ire  Ib  siliiBlion  relalivi-  de  ces  circoDfércRcrs  et  qui  a,  avec  elles, 

fCtte  relation  pertnanenlt;  (pic  le^  lnn;^enlcs  aux  <leu\  circonférences 

tsNi»  de  elincun  de  se»  points  ont  toujours  la  miîme  longueur.  Dans 

B  premier  cas,  cette  droite  passe  par   les  deux   points  d'întcrsec- 

K)a;danslc  dernier  cas,  nous  continuerons  à  dire  qu'elle  ren- 

^rinu  les  deux  points  d'intersection  imaginaires.  On  peut  alors 

ncr  de  chacun  des  points  de  cette  droite  des  tangentes  réelles 

■DX  deux  circuufércnccs:  tandis  que,  dans  lo  premier  cas,  on  ne 

'  ilv.  tangentes  réelles  que  des   points  situés  en  dehors 

les  deux  circonfi^renccs;  on  dit  alors  que  les  tangentes  issues  des 

toints  di>  In  oordi-  cntninune  sont  imaginaires,  mais   néanmoins 


toujours  t-f^'iilcs.  (^es  eonsidéralions  uni  été  exposée-,  pour  l;i  pic- 
miêr»;  l'ois,  en  iH i5y  par  Oau/lîer,  éli'vrdc  Hfnuf^e;  il  donna  :■  cette 
droite  le  nom  6'axe  radical.  I*tus  tard  on  l'a  nommée  aussi  corde 
commune  n'elle  ou  idéale  des  deux  circonférences,  ou  encore 
droite  d'égale  puissance,  la  puissance  d'un  point  Ppar  rapport  à  une 
irirconférence  M  de  rajon  /■  ét»nl  la  ditréience  mT''—  /-^ 

L'importance  du  principe  que  nous  venons  d'exposer  ressortira 
|>lfineinent  de  celte  observation  que  les  propriétés  des  droites 
il'éjjate  puis.suncc  découvertes  pour  deux  circonférences  de  posi- 
tion quelconque  sont  des  propriétés  générales  de  ces  circonfé- 
rences. Imaginons,  par  exemple,  trois  circonférences  quelconques 

■  racées  dans  un  plan;  supposons  qu'elles  ne  se  coupent  pas,  et 

■  4>H!>tnHSons  les  droites  d'égale  puissance  de  ces    circonférences 


I" 


riroilc" 


"I"- 


i8o 
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point  dont  la  puissance  sera  la  même  par  rapport  aux  trois  circon- 
iercnces.  Cela  saute  aux  yeux  immédiatement;  puis  on  conclut  de 
là  que  les  trois  cordes  communes  à  trois  circonférences  qui  se 
coupent  concourent  aussi  en  un  même  point,  ce  qui  est  d*une  évi- 
dence moins  spontanée,  et  ce  qui  paraît  avoir  échappé  à  tous  les 
géomètres  jusqu^au  commencement  du  xix*  siècle. 

Ainsi  la  Géométrie  acquérait,  dans  tous  les  cas  semblables,  une 
liberté  d^allures  qui,  examinée  du  point  de  vue  des  anciens  géomè- 
tres, semblait  compromettre  au  plus  haut  degré  l'évidence  et  la 
solidité  de  la  Géométrie.  En  eflet,  ce  principe,  désigné  plus  tard  par 
Poncelet  sous  le  nom  de  principe  de  continuité,  parce  qu'il  réunit 
en  un  tout  les  divers  cas  concrets,  ne  peut  pas  être  démontré 
géométriquement,  Timaginaire    n'étant   pas   intuitif.  C'est  bien 

Fig.  a. 


plutôt  un  don  fait  parTAnalyseà  la  Géométrie  pure;  car,  en  Analyse, 
les  grandeurs  imaginaires  se  comportent  dans  tous  les  calculs 
comme  des  grandeurs  réelles.  Ce  ne  fut  que  Thabitude  de  consi- 
dérer les  grandeurs  réelles  et  imaginaires  comme  jouissant  des 
mêmes  propriétés  au  point  de  vue  analytique  qui  conduisit  à  ce 
principe  qu'on  n'eût  jamais  découvert  sans  la  Géométrie  analytique. 
La  Géométrie  pure  fut  ainsi  indemnisée  du  dommage  que  lui  avait 
causé  la  longue  tyrannie  de  TAnalyse,  et  ce  fut  peut-être  un  avan- 
tage pour  le  champ  de  la  Géométrie  d'être  resté  si  longtemps  in- 
culte pendant  que  celui  de  l'Analyse  produisait  de  si  riches  mois- 
sons; les  semences  allaient  s\  développer  vigoureusement  comme 
dans  une  terre  vierge. 

I.a  Gromélric  descriplivc  a  pour  ol)j(»l  de  représenter  sur  un 
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B  plan  les  ligures  de  l'e^piice,  de  déctiiiiG  leurs  priipriélés  gi3omé- 
\  triques  do  celles  de  leurs  contours  apparents  et  réciproquement. 
De  là  devait  aaître  l'observation  spontanée  que  les  contours  sur 
un  plan  jouissent  parfois  de  propriétés  très  intéressantes  qui  sont  de 
Bimples  conséquences  de  rapports  entre  les  figures  de  l'espace  à 
trois  dimensions  et  dont  la  démonstration  directe  dans  le  plan  est 
<  beaucoup  plus  compliquée.  Ainsi,  par  exemple,  il  n'y  a  rien  de 
;  plus  facile  que  de  déduire  de  la  considération  de  la  sphère  les  pro- 
priétés des  lignes  d'égale  puissance  que  nous  venons  d'établir.  Ima- 
ginoDS  une  spbère  coupée  par  deux  plans  suivant  deus  circonfé- 
rences  C,  C.  Prenons  un  point  quelconque  P  sur  l'intersection 
I   des  deux  plans,  tirons  de  ce  point  toutes  les  tangentes  possibles  à 
la  splière;  parmi  ces  tangentes  se  trouvent  celles  que  l'on  peut 
mener  aux  deux  circonférences;  toutes  ces  tangentes  sont  égales 
entre  elles.  Rabattons  maintenant  les  deux  plans  l'un  sur  l'autre  en 
les  faisant  tourner  autour  de  leur  droite  d'intersection,  nous  ob- 
tenons ainsi  une  ligure  plane  dans  laquelle  cette  droite  est  celle 
d'égale  puissance  par  rapport  aux  circonférences  C,  C. 

Le  tliéorème  des  trois  droites  d'égale  puissance,  même  dans  le 
cas  où  les  circonférences  se  coupent,  est  aussi  évident  lorsqu'on 
l'étend  àl'espace:  imaginons  que  l'on  décrive,  autourdes  centres  des 
circonférences,  des  sphères  dont  ces  courbes  soient  les  équaLeurs; 
ces  sphères  se  coupent  deux  à  deux  suivant  une  circonférence  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  commun  des  équateurs  et  le 
coupe  suivant  la  sécante  commune  aux  deux  circonférences. 

Le  plan  qui  renferme  les  points  communs  aux  sphères  I  et  II 

coupe  celui  qui  renferme  les  points  communs  aux  sphères  I!  et  III 

suivant  une  droite  perpendiculaire  au   plan   de   l'équaLeur  et  qui 

passe  par  les  points  communs  aux  sphères  I,  11,  III.  Le  plan  d'in- 

I  lerscctiun  de  I  et  III  doit  aussi  passer  par  celte  droite  ;  en  d'autres 

,   termes,  les  trois  plans  d'intersection  passent  par  la  même  droite 

I   perpendiculaire  au  plan  de  l'équateuret  les  traces  de  ces  plans  sur 

celui  de  l'èquateur  passent  par  le  pied  de  la  commune  intersection 

i  des  (rois  plans.  c.  q.  f.  d. 

Ou  voit  déjà  de  quelle  importance  furent  les  travaux  de  A/onge 
jrpour  ie  développement  de  la  Géométrie.  L'étude  des  ligures  de 
f  l'espace,  qui  avait  si  longtemps  cédé  le  pas  à  l'intérêt  que  l'on  por- 
,  luit  aux  ri'lationsabslraitcs  entre  Icï  grandeurs,  s'c\eillail  avec  une 
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nouvelle  activité.  Monge  lui-niérae  et  la  grande  école  fondée  par 
lui  enrichirent  la  Géométrie  d'une  suite  de  découvertes  de  la  plus 
grande  importance  ;  je  n'en  veux  citer  qu'une  seule  des  plus  con- 
nues et  des  plus  élémentaires,  celle  de  la  génération  de  l'hyper- 
boloïde  et  du  paraboloïde  hyperbolique  par  des  lignes  droites; 
l'étude  des  surfaces  du  second  ordre,  qui  étaient  mal  connues 
jusque-là,  fut  pour  cette  École  un  des  principaux  champs  d'investi- 
gation. 

Il  est  impossible  d'exposer  ici,  même  en  partie,  l'œuvre  multiple 
de  cette  École,  etde  faire  connaître  nominativement  tous  les  savants 
qui  se  formèrent  pendant  les  quinze  années  du  professorat  de 
Mongc  à  Y  Ecole  Polytechnique  (l'^ip-iSog)  et  devinrent  ses  con- 
tinuateurs :  Hachette,  Charles  Dupin,  Brianohon,  Malus,  Gaultier, 
Biot,  l^ancret,  elc.  Poinsot  porta  la  clarté  géométrique  de  Monge 
dans  la  Mécanique  ;  il  écrivit  une  Statique  (  i8o4)  qui  ne  le  cède 
c*n  rien,  pour  Télégance,  à  celle  de  Lagrange,  mais  qui  est  plus 
rlaire,  plus  simple,  plus  intuitive  et  qui  a  été  d'une  étude  extrê- 
mement fructueuse. 

Je  ne  puis  quitter  Monge  sans  dire  un  mot  de  ses  recherches 
d'un  autre  ordre  qui  firent  aussi  époque  et  par  lesquelles  il  aida 
puissamment  la  nouvelle  géométrie,  sinon  directement,  du  moins 
incidemment.  Monge  est  aussi  le  père  de  la  Nouvelle  Géomélric 
analytique. 

Quoiqu'il  ail  été  précédé  dans  cette  voie  par  quelques  Mémoires 
de  LagrangCy  il  a  débarrassé  la  Géométrie  analvtique  de  la  lourde 
confusion  des  théorèmes  de  l'ancienne  Géométrie  ;  il  fut  le  premier 
(|ui  y  appliqua  méthodiquement  les  procédés  purement  analytiques, 
et  qui  montra  comment,  sans  l'aide  d'aucun  autre  théorème  et 
par  la  simple  combinaison  des  équations  des  lignes,  on  peut  ré- 
soudre les  problèmes  de  la  Géométrie  analytique  d'une  manière 
plus  simple  et  plus  élégante  qu'en  suivant  l'ancienne  marche,  et  En 
introduisant  dans  la  Géométrie  analytique  Véqualion  de  la  ligne 
droite,  Monge  posa,  pour  ainsi  dire,  la  règle  fondamentale  qui 
permit  d'en  bannir  toute  construction  et  lui  donna  la  forme  nou- 
\ellequi  rendit  possible  son  développement  ultérieur.  »  (Pluckkr, 

tnalytisch-geometriscltr  Entwickelungen,  t.  11,  p.  4;  Moncb, 
Application  de  r.tlgèbre  il  la  Géomêtriey  i^oo.  jFe ailles  d'Ana- 
lyse appliquée  à  la  liéométrie,  170^.  Extension  générale  de  cette 
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nouvelle  forme  par  les  Ouvrages  de  Biot,  Traité  analytique  des 
courbes  el  des  surfaces.  i8oa;  Essai  de  Géométrie  anatytique, 
i8o5.) 

A  la  môme  (époque,  une  nouvelle  voie  fut  ouverte  à  la  Géométrie 
dans  une  direction  dilTérenle,  moins  éloignée,  il  est  vrai,  de  l'an- 
cienne Géométrie  que  celle  dont  nous  venons  de  parler,  mais  qui 
s'élève  plus  haut  que  toutes  les  autres.  Monge  et  son  Ecole  s'occu- 
paient surtout  des  relations  de  forme  cl,  en  particulier,  de  celles 
des  surfaces  el  des  courbes  de  l'espace  à  trois  dimensions,  le  seul, 
il  faut  le  dire,  qui  fiit  accessible  alors  à  la  Géomélrie.  Par  une  sorte 
Je  contraste,  Carnoi  traita  s|iéciati'mcnt,  dans  sa  Géométrie  de 
position  (  i8o.'J),  les  rchifinnx  iti' grandeur  des  lifiures,  et  notam- 


ment celles  qui  résultent  de  leur  section  par  des  transversales. 
Comme  on  le  sait,  la  Géométrie  ancienne  s'occupait  presque  exclu- 
sivement des  grandeurs  géométriques  ;  il  ne  faut  donc  pas 
s'étonner  si  Carnot,  qui,  comme  beaucoup  trop  de  ses  compa- 
triotes, ne  possédait  qu'un  léger  bagage  de  science  mathématico- 
hïsloriquc,  découvrit,  à  nouveau,  des  théorèmes  déjà  connus  de 
l'antiquité.  Quoiqu'il  y  eât  un  certain  mérite  à  raviver  ces  antiquc.-i 
vérités  qui  étalent  tombées  dans  l'oubli,  celui  de  Carnot  ne  se 
borna  pas  lu  ;  il  enrichit  la  Science  d'un  grand  nombre  de  nouveaux 
théorèmes  de  cette  espèce  auxquels  il  donna  une  forme  applicable 
aux  rapports  de  position  les  plus  variés,  par  l'introduction  du  signe 
n^atif.  Il  intitula  sa  Géométrie  GéomiUrie  de  position,  parce  qu'il 
résolvait  d'un  seul  coup  tous  les  cas  possibles.  Ni  le  nom  ni  la 
méthode  ne  sont  restés  dans  la  Science  et  n'ont  rien  de  commun 
avec  ce  que  l'on  nomme  aujourd'hui  Géométrie  de  situation 
(der  Lfige). 

Il  est  impossible  dr  ne  par.  ra|)peler  ici  que  c'est  à  Carnot  que 
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Poil  doit  rinlroduclion  de  la  notion  du  quadrilatère  complet.  On 
comprend  sous  ce  nom  le  s^'stème  de  quatre  droites  situées  dans 
un  plan  et  illimitées  dans  tous  les  sens  ;  chaque  couple  de  sommets 
oppost^s  (h^lermine  une  diagonale  :  il  y  a  donc  trois  diagonales  qui 
se  coupent  en  trois  points. 

Plus  tard,  on  a  reconnu  qu^il  était  nécessaire  de  considérer  aussi 
la  notion  du  quadrangle  complet.  On  comprend  sous  ce  nom  un 
système  de  quatre  points  A,  B,  C,  D  avec  les  six  droites  qui  les 
joignent  deux  à  deux,  les  côtés  du  quadrilatère.  Chaque  couple  de 
ci\tés  opposés  détermine  un  point. 

(^•i^s  deux  notions  proviennent  de  la  généralisation  de  celle  du 
tpiadrilatèrt*  simple,  connu  de  Tancienne  Géométrie.  Nous  ren- 

Fig.  4. 


iH>iilr\^ns  ici  une  ite  (t^s  c^néralîsftlioo^  si  caractérisliques  de  la 
ius^mélrJe  UHvIerao  et  sia>  la^fuelle  loul  prv>*:rès  était  impossible, 
i^ii  (HHiU  ù  juste  lîlnr«  re^Jirvler  lV|^>{ue  de  rapparîtion  de  la 
i w'AMiieIrte  descnj^ixe  de  MvHiie  el  de  U  Géométrie  de  position  de 
i^^nu^l  wmmeceile  Je  Tets^jor  Je  U  Géométrie;  mats  rorigioe  de 
U  Mv»:«%v/.V  Cît^^»•«^:'-•r:>.  cv>Qsi^kn^e  co«KBBie  nouielie  science,  doit 
«Hrx^  livtv  uu  |va  |4us  tini.  En  elxet«  \>*s  Ovira^es  n^avaient  fait 
AMlix^  eho^'^  ^ite  de  deKiirrttSc^er  la  Sciesee  de:»  chaînes  dont  les 
Gix\">  r^xjitent  chargée,  de  ces  ckaînes  ^i  n'entra vjîml  peat-éire 
|VAx  k"s>  iîrw:!^  si  Toa  tsea:  compte  d<  \k  natnfe  pnopnf  du  génie 
^U"  vv  |>vHAj4e^  »a:>  vÇï:  pe^siirci:  '-"aràfîneat  snr  b  tendance 
xi  dtrtViXttîo  vV^  ïoaxeaxv  î>ruicnr>  eaTvce*fa5  <«  constitoaient  un 
v4vx|^  V  r.ï>;,trttt*,'ttuitc  x  :^'<f:  ç-.-^.-çr^a^  Ijs  z'jiaîent  développé 
^^wvwuo  ^v,  ;5t.\i,*  ï'.'^x':'  c  -.catii:  fi  :-^  sir^-r  î^'ttt-uaKrment,  pour 
,*m>\  V?  *v  :.*.!..'  i /.;  ><v'c  !•:  ».—  ,::"^  ioa.xi.<"^*  -i^T^îr.  o>mine  la 
\  %>\»«^\  s i ^s"  t .'  i  \  *  *  :  ic     I  ".  -^  '  I •  : -','  ,  «L-   *t >  rrrc »»f  me-*  d  un  certain 
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lUpB  el  se  présenlci-  k  nos  >  eux  coniriic  l'expression  caracltîris- 
.i([uc  d'un  v('Tiuble  progrès  scicntiliqtie. 

CpUc  origine  date  bien  plutôt  d'un  des  derniers  élùvesdeMongu, 
de  TorHcier  du  Génie  Poncelei  qui,  étant  prisonnier  de  guerre 
des  Russes  à  SaraCof'(i8i'j-i8i4)i  eut  le  loisir  et  la  vigueur  d'esprit 
nécessaires  pour  jeter  les  fondements  de  son  célèiire  Ouvrage 
Traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  pulilié  eu  1 82a. 

Le  principe  fondamental  de  cet  Ouvrage,  s!  ex traordinat renient 
riche  en  vérités  nouvelles,  consiste  dans  l'élude  des  propriétés  des 
figures  planes  qui  sulisisK'iit  qimnd  Ih  ligure  subit  uitc  certaine 
Fijî.  5. 


Iransformation  ou  projection,  et  qui,  pour  ec  motif,. sont  désignées 
BOUS  le  nom  Ap  propriétés  projectivrs.  Cette  projection  est  d'ail- 
leurs difl'érente  de  celle  qui  résulte  de  l'emploi  de  droites  paral- 
lèles, comme  celle  de  Mongc  et  de  la  Géométrie  descriptive  :  c'est  la 
projection  dilc  projection  centrale,  celle  qui  est  particulière  à  la 
Perspective. 

L'image  perspective  d'un  objet  solide  ou  plan  s'obtient  en  sup- 
posant placé  devant  l'objet  un  tableau  transparent  sur  lequel  on 
trace  les  lignes  et  les  points  qui  correspondent  aux  lignes  et  aux 
points  de  l'objet  réel.  Ainsi  l'on  trouve  l'imago  perspective  d'un 
objet  en  joignant  tous  ses  points  au  point  de  vue  Oet  en  marquant 
les  Intersections  de  ces  rayons  projetants  avec  le  plan  du  tableau. 

Bornons-nous  à  la  représentation  des  figures  planes;  supposons 
qu'elles  soient  situées  dans  un  plan  horizontal  E,  que  le  plan  E' 
àa  tableau  soïl  oblique  et  que  le  point  de  vue  G  soit  au-dessus  do 
ces  deux  plans  :  A'  sera  ainsi  l'image  de  A,  B' celle  do  h-  Aux  points 
de  l'horizon,  c'est-ii-dirc  aux  points  inlinimeol  éloignés  de  E,  cor- 
•spond  sur  le  plan  du  tableau  E'  une  droite  unique  J'  nommée 
/iffnfi  de  fuilp.  C'est  sur  ei'lle  droite  ipic  se  euupenl  tes  perspcc- 
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tives  de  tous  les  systèmes  de  droites  parallèles.  Poncelet  exprima 
ce  fait  d'une  façon  pittoresque  en  disant  que  tous  les  points  d^un 
plan  situés  à  distance  infinie  sont  sur  une  seule  droitey  la  droite 
à  rinfini  du  plan.  Les  images  de  deux  droites  parallèles  quelcon- 
ques se  coupent  toujours  sur  la  ligne  de  fuite  J';  lous  les  points 
d'une  certaine  droite  J  siture  à  distance  finie  du  plan  E  se  pro- 
jettent à  rinfini  sur  E',  etc. 

Tous  les  points  de  la  droite  s  d'intersection  des  deux  plans,  de 
Va^e  de  projection,  se  confondent  avec  leurs  images,  et  toute 
droite  du  plan  E  se  coupe,  sur  la  droite  5,  avec  son  image  sur  E'. 

Il  existe  une  série  de  propriétés  des  figures  qui  subsistent  dans 
les  projections  de  celles-ci;  ce  sont  leurs  propriétés  descriptives, 

Fig.  6. 


suivant  le  nom  que  Poncelet  leur  a  donné,  ou  bien,  suivant  l'ex- 
pression préférée  aujourd'hui,  celles  qui  ne  dépendent  que  de  la 
situation  seule.  Ainsi  il  saute  aux  yeux  que,  si  trois  droites  se 
coupent  en  un  même  point,  leurs  perspectives  se  coupent  aussi 
en  un  même  point;  que  si  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  points 
d'une  figure  sont  en  ligne  droite,  leurs  perspectives  sont  aussi  en 
ligne  droite,  quoique  leurs  distances  mutuelles  soient  différentes. 
On  peut  supposer,  par  exemple,  que  le  point  d'intersection  de 
trois  droites  passe  à  l'infini,  auquel  cas  ces  droites  sont  parallèles, 
ou  bien  que,  parmi  les  points  d'une  droite,  un  seul  passe  à  l'infini, 
ou  encore  que  tous  s'éloignent  à  l'infini,  ce  qui  transforme  la  figure 
générale  en  une  figure  particulière;  ainsi,  par  exemple,  il  est 
toujours  possible  de  projeter  un  quadrilatère  quelconque  suivant 
un  parallélogramme,  une  conique  (pielconque  suivant  un  cercle. 
Poncelet  a  eu  Tingénicuse  idée  de  se  servir  de  celte  remarque 
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|)Our  en  déduire  les  llicorèmcs  relatifs  à  la  situation.  Les  procédés 
les  plus  éléracnLtires  perinctlenl  de  démontrer  un  grand  nombre 
de  propositions  relatives  au  parallélogramme  et  au  cercle,  absolu- 
ment sans  valeur  pour  ces  figures,  mais  qui  deviennent  des  théo- 
rèmes très  importants  par  la  projection. 

Soient,  par  exemple,  A' A",  B'B",  C'C  les  sommets  opposés  d'un 
quadrilatère  complet;  A,  B,  Clés  points  d'intersection  de  ses  diago- 
nales. Tirons  les  droites  CC,  CC  ',  leurs  intersections  avec  le  qua- 
drilatère nous  donnent  un  quadrangic  E'Il,''D''D'  dont  nous  allons 
therclier  les  propriétés. 

Pour  cela  projetons  le  quadrilatère  de  manière  à  faire  passer  !t 
l'inlini  ses  deus  sommets  C,   C";   ce  quadrilatère  se  transforme 

Fig.  ,. 


ainsi  en  un  parallélogramme;  les  droites  CC,  CC  deviennent  pa- 
rallèles à  ses  côtés,  et  K'E'IVD'  devient  aussi  un  parallélogramme, 
c'est-à-dire  que  ses  côtés  se  coupent  à  l'infini  ou,  en  d'autres  termes, 
sur  la  droite  (|u!  renferme  déjà  les  points  C',C".  Déplus,  les  droites 
l/E',  l>"i:"sont  parallèles  à'  CIV  ou  coupent  cette  droite  en  son 
point  à  l'infini;  mais  l'intersection  de  CB' avec  la  droite  de  l'infini 
n'est  autre  que  le  [)oint  A.  On  voit,  de  la  même  manière,  quciyD", 
E'E'  se  coupent  en  B.  Maintenant,  si  nous  projetons  de  nouveau 
notre  parallélogramme,  nous  aurons  le  théorème  suivant. 

Si  l'on  joint  deux  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet  au 
point  d'intersection  de  ses  diagonales,  ces  droites  déterminent 
sur  les  côtés  du  quadrilatère  un  quadrangic  dont  les  côtés  opposés 
se  cou|icnlau\  points  d'itilerseelion  dos  diagonales  du  quadrilatère 
primitif. 

Ce  ne  suni  pas  seulemi'iit  lis  relations  do  situation  qui  ne  s'al- 
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tèrenl  pas  par  la  projection  ;  il  existe  aussi  des  relations  de  mesure 
qui  jouissent  de  cette  propriété.  Un  segment  AB  situé  sur  une 
droite  change  par  la  projection  ;  si  trois  points  A,  B,  C  sont  sur  une 

même  droite,  le  rapport  ^tt- change  aussi  par  la  projection;  mais, 

si  quatre  points  A,  B,  C,  D  donnés  sont  sur  une  même  droite,  il 
existe  un  certain  rapport,  nommé  double  rapport  (rappori  anbar- 
monique  ou  projectiQ  qui  conserve  dans  la  projection  la  même 
valeur  que  dans  la  figure  primitive;  par  exemple,  les  projections 
de  quatre  points  harmoniques  sont  harmoniques. 

Il  y  a  encore  d'autres  rapports  de  mesure  qui  ne  sont  pas  al- 
térés parla  projection.  Pour  démontrer  leur  existence  dans  une 
figure  donnée,  Poncelet  projette  de  nouveau  cette  figure,  de  ma- 
nière à  lui  donner  une  forme  plus  simple  où  ce  rapport  se  trouve 
facilement. 

En  fait,  une  nouvelle  méthode  géométrique  permettant  de  dé- 
couvrir et  de  développer  une  classe  très  étendue  de  propriétés  des 
figures  fut  ainsi  trouvée  ;  cette  méthode,  difTérente  en  ceci  de  la 
Géométrie  descriptive  doit  être  considérée  comme  une  méthode 
purement  géométrique  ;  elle  ne  s'appuie  pas  immédiatement  comme 
celle  des  projections  orthogonales,  sur  la  représentation  analy- 
tique. En  effet,  la  représentation  des  formes  de  l'espace  par  des 
projections  horizontales  et  verticales  n'est  autre  chose  que  la  tra- 
duction géométrique  du  procédé  employé  dans  la  Géométrie  ana- 
lytique pour  déterminer  ces  mêmes  formes  au  moyen  de  coordon- 
nées. De  même  que  les  coordonnées  dans  la  Géométrie  analytique, 
les  projections  horizontale  et  verticale  des  figures  se  glissent  tou- 
jours dans  la  Géométrie  descriptive,  comme  des  intermédiaires 
obligés  parmi  les  figures  qui  doivent  être  étudiées  en  elles-mêmes. 

La  méthode  de  Poncelet,  au  contraire,  considère  directemenl 
les  objets  eux-mêmes,  et  l'on  comprend  ainsi  comment  la  méthode 
des  projections  conduit  à  une  si  grande  richesse  de  résultats  nou- 
veaux auxquels  la  Géométrie  analytique  serait  parvenue  difficile- 
ment par  les  moyens  dont  elle  dispose  encore  aujourd'hui. 

{A  suivre,) 


Wii^ 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 

BOBEK.  —  EiNLEiTUNc;  in  dik  Theohie  der  elliptischen  Funktionen,  I  vol. 

in-S"*,  274  p.;  Leipzij:,  i88|. 

L'auteur  commence  par  établir,  dans  une  courte  introduction, 
les  premiers  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire;  on  s'aperçoit  de  suite  qu'il  ne  veut  pas  s'y  attarder  et 
qu'il  s'attache  à  résumer  brièvement  les  principaux  faits  de  cette 
ahéorie  plutôt  qu'à  en  approfondir  les  principes,  de  façon  à  lui 
donner  une  base  solide. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Livre,  il  traite  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  :  il  introduit  a  priori  les  fonctions  6,  établit 
les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  doublement  périodiques 
par  la  considération  de  l'intégrale  prise  le  long  du  parallélo- 
gramme des  périodes,  en  suivant  la  voie  ouverte  par  MM.  Liou- 
ville,  Hermite,  Rriot  et  Bouquet,  introduit  ensuite  les  fonctions 
sn,  en,  dn,  démontre  les  théorèmes  d'addition  pour  ces  fonctions 
et  les  fonctions  0  et  termine  ce  Chapitre  en  donnant  la  formule  de 
décomposition  en  éléments  simples,  que  l'on  doit  à  M.  Hermite. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  au\  intégrales  elliptiques;  on  v 
trouvera   l'étude  de  la  surface  de  Riemann  relative  à  la  fonction 


^  =  y/(j:  —  a){x  —  ^){^  —  ^){^ — ^)»    l'étude   de    la   fonction 
de  //  définie  par  l'équation 


dz 


z^){i  —  A-^z^) 


la  réduction  à  la  forme  normale,  l'étude  des  intégrales  de  se- 
conde et  de  troisième  espèces,  les  théorèmes  d'addition  pour  ces 
intégrales,  l'application  de  la  formule  de  M.  Hermite  à  l'intégra- 
tion des  fonctions  doublement  périodiques;  on  remarquera  en  par- 
ticulier, dans  cette  partie,  l'exposition,  d'après  M.  Weierstrass, 
d'une  méthode  pour  le  calcul  de  q  au  moyen  de  A\ 

Enfin  le  Livre  se  termine  par  l'intéressante  application  de  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  à  l'étude  d<'s  courbes 
(lu  troisième  ordre.  .1.  T. 


/ia/f.  des  Sciences  mathem.,  y  m  rie,  l.  I\.  (Aoi"il   iNS>.)  \\ 
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MARX  (W.).—  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie.  Mit  ii  iithogra- 

phierlcn  Tafeln;  i  vol.  in-8",  Nuremberg,  i885. 

Le  Livre  élémentaire  que  M.  Marx  nous  offre  aujourd'hui  est  la 
première  Partie  d'un  Traité  de  perspective  dont  le  second  Volume, 
traitant  de  la  perspective  proprement  dite,  est  actuellement  sous 
presse. 

Dans  la  Partie  qui  vient  de  paraître,  se  trouve  exposée  la  méthode 
de  Monge  pour  la  représentation  des  figures  de  l'espace,  au  moyen 
de  leurs  projections  sur  deux  plans  rectangulaires.  L'auteur  s'est 
borné  à  ce  qui,  dans  nos  programmes,  fait  l'objet  de  l'enseignement 
dans  les  classes  de  Mathématiques  élémentaires,  en  développant 
toutefois  avec  détails  l'étude  géométrique  des  polyèdres  :  son  Livre 
est  rendu  vraiment  pratique  par  le  grand  nombre  d'intéressants 
exercices  qui  s'y  trouvent  proposés,  ou  même  résolus.  En  le  lisant, 
on  voit  que  la  Géométrie  descriptive  ne  se  borne  pas  à  la  seule  re- 
présentation des  corps,  mais  se  prête  également  à  la  solution 
simple  et  effective  de  beaucoup  de  problèmes  de  Géométrie  pure. 

A.  P. 


MELANGES. 


NIELS-HENRIK  ABEL. 


TaDLEAU  de  sa   vie  et  de  SOH  action  SCIENTIFIOl'R,    PAR  C.-A.    BjEBK!<iES, 

professei:r  a  l'Université  de  Christiania  (*); 
Par  m.  J.  BERTRAND. 

La  théorie  des  fonctions  elliptiques  a  reçu,  dans  la  seconde 
moitié  de  l'année  1827,  un  accroissement  considérable.  La  mine 
qu'on  croyait  épuisée  révéla  les  filons  les  plus  riches.  Deux  étu- 
diants inconnus  l'un  à  l'autre,  Tun  de  vingt  ans,  l'autre  de  vingt-trois 


(')  Traduction    française    revue   et    ronsfdérabloment  augmentée  par  l'aiileur 
Paris,  Gaulhicr-Villars,   iH85,  iii-H". 


UKLANGRS.  191 

pis,  Ahel,  (le  Christiunia,  ei  .lacobi,  di;  Kiinigshorg,  ^ignulùrent  i;ii 
ktéme  temps  la  voie  nouvelle.  Loiirs  pu Lili calions  sont  prcscpie  de 
iaérae  date,  leurs  principes  semblables,  leurs  génies  ^gaux.  Chacun 
Feux  a  puiâf^  ans  sources  et  iti^riti^  la  gloire  d'inventeur;  chacun, 
Wns  se  soucier  des  questions  de  priorité,  en  rclrempaut  son  ardeur 
nos  les  dixouverles  de  l'aiiire.  _v  a  puisiî  des  forces  nouvelles.  On 
(Kcontnit  en  nii^nie  temps  ijuc  ni  les  nif^lhodes,  ni  leurs  const'-- 
[neiices  tant  admirées,  n'avaienL  rien  appris  à  Gaiiss.  Quelques 
^ttes  mystérieuses  d'un  ouvrage  immortel,  devenues  claires  loulà 
lOup,  faisaient  remonter  à  l'année  180],  avant  In  naissance  de 
hcobi  et  d'Aliel,  les  droits  du  prince  des  géomètres.  Gauss,  sans 
BCD  réclamer,  se  réiieitait,  dans  sa  correspondance  intime,  de 
■.'avoir  plu»  k  i-édiger,  pour  tes  mettre  au  jour,  des  idées  pour  lui 
^  anciennes. 
La  loyauté  de  tous,  dans  l'histoire  de  celle  grande  découverte, 
rail  été  jusqu'ici  înconleslée.  Gauss,  si  l'on  ose  le  dire,  semble 
■<lessns  de  la  gloire.  ALel  est  trop  heureux,  trop  eiuliousiasle  de 
1  Science  pour  faire  des  paris  dans  les  régions  qu'il  découvre  el 
mmensité  qu'il  aperçoit.  Jacobi,  plus  habile  et  plus  calme,  pi- 
lant la  curiosité  par  ses  réliecnces,  s'élevanl  toujours  sans  dire 
r  quelle  voie,  dominant  les  questions  les  plus  hautes,  prolltaît, 
5  marchiinder  les  louanges  à  Abel,  do  ia  fougue  du  jeune  Nor- 
végien. 

Legendre.   admirable    par  sc^    encouragements  à  Jacobi,   plus 

nipt  il  applaudir  Abcl  qu'à  le  cooiiireudre,  lier  de  voir  ces  deux 

ïd»  génies  le  saluer  comme  leur  maître,  Inrssail  paraître  envers 

isa  une  haineuse  défiance.  ■■  Comment  se  faîi-ii,  éerit-il  â  Jacobi, 

B  M.  Gauss  ail  osé  vous  faire  dire  que  la  plupart  de  vos  théorèmes 

pi  «Haicnt  connus?  Cet  excès  d'im|iudcnce  n'est  pas  crojable.  " 

\  Si  Gauss, sans  s'expliquer da van tngcosaildire  que  les  théorèmes 

e  iacohi  lui  étaient  connus,  c'est  que  ses  vieux  cahiers  de  noies 

I  contenaieiil  la  raison  profonde,  et  l'on  pourrait  ajouter,  lors 

léme  que  les  preuves  ne  seraient  pas  devenues  évidentes  :  il  fallait 

lire,  puisque  Gauss  l'efrirmait.  Pour  l'élévation  du  caractère, 

mtae  pour  la  puissance  du  génie,  il  était  le  plus  grand  de  tous. 

Gauss  avait  froissé  plus  d'une  fois  et  exaspéré  Legendre.  Disant 

J  vérité  avec  la  force  el  la  liberté  qu'elle  inspire,  le  (irand  géomètre 

Rkdmetlail  pas  que.  sur  les  questions  de  fait,  ses  assertions  fussent 


s  de  l'illuslre  Norvégien. 

■  jicirc  iI'Alitl,  jiniivre  |iiisti-ur  de  \itlii^<-,  imiiirut jeimt;  fiicore, 

ïsanl  diiDS  h  niisÎTS  sa  vcuvo  ot  cinq  enfiinU.   Ahcl.  diiris  sod 

pfancc,  fut  méiliocri!  iVnlier.  Loisqu'ï  l'^e  He  Hoixe  ans  il  aboi'da 

AlgitlirL-.  l'iiutilVi^rfnRR  (luitr  tiiiito  aaLre  élude  ilcvitit  de  l'iiver- 

■un.  Son  tniiîirc.  RiddtTvold,  trouva  un  jour.siirlc  banc  du  jeititc 

m^lre,  oe  billet  di"  la  main  d'AIiel  :  «  lliddefvold  s'ioiayîne  que 

pi  i^-cril  mil  cnmposSiicin  en  liingne  lolinr;  il  se.  Iroiiipe  jotiinrrtit.  » 

Les  géomètres  \cf>  plus  ilhisti'cs,  au<isi  bien  que  les  compilnli-iirs 

s  plus  mili1ié$,  étaient  étudît^A  $ans  aiiie  cL  san.s  clioix.  rrancœiir  cl 

Eulcr,  Gnniier  f.l  Poisson,  Lacrciix  cl  Guuss  le  ciinrrnaifni  et  le 

pévcloppaient,  int^galement  sans  doute,  mais  élairnl  lus  jusqu'à  la 

■nière  ligne.  Ui>  suvoir  aussi  i^Icndii,  écrit  M.  BjerWnea,  oubliant 

rilliislri^â  e«ernpl(!s,  ne  poiivoil.  tHre  iicquis  siins  porter  pri'judiiie 

I  d'autres  braticbcs.  .larobi,  admiré  par  tous  ses  maîtres,  ne  néf;li- 

lit  cependant  aucune  branclie  d'éUide;  il  cxrt'llait  au  gvmnase 

^■nmc  à  l'diiiversiti'^  en  Philologie  aussi  biwn  qu'en  Alatliéinatî- 

ptC9,  rn  Ilisloire  comme  en  Pbilosopbie.  Abel.  pcoclanl  les  leçons, 

^vaità  ses  forniides.  On  l'entendit  un  Jour  avec  éloiiiiement  în- 

-ompre  le  cours  de  Pbilosopbie,  en  s'écri.inl  ù  baiite  voix  :  Jcf^ 

^afttet:  H  Je  le  tiens.  <i  L'université  de  Christiania  adjoignait  il 

1  de  ses  diplAmes  une  mention  plus  ou  moins  Hatteuse  :  Inii- 

'jabitis pra-  ctPlcris,  ImidabUis,  fiaud  illaudabUis  ou  non  con- 

bjHR«'ni/us,  étaient  les  formules  adoptées.  Abel,  pour  son  examen 

frtitttn,  de  même  que  pour  l'exame// /<A(7o«fl/)/(û-»/7t,  fut  déclaré 

\aad  illaudablUs.  Il  négligeait  tout  pour  l'Algf'bre  et  m^luîl  des 

Mcals  &  ses   plaisanteries:   une  de   ses  lettres  est   ainsi   datée: 

B(ïo643âTai9  ;  c'est  sa  nianit-re  d'écrire  a.^  juin  i8a3;  en  ajoutanl 

peJqucs  décimales  sous  le  radical,  il  aurait  pu  indiquer  en  ujérne 

npa  l'heure,  la  minute  et  la  seconde. 
lAbel  excr(;a  ses  forces  naissantes  à  la  résolution  algébrique  de 
■({Dation  da  uinquiôme  degré.  Son  maître  d'Astronomie,  Hann- 
lecD,  soumit  son  travail  à  Dcgen,  professeur  k  Copenhague,  qui. 
Ens  l'approuver  mnis  sans  découvrir  la  Faute,  admira  la  marche 
professeur,  .nijnm'irbiil  (iiiblié,  iij.>ut:iil, 
e  propbétiqueinenl  : 

lugiéthcr li'^inKtlit  l«  *<i^ii  <)uij  k-  Icnipn  i-I  It!  foLCCï  ion- 
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sacrées  par  M.  Ahcl  à  une  question  que  je  regarde  comme  stérile  soient 
clirij^és  vers  un  sujet  dont  le  perfectionnement  aura  les  plus  heureuses  cod- 
séquences  pour  l'Analyse  entière,  je  veux  dire  les  transcendances  ellipti- 
ques. Avec  ses  dispositions  conv«*nabIcs  pour  ce  genre  de  recherches,  le 
travailleur  découvrira  des  détroits  de  Magellan  conduisant  à  de  vastes  ré- 
gions d'un  seul  et  immense  océan  analytique. 

Avant  de  découvrir  ces  détroits,  Ai)el  dirigea  mal  ses  premiers 
pas.  Voulant  calculer  Taction  de  la  Lune  sur  le  pendule,  il  se  trompa 
complètement.  Schumacher  refusa  le  Mémoire  d'Ahel.  «  Pour  ?on 
honneur,  écrivit-il  à  Ilannsteen,  qu'il  n*en  ^oit  plus  parlé.  »  On 
en  parla  peut-être  à  Christiania;  mais  la  réputation  d'Abel  était 
faite.  L'université,  bien  conseillée,  demanda  pour  cet  élève,  dont 
presque  toutes  les  notes  étaient  médiocres,  une  récompense  excep- 
tionnelle. Une  pension  lui  fut  accordée,  pendant  trois  ans,  pour  se 
])crfectionner  d'abord  dans  les  langues  étrangères  et  féconder  dans 
les  grands  centres  scientifî(jues  les  inspirations  d'un  génie  qu'on 
devinait.  I^'année  suivante,  il  partit  pour  Berlin  en  compagnie  de 
trois  camarades  de  l'université:  Boeck,  gradué  en  médecine; 
Keilhau,  curieux  de  l'art  des  mines,  et  Tank,  dont  la  philosophie 
était  l'étude.  Abel  fît,  à  Berlin,  la  connaissance  de  Crelle,  qui  l'ad- 
mira, devint  son  ami  et  devait  proclamer  sa  gloire.  Une  erreur 
s'est  glissée  dans  le  récit  de  M.  Bjerknes  :  «  La  tentative  faite  par 
Crclle  pour  introduire  à  Berlin  quelque  vie  dans  la  Science  f>ar  l'or- 
ganisation de  réunions  scientifiques  dans  sa  propre  maison  avait, 
dit  M.  Bjerknes,  complètement  échoué,  et  cela,  par  l'arrogance 
insupportable  d'un  seul  sociétaire,  le  physicien  Ohm.  »  L'illustre 
auteur  de  la  théorie  des  courants  occupait  à  Bamberg  un  très  mo- 
deste emploi;  il  n'avait  ni  le  goiU,  ni  le  droit  d'être  arrogant  et  se 
serait  tenu  pour  honoré  par  les  invitations  du  conseiller  Crelle. 
M.  Bjerknes  le  confond  avec  le  mathématicien  Ohm,  médiocre  au- 
teurd'un  Livre  sur  le  calcul  des  variations,  qui,  lors  de  son  arrivée 
à  Berlin,  ayant  pris  logement  dans  une  rue  depuis  longtemps 
nommée  la  rue  Ohm,  répondait  d'un  ton  modeste,  quand  on  lui 
demandait  son  adresse  :  <(  Ou  a  bien  voulu  donner  le  nom  de  Ohm 
à  la  ru(î  que  j'habite.  » 

I/avenir  était  sombre  pour  Abel;  on  devait,  d'après  la  tradition 
et  la  règle,  faire  de  lui,  pour  une  année  au  moins,  un  simple  maître 
d'école.  La   chaire  de  Malhématicpies,  pendant  le  voyage  d'Abel, 


levint  vacante  à  l'université  de  Cltrisliania;  clic  fui  donnée  à 
lUnlmboc,  son  [ircmier  tiiallre.  Le  rapport  du  sénat  universilairt: 

rappelait,  pour  mniivcr  ce  choiï,  les  titres  nnclcns  et  stTÎcux  du 
Bcandidat,  en  ajoulaat  toutefois  :  «  Le  si'nal  considère  comme  nn 
^devoir  de  faire  observer  combien  il  importe,  au  point  de  vue  de  la 
■Science  en  général  et  de  notre  université  en  particulier,  que  l'on  ne 

Kîrde  pas  de  vue  l'étudiant  Ahel.  n  M.  Djerknes  juge  le  sénat  excu- 

kable;  maïs  la  préférence  accordée  au  maître  excellent  et  dévoué 
leur  son  iirlmiralilo  mais  tr^s  jeune  élève  lui  paraît  au  fond  singu- 
lliére.  Abcl  fut  plus  juste;  la  leiire  qu'il  écrivit  à  Holmboe  leur  fait 
Jtonneur  à  tuus  deux  : 


I  maître,  et  io'is 
i.  Tu  pcu\  bicD 


Ri>çnis  me»  bii^n  sinci^rtis  Klicilaiions,  écrit  Abel  à 
Certain  qu'aui^iin  de  tes  amis  mr  s'en  réjouit  plus  iiur-- 
,   i;  j'ai  souvent  souhaité  un  rhangeineal  dans  la 
Mttrc  dans  une  école,  c'cflt  élé  liorril'le  pour  quelqu'un  qui  s'intéresse  vl- 
rr-fACDl  ft  la  Science,  et  maintenant  tu   vas  t'iiccupcr  sérii.'u«cnient  Hc  iv 
^ércliut  une  kien-almue,  n'^t-cf  pa?? 

M.  Bjerknes  s'étend  longuiUTient  sur  le  parli  pris  p;ir  Uk-I  d.-  ne 

pas  visiter  Giiltingue;Guuss  l'eUrajail,  ou,  pour  adopter  les  termes 

tnémes  de  l'auteur,  ALel  n'aimait  pas  Gauss.  M.   Bjerknes  s'en  ré- 

Ijouit;  favorable  avant  tout  à  la  gloire  de  son  illustre  compatriote, 

I  aurait  craint  qu'après  une  visite  à  Giittingue    on  eût  cherché 

pdsDS  les  idées  d'ALel  l'iuspiniliou  d'un  maître  ptiiis  grand  que  lui. 

lettc  cratnle,  on  le  devine,  n'était  pas  celle  d'Aliel.  Il  redoutait 

tauluur  de  Gauss,  comtue  autour  de  Cauch^,  un  rempart  triple  de 

[dédain  et  d'orgueil.  Comment  être  admis,  sans  un  blocus  en  régie, 

i  contempler  de  si  hautes  renommées?  Kicn  n'était  plus  injuste. 

sstbie  majesté  de  Caucliy  fera  sourire  ceux  qui  l'ont  connu, 

utl  quant  à  Gauss,  ses  lettres  à  Schumacher,  familières  et  intimes, 

noua  le  montrent,  pendant  quarante-deux 

tolelu  de  francliise,  de  bonté  et,  malgré  son  amour  liu  rcpi 

l^rét  pour   tous.  Les    eordiales  récepli 

|£uient  comptées,  par  Péniinent  astrom 


d'in- 

(lont  il  honorait  Ënckc 
comme  l'un  des  meil- 


leur«  souvenirs  de  sa  vie  ;  et  la  conversation  du  grand  géomètre, 
klcvéc  et  profonde  sur  tous  les  sujets,  le  laissait  dans  l'enlhou- 
niasme,  presque  dans  l'ivresse.  Abel  aurait  été  le  bienvenu  à  Giit- 
tingue, c.miuie  le  f.il  liugt  uns  plus  tard  Ir  jeun.' Ki.enslrin,  ilorM 
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Gaiiss  disait  :  «  Ses  moindres  productions  font  honneur  à  un  si 
jeune  homme,  ses  meilleures  grandiraient  le  nom  du  plus  habile.  » 

M.  Bjerknes  cependant  insiste  sur  la  répulsion  d'Abcl,  sur  sa 
rancune,  sur  son  aversion  même  pour  le  grand  homme  qu'il  ne 
vit  jamais.  Que  s'était-il  passé?  Schumacher,  paraît-il,  aurait 
soumis  à  Gauss  un  Mémoire  proposé  par  Abel,  bien  jeune  encore. 
C'était  une  première  tentative  pour  démontrer  l'impossibilité  de 
résoudre  algébriquement  les  équations.  Gauss,  qui  n'aima  jamais 
à  examiner  les  manuscrits  d'autrui,  se  serait  écrié,  après  un  coup 
d'œil  jeté  sur  celui  d'Abel  :  «  C'est  une  abomination  d'écrire  de 
telles  choses  !  »  Es  ist  cin  Gniiielso  ^vas  zusanimen  zu  schreiben  ! 

Gauss  n'avait  pas  sans  doute  gardé  souvenir  de  cette  boutade, 
lorsque,  cinq  ans  après,  il  écrività  Schumacher  :  «  La  mortd'x\bel, 
qu'aucun  journal  n'a  annoncée,  est  une  grande  perte  pour  la 
science.  Si  l'on  publie  ou  si  vous  apprenez,  quelque  chose  sur  la 
fin  de  ce  grand  esprit,  je  vous  prie  de  me  l'envoyer.  Je  serais  bien 
aise  d'avoir  son  portrait,  s'ilélail  possible  de  se  le  procurer.  Hum- 
boldt,  à  (|ui  j'avais  parlé  de  lui,  était  décidé  à  tout  faire  pour  l'at- 
tirer à  Berlin.  »  Abel,  pour  pénétrer  jusqu'à  l'auteur  de  ces  lignes, 
n'aurait  eu  besoin  d'aucun  blocus. 

Ni  la  crainte  d'être  froidement  a(xueilli,  ni  son  injuste  aversion 
pour  (iauss,  n'auraient  éloigné  Abel  de  Giitlingue;  mais,  cédant  à 
la  curiosité  et  poussé  par  l'inquiétude  de  la  jeunesse,  il  préféra 
ritinéraire  plus  attravant  choisi  par  ses  compagnons.  Les  jeunes 
Norvégiens  visitèrent  Dresde,  Prague,  Vienne,  Trieste,  Venise  et, 
pour  se  rendre  à  Paris,  traversèrent  lentement  la  Suisse,  assidus 
aux  théâtres  plus  (ju'aux  académies,  jugeant  les  pièces,  admirant 
les  acteurs  et  mettant  la  Science  en  oubli.  «  Ah  I  s'écriait  Abel,  en 
sortant  d'une  représentation  de  Guillaunie  Tcll^  tu  aurais  vu  ce 
(|ue  c'est  (jue  jouer.  —  Certainement,  écrivait  Boeck,  Abel  ne 
pourra  rien  a|^|)rendre  d'un  tel  voyage;  mais  il  pourra  voir  un  peu 
<le  monde,  il  fera  de  nouvelles  connais«iances  et  perdra  de  vue 
<|uelques-unes  de  ses  anciennes  relations.  » 

Il  (luit  te  scriihler  bien  liorrihl»*,  rcrivail  Abel  à  llolnil)or,  de  ga^ipiller 
ninsi  t.'ml  <lel(*in|)s;  mais  je  nr  crois  pas  <|ir{)n  puisse  appeler  eela  du  i:a>- 
pilla^^e.  On  apprtmd  en  voNaj^e  maiiiles  choses  bien  connues  dont  je  pour- 
rai tirer  plus  de  pr<ilil  (pu*  d'une  éliicb- arharni'e  de  Mat  liéniali((ne<  :  nuire 
cela,  il    nu*  faut    Inujtturs.  innune   lu    sai>.    de?  périodes    dr  paresse,    pour 
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■  [Mtivnîr  foire  raRi!  avpc  iIm  fitri^cs  runijuvislées,  Quand  je  sirrai  h  Paris,  je 
comuiRnci:»)  li  travuillcr  nvcn  fureur,  je  llrni,  j'iîcHrai,  j'ëlaborcrai  iiil-s 
alTairrs  d'inli'gration,  la  théorie  des  fr^nctfnns  cllipr.ii]iics;  cr  que,  grâce  à 
Crellc,  j'cspi're  bien  vnir  iniprinipr  ù  Berlin. 

Ahel,  ea  elTel,  «laliora  à  Paris  son  Mémoire  sur  les  ranclinns  el- 
liptiques, qui,  imprimé  ik  Berlin,  reste  un  de  ses  plus  gnindti  titres 
de  gloire.  Mais  en  iravaillanl,  soil  timidité,  soit  embarras  !t 
parler  notre  langue.  Abel  ne  sut  lier  à  Paris  aucune  relation. 

Jusqu'à  présent,  écrit-il  i  Ilolnibuti,  apr^s  ptusitruri  mois  de  séjour,  ju 
n'ai  fait  Mnnuissance  qu'ari^c  MM.  Legeudrtt,  llHc-lieiu-  et  Cauchy,  el 
quelque  inatli^malicicn^  moins  célôbrus,  (jutiiqae  fort  lialillits  :  M.  Saigey, 
rédacteur  du  Bulletin  des  Sciences,  et  M.  l.ejcuni^-Din'cblct,  qui  vint  me 
voir  l'autre  jour,  me  rroyant  son  cnmpairioti-.  C'est  un  mathématicien  de 
grande  pénAiration.  Lcgendrc  est  d'une  complaisance  e»trémc,  mais  mal- 
heureusement fort  vicu:^.  Caucliy  e«i  fou  et  avec  lui  il  n'y  a  pas  moyen  de 
*' entendre,  tiieu  <jue,  pour  le  moiQeni,  il  soit  nolui  cjui  sait  cuiumeiil  les 
Malliémutiques  doivent  ^tre  traitées;  ce  qu'il  fait  est  excellent,  mais  Ué» 
liruulllé.  l'uisson,  Fourier,  Ampère,  etc.,  s'occupent  exclusivement  de  ma- 
gnétisme et  d'autres  sujets  physiques.  M.  Laplace  n'écrit  plus  rien,  je 
penfc:  je  l'ai  vu  souvent  à  l'Institut;  c'est  un  petit  homme  très  {;;ailliird: 
mais  il  a  le  iléfaut  que  le  Diable  bniieuK  impute  A  Zambuio,  il  criupe  In 
parole  aux  gens.  Poisson  est  un  homme  court  avec  un  joli  pciit  veulrc,  il 
l>ortc  son  corps  avec  dignité  i  M.  Fourier  de  m^me;  Lacroix  c«l  tcrrlhle- 
Btent  chauve  et  cxtraordinairement  vieux  (il  avait  soîxunie  ans). 

Alid,  décidément,  ncsavait  ni  jusjcr  d'un  coup  d'rcil.  ni  peindre 
tl'uQ  trait. 

Mais  abordons  lu  question  capitale.  Faut-il,  contrairement  à 
la  tradition,  accorder  ft  Abel,  et  k  lui  seul,  Tiionneur  d'avoir  dé- 
couvert la  double  périodicité  et  <'tudié  les  fonctions  inverses?  Ja- 
cobi  aurait-il  dû,  localement,  déclarer  que  sans  lai  il  n'en  aurait 
rien  su  '! 

Les  contemporains,  les  admirateurs,  les  amis  d'Abel.  Lef;cndrf, 
iloDt  les  circonstances  rendent  l'aulorité  si  grande.  Poi>son,  Di- 
richlet,  Crelle  et  llolmboe,  ses  éditeurs  alTcctucux,  n'ont  jamais 
formé  uo  seul  doute.  Les  découvertes  d'Abel  cl  celle.*  de  Jacolii  à 
tiïurs  veux  ont  été  simultanées  et  indépendantes.  Ainsi  conclut 
aussi  M.  Ki'inigsberger  dans  sa  savante  et  minutieuse  étude  bisto- 
riqtii?,  fuite  en  iS^t),  lors  du  cinquantième  anniversaire  de  ce  ^rand 
im.jin!;.  de   h  Sci.nci'.    \juul..ns   que  \1M.  S"plju>  Lie  elS.vlow. 
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éditeurs  des  œuvres  d*AbeI  (Christiania,  1881),  refusent  eux- 
mêmes  de  suivre  M.  Bjerknes  dans  sa  thèse  trop  exclusivement 
favorable  au  grand  génie  qui  leur  doit  un  si  admirable  monu- 
ment. 

C^est  dans  Tétude  des  documents  depuis  longtemps  connus  que 
M.  Bjerknes  croit  lire  la  condamnation  de  Jacobi  ;  car  telle  est  la 
conclusion,  et  peut-être  le  but  de  son  Livre.  Deux  découvertes 
également  admirées  ont  signalé  Tannée  1827  :  la  théorie  générale 
de  la  transformation  et  celle  de  la  double  périodicité,  conséquence 
elle-même  presque  nécessaire  de  l'étude  des  fonctions  inverses, 
dont  elle  est  le  point  de  départ  et  la  base. 

Les  formules  générales  de  la  transformation  ont  été  données  pour 
la  première  fois  par  Jacobi  dans  une  lettre  datée  du  i3  juin 
1827  et  insérée  par  Schumacher  dans  le  n"  123  de  son  journal. 

Gauss,  sans  se  prononcer  sur  Fimportance  de  la  découverte, 
Tavait  accueillie  avec  humeur  :  «  Je  vous  retourne  la  lettre  de  Ja- 
cobi, mon  cher  ami,  écrit-il  à  Schumacher,  qui  demandait  son 
avis  sur  Tlnsertion,  le  théorème  qu'il  énonce  résulte  de  mes  re- 
cherches (inédites).  V^ous  paraissez  disposé  à  accueillir  ces  énoncés 
sans  preuves,  une  telle  forme  de  publication  n'est  pas  la  mienne. 
Je  m'abstiens  de  la  juger;  mais,  je  vous  en  prie,  quand  vous  rece- 
vrez de  telles  communications,  abstenez-vous  de  me  les  en- 
voyer. » 

Le  seul  Mémoire  publié  alors  par  Abel  sur  les  intégrales  ellip- 
tiques était  dirigé  dans  une  voie  tout  opposée;  Abcl  avait  on  vue 
des  cas  011,  l'intégration  s'effecluant  par  logarithmes,  la  transcen- 
dante nouvelle  n'exisle  pas. 

C'est  au  mois  de  septembre  182-,   trois  mois  après  la  publica- 
tion des  énonces  de  Jacobi,  qu'Abel,  dans  le  Journal  de  Crelle, 
publia  le  Mémoire  que  des  Tannée  précédente,  le  i5  juin  i8a6,  11 
formait  à  Venise  le  projet  de  composer  pendant  son  séjour  à  Pa- 
ris. Ce  Mémoire  contient  Tétude  des  fonctions  inverses;  le  prin- 
cipe de  la  double  périodicité  y  paraît  à  chaque  page;  il  n'y  est  pas 
question  de  la  transformation.  L'application  stricte  des  règles  du 
droit  serait  ici  facile  :  Gauss  n'a  rien  publié,  il  n'a  droit  à  rien;  la 
découverte   de   la   transformation  doit  porter  le  nom  de  Jacobi; 
celle  de  la  double  périodicité,  plus  féconde  et  plus  vaste,  appar- 
tient à  Abel. 
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Celle  soinmairi-  ilécisioii  sérail  inique;  voici  poiirijtini.  La  dé- 
monstration de*  ihéorènies  de  Jacobi,  que  l'invenleur,  il  est  vraî, 
lit  uitendre  sis  mois,  reposait  sur  Teitiploi  des  fonctions  nnuvplles. 
Alx-'l,  de  son  côté,  lit  attendre  quelques  mois  la  seconde  Partie  de 
son  beau  Mémoire;  il  y  donne  comme  corollaire  la  démonstration 
des  théorèmes  de  Jacobi.  Chacun  des  deux  rivaux,  sans  se  détour- 
ner de  la  voie,  recontrait  le  terrain  d'où  partait  son  rival.  Quand 
Abel  recul,  en  présence  de  Hanstecn.  les  n"'  123  et  127  des  As- 
tfonomiscfie  Nachiichten  de  Schumacher,  son  trouble  l'ut  mani- 
feste; il  devint  pâle  et  courut  chez  le  confiseur  avaler  un  bitler 
du  Schnaps;  il  s'elTravail  de  l'apparition  d'un  tel  rival,  sans  s'en 
plaindre  toutefois,  ni  mettre  en  doute  sa  lovauté. 

M.  Bjprknes,  qui  commente  sans  la  reproduire  la  très  curieuse 
lettre  diins  laquelle  Hansteen  donne  ces  détails,  aurait  micnx  fait 
de  la  donner  tout  entière  :  a  Jacobi  marche  sur  ses  talons  »,  dit-il 
{du  JacoOi  iraiir/er  harn  i //aelene).  C'est  une  appréciation  im- 
portante de  celui  qui,  fort  étranger  A  ces  matières,  a  été  frappé  de 
la  pâleur  d'Abel. 

Quand  Jacobi  reçut  le  second  cahier  du  Journalde  Cretle,  per- 
sonne nelc  viipàlir:  il  traduisit  le  Mémoired'Abel  dans  la  notation 
qui,  dit-il,  lui  était  habituelle  et  l'envova  à  Legendre.  n  Depuis 
ma  dernière  lettre,  lui  écrit-il,  des  recherches  de  la  plus  grande 
importance  ont  été  publiées  sur  les  fonctions  elliptiques  de  la  part 
d  un  jeune  géomi^tre  qui,  peut-être,  vous  sera  connu  personnelle- 
nteul.  Comme  je  suppose  que  le  Mémoire  ne  vous  est  pas  connu, 
je  veux  vous  en  raconter  les  détails  les  plus  intéressants.  "  Singu- 
lier procédé,  on  l'avouera,  pour  dissimuler  te  plagiat  que,  suivant 
M.  Ujerknes,  il  s'apprête  à  commettre!  Jacobi  donne  enfin  su  dé- 
monstration; elle  est  fondée  sur  la  considération  des  fonctions  in- 
verses. 11  adopte  ta  notation  qui,  dîsait-il  ù  Legendre,  lui  est  ha- 
bituelle; le  signe  sin  am  est  proposé  pour  la  première  fuis  aux 
géométros,  qui  en  font  un  si  grand  usage. 

Lorsque  Aliel  publie  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire  et  la  gé- 
néralisation des  théorèmes  de  Jacobi  sur  la  transformation,  Jacobi 
I   écrit  à  Legendre  : 

M.  Abel  a  trrtuvr,  ik  «on  e.ùlê,  la  llit'orii?  ili'  la  triin^forniulton.  ilans 
U  {mhikalîon  rli^  U<]ucllu  ji;  l'iii  [>rèv.-nu  d<-  m\  mois.  \.i  n"  138  <ks 
.•intronamûche  Machrîchlrn  É-miliont  iini-  lirdiirtioti  rigouri^usi-  ilii  tln-ii- 
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renie  de  transformalioii  clonl  le  défaut  s'ctail  fait  sentir  dans  mes  an- 
nonces sur  le  même  sujet.  Elle  est  au-dessus  de  mes  élogeSy  comme  elle 
est  au-dessus  de  mes  travaux. 

Jacobi,  on  doit  le  remarquer,  dans  sa  connaissance  Imparfaite  de 
la  langue  française,  s'exprime  peu  clairement  quand  il  parle  de 
la  déduction  rigoureuse  dont  le  défaut  s^élail  fait  sentir.  La  dé- 
monstration faisait  défaut  dans  sa  première  Note,  contenant  Té- 
nonce  seulement;  en  rappelant  celte  omission  volontaire,  il  ne 
veut  nullement  signaler  comme  défectueuse  la  preuve  irréprochable 
qu'il  a  donnée  dans  le  n"  127  des  Astronomische  Nachrichten, 

Abel  enfin,  peu  de  mois  avant  sa  mort,  apprenant  que  Jacobi  se 
propose  de  développer  dans  un  grand  Ouvrage  les  courtes  Notices 
auxquelles  il  s'est  borné,  écrivait  à  Legendre  :  a  II  me  tarde  do 
connaître  l'ouvrage  de  M.  Jacobi;  il  doit  s'y  trouver  des  choses 
merveilleuses;  M.  Jacobi  va  perfectionner  à  un  degré  ines- 
péré, non  seulement  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  mais  en- 
core les  Mathématiques  en  général.  Je  C estime  on  ne  peut  plus,  n 

Peut-on  imaginer  rien  qui  soit  plus  net,  plus  loyal,  plus  hono- 
rable pour  les  deux  inventeurs? 

Legendre  enfin,  opiniâtre  dans  ses  soupçons,  écrivait  à  Jacobi  ; 
«  Je  remarque  que  voire  possession  à  vous  et  à  M.  Abel  est  bien 
assurée  contre  l'envahisseur  ;  ftL  Gauss  ne  s'avisera  pas,  je  pense, 
d'écrire  qu'il  avait  trouvé  tout  cela  avant  vous.  » 

Ces  citations,  que  chacun  peut  comprendre,  font  coniiaîlre  el 
justifient  la  tradition  ado[)lée  ;  mais  d'autres  textes,  depuis  long- 
temps connus  d'ailleurs,  conduisent  M.  Bjerknesàdesconséc[ucnees 
(jue  personne  avant  lui  n'avait  a])erçues. 

En  publiant  dans  le  journal  de  Schumacher  des  formules  géné- 
rales et  exactes  et  des  énoncés  irréprochables,  Jacobi  n'en  possé- 
dait pas  encore  la  preuve  rigoureuse  et  complrle.  Lui-même  en  a 
fait  l'aveu  dans  une  letlre  à  laquelle  Legendre  a  répondu,  tout  en 
louant  sa  franchise  :  a  Je  vois  ([ue  nous  avons  couru  tous  deux  des 
dangers  :  rotts^  en  annonranl  des  ch'eouverles  qui  n'élaienl  pas  en- 
core revêtues  du  sceau  d'une  démonslration  rigoureuse,  et  moi, 
en  leur  donnant  publiquement  et  sans  restriction  mon  apj)robalion 
tout  entirre.  »  (Vest  sur  celle  (  irconstancc,  dont  on  exagère  beau- 
coup la  gravité,  que  repose^  lonte  raccusalion.  Jacobi,  suivant  \r 
savant    professeur  de    (Uiristiaiiia,    «Hail  cnlr<''  «lans  unr   impasse. 
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La  voie  lui  restait  fermée.  Abelest  venu  fortuitement  Touvrir.  Heu- 
seraent  dégagé  d'une  imprudente  promesse,  Jacobi,  tout  en  louant 
le  rival,  s'est  abstenu  de  remercier  le  guide.  Cette  supposition  in- 
génieuse n'est  soutenue  par  aucune  preuve  ;  le  contraire  n'est  pas 
mathématiquement  démontré,  c'est  tout  ce  qu'on  en  peut  dire  ; 
mais  Jacobi  la  repousse.  Sa  franche  communication  à  Legendre, 
faite  spontanément,  sans  que  rien  la  rendît  nécessaire,  est  le  seul 
indice  invoqué.  Jacobi,  avant  d'avoir  lu  le  Mémoire  d'Abcl,  se  ser- 
vait-il des  fonctions  inverses?  Avait-il  adopté  le  signe  sin  am  ? 
Quand  il  le  déclare  formellement,  rien  ne  donne  le  droit  d'en 
douter. 

Mais  pourquoi,  dira-t-on,  dans  sa  première  communication  à 
Schumacher  et  dans  sa  lettre  à  Legendre,  les  seules  qui  précèdent 
le  Mémoire  d'Abel,  fliisait-il  exclusivement  usage  des  notations 
anciennes?  C'est  à  peu  près  comme  si  l'on  demandait  pourquoi, 
écrivant  à  Legendre,  il  se  servait  de  la  langue  française.  Jacobi 
donnait  un  énoncé;  s'il  ne  lui  convenait  pas,  suivant  une  habitude 
justement  blâmée  par  Gauss,  de  révéler  la  marche  de  ses  idées 
pour  faire  comprendre  aux  géomètres  les  conclusions  qui  relevaient 
au  rang  des  plus  illustres,  il  fallait  au  moins  parler  leur  langue. 

Gauss  et  Abel,  sans  attendre  le  détail  des  preuves,  ont  déclaré 
au  premier  aspect  la  vérité  des  théorèmes  dont  Jacobi,  qui  les 
énonçait  avec  une  entière  assurance,  n'avait  pas  encore  la  démon- 
stration rigoureuse  et  complète.  Tous  deux  avaient  pénétré  plus 
avant  que  lui;  cela  semble  certain.  Leur  vue  d'ensemble, à  ce  mo- 
ment, était  plus  profonde  et  plus  claire. 

Ce  jugement  est  celui  de  Jacobi  et  lui  fait  grand  honneur.  La 
démonstration  d'Abel,  écrivait-il,  est  au-dessus  de  mes  éloges 
comme  elle  est  au-dessus  de  mes  travaux, 

Abel,  sur  aucun  point,  ne  devait  rester  en  arrière  ;  juste  aussi  en- 
vers son  rival,  il  attendait  de  lui,  sans  s'être  en  rien  trompé,  des 
découvertes  merveilleuses,  La  glorieuse  carrière  de  Jacobi  a  dé- 
passé toutes  les  espérances;  autour  d'un  si  grand  nom  les  souve- 
nirs abondent,  aucun  n'est  tenu  dans  l'oubli,  aucun  ne  rend  pos- 
sible la  supposition  injurieuse  que  les  géomètres  seront  unanimes 
à  rrpousser. 

Les  derniers  jours  d'Abel  furent  tristes.  A  son  retour  à  Chris- 
tiania,  aucune  position   ne    lui  était   réservée  à  l'université;  une 
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suppléance  IcmporairCy  en  lui  assurant  le  slrict  nécessaire,  ne  lui 
permellait  pas  d'acquitter  les  dettes  contractées  pendant  son  dis- 
pendieux voyage.  Le  pauvre  Abel  s'eHbrçait  en  même  temps  de 
venir  en  aide  à  sa  famille,  dont  le  dénûment  était  complet.  Il 
avait  une  fiancée,  fille  d'un  chaudronnier  de  Copenhague,  obligée 
elle-même  d'accepter  dans  une  famille  les  fonctions  d'institutrice. 
Leur  seul  espoir  était  de  s'expatrier,  et  d'entendre  annoncer  à 
Berlin,  dans  le  salon  de  Crelle  :  Herr  prof  essor  Abel  und  seine 
Gemahlin. 

Dans  une  visite  faite  à  la  famille  Smith,  dans  laquelle  vivait  sa 
fiancée,  Abel  trouva  quelques  mois  de  tranquillité  et  de  bonheur  : 
mais,  quand  il  voulut  retourner  à  Christiania,  ses  forces  épuisées 
ne  permettant  plus  le  voyage,  entouré  des  soins  de  sa  fiancée, 
et  traité  en  fils  par  ses  excellents  hôtes,  Abel  s'éteignit  à  l'âge  de 
vingt-sept  ans,  en  laissant  dans  la  Science  un  impérissable  sou- 
venir. 


»» 


SUR   LES  GROUPES    DE   CERTAINES   ËQUATIOHS   DIFFÉRENTIELLES 

UNÉAIRES; 

PiB  M.  Ehilf.  PICXKD. 

I.  On  sait  que  les  intégrales  définies 

OÙ  <r  et  h  désignent  deux  quelconques  des  quantités 

satisfont^  quand  on  les  considère  comme  fonctions  de  x^  à  une 
équation  ditrêrentielle  linéaire  d*ordre  /i,  dont  les  coeftîcients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  x  ♦  I  oir  Pochimmer,  Journal  de 
CrrlU.  l.  7L  et  Hfrmite  \  •   .  même  journal,  l.  79). 


V*>  Bi^rn  antï-riourtHUirol.  cx*lte  ç^jujiti'^n  avait  «:t«?  d•mn•^e  fwr  M.  Hermile  dans 
s^»w  iVur*.  4  l>\^»l«r  rol\tt\*h0i.^u<?'  .  ••.>f  Ir'-i  rVuill^^  du  i>ur5  de  l'année  1868  Gq). 
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Dans  mes  recherches  sur  certaines  fonctions  hyperfuchsiennes, 
j'ai  eu  besoin  de  former  le  groupe  de  cette  équation;  je  voudrais 
indiquer  ici  la  méthode  de  calcul  bien  simple  dont  j'ai  fait  usage 
pour  obtenir  rapidement  ce  groupe. 

2.  Considérons  d'abord  le  cas  de  n  =  2  ;  nous  pouvons  prendre 
alors  les  intégrales 


j     u^(u  —  i)^(u  —  x)'^duj 


qui  nous  conduisent  à  l'équation  de  la  série  hypergéo  m  étriqué.  Le 
groupe  de  celte  équation  a  été  donné  d'abord  par  M.  Schlafli 
{Math.  Annaletiy  t.  III),  et,  dans  sa  remarquable  thèse,  M.  Goursat 
a  fait  l'étude  approfondie  des  relations  qui  existent  entre  ces 
différentes  intégrales. 

Marquons  sur  le  plan  des  u  un  point  Uq  et  les  points  0,1  et  ;r  ; 
traçons  les  lignes 

U^O^    UqXj    Uolf    UqCO  y 

ces  lignes  se  suivant  autour  de  «©  dans  l'ordre  qui  vient  d'être 
indiqué. 
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L'expression  (f=u^{u  —  i)*('^  —  ^)^  ayant  en  Uq  une  déter- 
mination, prise  une  fois  pour  toutes,  considérons  les  intégrales, 
prises  respectivement  le  long  des  coupures  précédentes, 

f    r^dUj     j     (fduj     I    odu,    j      (fduj 

M,  *^//o  •^Mo  *^»9 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par 

t'o,  Ux»  Uï,  U«. 
Inéquation  différentielle,  dont  nous  voulons  étudier  le  groupe^ 
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admettra  comme  intégrales  rondamentales 

co|  —  l'j.  —  Uo    ot    cu}  =  L' j-  —  Lî|  ; 

nous  avons  à  rechercher  ce  que  deviennent  ces  expressions,  quand 
on  fait  tourner  successi\ement  x  autour  du  point  o  et  autour  du 
point  I. 

En  intépjant  le  Ion«ç  du  contour  formé  par  les  coupures,  con- 
sidérées comme  lignes  douhles,  nous  trouvons  d'abord  immé- 
diatement la  relation  suivante  entre  les  U  : 

(1  ) 

Ceci  pose,  pour  étudier  les  changements  de  (o,  et  coj  quand  j:* 
tourne  autour  du  point  o,  nous  pouvons  supposer  que  x  est  d'abord 
sur  le  bord  gauche  de  la  coupure  //«o  et  ensuite  sur  le  bord  droit 
de  cette  même  coupure.  Désignons  par 

L"     L'     1  '     L'' 
les  valeurs  des  U  quand  x  est  en  x'  sur  le  bord  droit  de  la  coupure. 


[:-• 


JChéx- 


•tt. 


On  aura  évidemment 

D'ailleurs  Téquation  U)  et  Téquation  analogue  relative  aux  U 
nous  donnent  par  soustraction 

les  équations  (2)  et  {'.>)   nous  font   connaître  les  L'  en    fonclitm 
des  l  ,  et  par  conséquent,  en  posant 
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les  valeurs  de  io\  cl  to.,  en  ronction  de  o),  et  too.  On  trouve  ainsi 

"  ^  (    m\  =  (02 -f-  [<?-*'«+>  ^'^—  <'-«>>'^]w,. 

Telle  est  la  première  substitution  fondamentale  du  groupe,  celle 
qui  correspond  à  une  circulation  autour  du  point  zéro. 

La  même  méthode  nous  donne,  sans  y  rien  changer,  la  seconde 
substitution  fondamentale,  qui  correspond  à  une  circulation  autour 
du  point  un.  Pour  la  trouver,  nous  supposerons  cette  fois  le  point 
X  d'abord  sur  le  bord  droit  de  la  coupure  UqI  et  ensuite  sur  le 
bord  gauche  de  cette  même  coupure.  Désignons  par  U^,  U^,  U'^, 
U"^  les  valeurs  des  U  quand  x  est  en  a/'  sur  le  bord  gauche  de  la 
coupure.  Nous  aurons 

et  Ton  a,  en  opérant  comme  plus  haut, 

équations  d'où  nous  tirons 

en  posant 

^"\  =  Ui  —  Uo,     co'i  =  U^^  —  U", . 


1 

\ 

•      > 

1     * 

JC- 

i/r 

u. 


X^5  substitutions  (S|)  et  (Sa)  sont  les  deux  substitutions fon 
^/d mentales  du  groupe  cherché. 

3.  J'envisagerai  maintenant  le  cas  de  /i  =  3,  en  écrivant  l'in- 

Huit,  des  Sciences  rnathém.,  j'  série,  t.  [\.  (  Voùl  i885.)  i5 
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légrale  sous  la  forme 

Marquons  sur  le  plan  des  u  un  point  ;/o  ^t  les  points  a,  ^,  y^ 
X  ;  traçons  les  lignes 

UqOL,    UqX,    Uo^t    I^OT)    <^0  <30  ) 

ces  lignes  se  suivant  autour  de  Uq  dans  Tordre  qui  vient  d'être 
indiqué.  L'expression 

ayant  en  Uq  une  valeur  déterminée,  toujours  la  même,  considérons 
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les  intégrales,  prises  respectivement  le  long  des  coupures  pré- 
cédentes, 

/    ^duy    j     odUy    j    (^duy    I    (^dUj     1      ^du^ 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par 

Ua,  Uo:,  Up,  Uv,  U«. 

L'équation  difTérentielle  linéaire,  dont  nous  cherchons  le  groupe, 
admettra  comme  intégrales  fondamentales 


(i> 


,  =  Ux— Ua,    Wî=U^— Up,    ti>3=Up— u 


Y- 


Cherchons  ce  que  deviennent  w,,  (oj,  co,  quand  on  fait  tourner 
X  successivement  autour  de  a,  ^  et  y.  Nous  aurons  d'ailleurs  entre 
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les  U  la  relalion 

qui  s'obtient  immédiatement  en  intégrant 


/• 


le  long  du  contour  formé  par  les  coupures,  considérées  comme 
lignes  doubles. 

i.  Pour  étudier  les  changements  de  (Oj ,  (Oo  et  (03,  quand  x  tourne 
autour  du  point  a,  nous  supposerons,  comme  précédemment,  x 
d'abord  sur  le  bord  gauche  de  la  coupure  UqOl  et  ensuite  sur  le  bord 
droit  de  cette  même  coupure.  Désignons  par 

u;,  ui,  Up,  u:,  u;, 

les  valeurs  de  U  quand  x  est  en  a/  sur  le  bord  droit  de  la  coupure. 
On  aura 

(.0   u;  =  up,  u;  =  u..,  uio  =  u^,  u;  =  Ux-h^-^^'^MUa— u^) 

et,  par  suite,  comme  au  n"  2, 

(  5  )  '        (1  —  e*«''ï)(  U.  -  Ua)  -h  [  e^'^'^—  e«(«-^^^'^J(  U:^  —  U^-)  =  o. 

En  posant  donc  w',  =  U^  —  U^,  to.,  =  U'^.  —  Up,  Wj  =  U^  —  Uy, 
on  aura,  en  se  reportant  au  numéro  indiqué, 

Cl)',  =  0)2^-  [e-»(«-»->^'^—  g-î^"^J  CD,, 
CD  3  =  (1)3. 

Nous  obtiendrons  de  la  même  manière  la  substitution  qui 
correspond  à  une  circulation  autour  du  point  P;  nous  aurons  ainsi, 
en  nous  servant  des  calculs  faits  précédemment, 

10)',  =  ti>,  -f-  [€»{*-»->J'«—  e»Àm]toj, 
(1)3  =  (  I  —  e2'7tX)a>j  -4-  (03. 
O.   La    recherche  de   la  troisième  substitution   du  groupe,  qui 
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correspond  à  une  circulation  autour  du  point  y,  exigera  un  calcul 
un  peu  plus  long.  Nous  allons  supposer  que  x  est  d'abord  sur  le 
droit  de  la  coupure  WoY>  et  ensuite  en  x'"  sur  le  bord  gauche  de 
la  même  coupure.  Désignons  par  U'"  les  valeurs  des  différentes 
intégrales  quand  x  est  en  x'" ,  On  a  nécessairement 


m  .,  ti*n 


(6)  u:  =  Ua,  Up  =  u3,  ii:  =  u 


Il  nous  faut  obtenir  la  valeur  de  Uy  ;  désignons  par  \imx  ^^  valeur 
de  l'intégrale  prise  de  Wq  ^^  ^t  en  suivant  la  coupure  i/oy.  On 
aura 

et  par  conséquent,  quand  x  est  en  j;"'  sur  le  bord  gauche, 

Or  la  relation  entre  \}mx  et  U^  est  facile  à  trouver;  il  suffit  pour 
cela  d'intégrer  le  long  du  contour  u^pxinu^^  ce  qui  donne 

et,  par  suite, 

(7)  u;r  =  [(Ux—  U3)^«^'*-h  Up](i  —  c«'«).)_|_  e«'T:XUy. 

Ecrivons  encore  l'équalion  suivante,  qui  résulte  immédiatcmenl 
de  la  relation  entre  les  U, 

(8)  (1  —  e»^'«)(  Uï  —  Ux)  -h  [ ^î^'^^''^—  e»(^^>^ 'it](t7  —  Uy)  =  o: 

les  équations  (6),  (-)  et  (8)  nous  permettent  d'exprimer  les  L'^en 
fonction  des  U,  ce  qui  nous  donne  l'expression  des  co"' en  fonction 
des  <t),  en  posant,  bien  entendu, 


(O 
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Un  calcul  immédiat  donne  alors 


( 


co 


Les  substitutions  (S»),  (Sj),  (S3)  50/1/  /e^  substitutions  Jonda- 
mentales  du  groupe. 

On  voit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  que  cette  méthode 
de  calcul  est  applicable  à  toute  valeur  de  n. 


PROGLUS  ET  GEMINUS; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

1.  On  est  aujourd'hui  d'accord  pour  reconnaître  que  les  cita- 
tions de  Geminus,  dans  le  Commentaire  sur  Euclide  par  Pro- 
clus,  se  rapportent  à  un  seul  et  même  Ouvrage,  mais,  comme  Pro- 
clus  n'en  a  pas  conservé  le  titre,  il  faut  le  chercher  ailleurs. 

M.  Cantor  a  indiqué  celui  que  donne  Pappus  (p.  1026)  :  Ilepl 
TT,ç  Twv  (iLaôrj{i,dTO)v  TotçEwç,  Sur  le  classement  des  sciences  mathé- 
matiques, titre  qui  convient  parfaitement  à  l'extrait  de  Geminus, 
très  nettement  déterminé,  que  renferme  la  première  Partie  du  pro- 
logue de  Proclus  (p.  38,1-42,8),  ainsi  qu'aux  fragments  (*)  con- 
tenus dans  la  compilation  {Anonymi  variœ  collectiones)  publiée 
par  Hultsch  à  la  fin  de  son  édition  de  Héron  (p.  246,15-249,12), 
ou  encore  aux  scolies  sur  le  Charmide  de  Platon  (p.  5i3,  62), 
qui  reproduisent,  avec  de  précieuses  variantes,  deux  de  ces  frag- 
ments (5  et  9).  Il  est,  au  contraire,  bien  difficile  d'admettre  le 
même  titre  pour  la  plupart  des  autres  extraits  faits  par  Proclus,  pour 
ceux  surtout  qui  entrent,  sur  la  Géométrie  en  particulier,  dans  des 
détails  tout  à  fait  spéciaux. 


(*)  En  réalité,  ces  fragments  sont  anonymes  et  je  crois,  pour  ma  part,  qu'ils 
proviennent  directement  d'AnatoIius,  auteur  du  lu*  siècle,  qui,  lui-môme,  avait 
c<»mpilé  Geminus,  comme  Proclus  Ta  fait  plus  tard.  Je  discuterai  ultérieurement 
la  question. 
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Les  autres  historiens,  depuis  le  xvi*  siècle,  répétaient  un  litre 
qui  paraît  avoir  été  forgé  par  le  premier  traducteur  de  Proclus, 
liarocius  (i56o)  :  Libri  geomeiricnriim  enar ration  uni,  et  ils 
parlaient  aussi  de  six  Livres  pour  Tenseinble  de  l'Ouvrage,  jusqu'à 
ce  que  Nesselmann,  en  1842  (p.  4-'^)>  remarquât  que  le  titre  admis 
ne  reposait  sur  aucun  texte,  que,  d'autre  part,  la  donnée  des  six 
Livres  devait  provenir  de  ce  qu'en  effet  Eutocius,  au  début  de  son 
commentaire  sur  Apollonius,  cite  Geminus  in  sexto  niathemati- 
carum  prœreptionum  libro  (*).  Mais,  par  la  plus  singulière 
inadvertance,  Nesselmann  ajoute  que  le  texte  grec  d'Eutocius  est 
encore  inédit,  et  dès  lors  il  n'ose  appuyer  une  traduction  passa- 
hlemenl  suspecte. 

I^e  passage  d'Eutocius,  capital  pour  l'histoire  des  coniques,  est 
bien  connu  et  a  souvent  été  invoqué;  mais  personne,  que  je  sache, 
ne  s'est  encore  avisé  d'v  relever  le  véritable  titre  de  l'Ouvrage  cité  : 
'Kv  Tw  £xT(j)  t9)ç  twv  [xaOrifxaTwv  ôewpiaç.  Théorie  des  Mathématiques 
(  Livre  VI),  qui  cadre  cependant  si  parfaitement  avec  tous  les  ex- 
I rails  de  cet  Ouvrage,  et  qui,  d'autre  part,  convient  très  bien  à  l'é- 
poque de  Geminus. 

Le  litre  que  donne  Pappus  doit  être  regardé  comme  désignant 
spécialement  une  partie  de  l'Ouvrage,  sans  doute  le  premier  Livre; 
si  d'ailleurs  le  sixième  traitait  des  coniques,  ce  n'était  pas  le  der- 
nier, puisque  Proclus  nous  a  conservé  des  détails  sur  d'autres 
courbes  (|iii  ne  devaient  venir  qu'après;  si  enfin  Geminus  avait 
Icrmiiié  son  <puvn»,  ri  pari*'  des  autres  branches  des  -Malhématiques 
avec  autant  de  développements  que  de  la  Géométrie,  le  nombre  des 
Livres  devîiit  eerlaiuemenl  être  considérable. 

Le  litre  de  TOuNnige  en  indiipie  suffisamment  l'objet;  cYlail 
un  tableau  d'cMisenible  de  la  Seienee,  tableau  méthodique  et  rai- 
sonné, où  les  détails  historiques  ne  figuraient  qu'accessoireraenl; 
mais  si  celle  sorle  (rencyclopédie  mathématique  nous  était  par- 
venue tout  entière,  elle  n'en  serait  pas  moins  pour  nous,  même  au 
point  de  vue  hihl()rl(|ue,  d'un  prix  inestimable,  puisque,  écril^ 
\<*rs  la  fin  de  la  période  gréco-alexandrine,  elle  nous  renseignerait 


(')  Tradiirtion  de  Ounniandin  (iSGf)).  ron^icrvéc  clan»*  l'édition  préro-laline  df 
lliillr\ .  |).  (). 


i 


fâçoa  la  plus  jirécise 


sild'o 


nble  dalcr  son  cléclir 


â.  La  comparaison  des  diverses  sources  indiquées  pins  haiil 
tour  lit  partie  ilc  l'Ouvrage  de  Geminus  relalivc  an  classement 
les  Malhémaliques  (')  nons  montre  que,  mallieureusenicnl, 
lucune  de  ces  sources  ne  peut  élre  regardée  comme  reproduisanl 
ixactcment  le  texte  original;  si  notamment  Procliis  parait  bien, 
m  ibèse  générale,  conserver  les  expressions  de  Geminus,  il  l'a- 
irégtf  singulitrrement,  il  raniilvse  plutôt  qu'il  ne  le  copie  réelle- 
oent  ;  il  Taut  donc  nous  contenter,  en  tous  cas,  de  rechercher  dans 
BS  extraits  de  Proclus  plulât  le  sens  général  des  fragments  de 
'Ouvrage  perdu  que  le  texte  exact  de  ces  l'ragments. 

Mais  comment  les  discerner  avec  quelque  précision  dans  l'en- 
eiuble  du  commentaire,  alors  que  les  vingt  citations  de  Geminus 
[ue  l'on  y  rencontre  auraient  évidemment  pu  être  beaucoup  plus 
réquentes  encore,  alors  surtout  que  Proclus  citi:  aussi  tant 
l*autres  auteurs  dont  on  peut  supposer  qu'il  possédait  des  écrits 
lerdus  pour  nous? 

Ponr  répondre  à  celle  queslion,  il  convient  tout  d'abord  que 
tous  analvsions  rapidement  le  commentaire  de  Proclus,  et  que 
loas  précisions  la  façon  dont  il  l'a  composé,  les  éléments  qu'il  y  a 
>)9  en  œuvre. 

H  caracLértse  asse»  bien  lui-m(!me  sa  méthode  en  deux  en- 
roits.  Dans  l'un,  au  début  de  la  seconde  Partie  du  Prologue 
p.  4S)r  il  nous  dit  que,  d'une  part,  il  prend  Platon  pour  guide, 
lue  de  l'autre  il  choisit  dans  les  écrits  d'outrés  auteurs  ce  qui 
ni  parait  convenir  à  son  sujet. 

Au  commencement  du  commentaire  sur  les  propositions  (p.  300), 
I  annonce  qu'il  va  choisir  ce  qu'il  y  a  de  plus  intéressant  dans  les 
ravaux.  antérieurs,  en  évitant  leur  prolixité  excessive,  car,  dît-il 
illeur$(p.  84)1  "  nous  sommes  rebattus  de  petits  lemmes  et  de 
is  dilTérents  u. 

On  doit  donc,  en  thi'se  générale,  distinguer  deux  sortes  d'écrits 
ont  Proclus  s'est  servi  ou  a  pu  se  servir  :  d'une  part,  ceux  d'un 

mppr'irlirmfnl    des  (rac'"'"!'''  «■   1"  <!"  Variir  (fillcrlionea 
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raraolt^iv  ihéoriqiic  géniTal,  qu'il  a  compulsés  pour  son  Prologue 
ol  lo  ronnnonlaire  sur  les  définitions,  les  postulats  et  les  axiomes, 
crouno  dans  loijuol  rendre  l'Ouvra^f*  de  Geminus;  d'autre  part,  les 
travaux  spéciaux,  ulilisés  pour  les  propositions,  et  dont  le  plus 
récent  est  le  conunentaire  de  Porpinre-Pappus.  J'expliquerai  un 
peu  plus  loin  poun]uoi  je  réunis  ici  ces  deux  noms. 

La  personnalilé  de  IVoclus  n*apparaît  <juère  en  fait  que  dans  le 
cas  où  il  peut  faire  inler\enir  le  nom  de  Platon  ou  bien  celui  d'A- 
ristote,  dont  il  ne  semlde  au  reste  posséder  que  les  mêmes  Ou- 
vrages que  nous  avons  encore;  alors,  il  se  sent  à  Taise  et  Ton  peut 
dirt*  que  c*esl  réellement  lui  qui  parle,  en  interprétant  les  vieux 
maitn^s  à  s;i  laeon.  C'est  naturellement  surtout  dans  le  Prologue 
qu*il  peut  ajrir  de  la  sorte,  qut>iqu*il  ne  se  fasse  pas  faute  de  revenir 
ailleui^,  parl'ois  bien  hors  de  pro|H>s,  au  divin  Plato  nou  au  sur- 
humain V «3i»:'*5vix ^  \n>toto.  Mais  enlîn,  il  faut  bien  s'occuper  de 
M:Uhém.uiquesou  lournirdes  ren>eig:nemenls  historiques;  dès  lors 
Pi>vlus  nVst  j:uère  qu\in  tvho  plus  ou  moins  fidèle  d*auteurs 
comme  deminus  jH^ur  les  prt*mière>  parties  de  son  commentaire, 
\'omme  Pappus  |H>ur  la  dernière. 

»î.  Vin>i,  e\jv^>on>  le  plia  du  IVi^logne:  Proclus  commence  par 
dm^  quel  c>t,  djins  \x  ihtMrie  platonicienne  des  Idées,  le  rôle  ca- 
pi:.d  ^ie^  ^IJ»lhcïVJlî  q-:c^:  A  disserte  sur  les  principes  communs  à 
lour^.  d:xi'ï>o^  br^t'ïs -V.-;>.  i  r:Rvîi«05  qv.i,  d'après  lui.  doivent  fournir 
i .^  V \i * 0 5  ^r ,î :^ 0  Sv' ; t  :v :"  ^ :  r  t ta  1  e  :  i\  rtx' h e n  h e  q u e lie  fac u 1 1 é  con- 
x:  ;;u*  1/  vr:.r. .;".\  ^r.  Mjl:  ^^r.i.  l:^:!f'->.  et  e>>a\e  de  déterminer  le 
V  a r  AC  ;  V .  V  ' .: .  .i  *  v*  :  i  r  r  r-  : . :-;  :  t  s  ■.  «l  '  <  !  s  delà  Soi ence .  Pu  is  >  ienl 
1  \  '  x\;v  .*  /  vV  .  >-c  .  .  JL  :  ■-- ,.\  :'  .i  :•  S  T.  i: :  î î  1  *, f  j H-^ur  la  Ph ilosophie,  la 
l'.,,^  .^^  ,*.    A  l"^'"^^  c-  i*,    i  r.  .:::.:;*,  rKthiqne.  etc..  et  en  même 

\    -     r.  vit  c^ux  qui  ne  considèrent  que 

;.  r*.^  u.-f  vT  ••r.^*îj>ïon  irénérale.  il  [>ass€  ^ 

;^^  :.-.f    i:'    ;i    Mathématique   suivant 


*  »  -  • 


"'   *v.      i     V 


a 


.    \  .V.^'w^ 


.  V  ':\    '  v."'«  -  ^  ^-    .    ■  ^'^    -  i.::jtt-e  on  dehors  de  leur 

.     ^.  .  .  -._.:.     -:^:  -,  m  rantô  à  Geminus,  noni- 


MELANGES, 
ïïnênt  cÂlé.    (Jiifique*    pii^ps  sur   l'uni 


pr(s  Platon,  et  s 

'artiedii  ['l'ologue  (j).  J7). 
La  seconde  s'ouvre  pur  I 
ivaot  îmmiSdiatement  celui 

«mandt!  quelk-  est  1»  nature 


de  s 


i  de   1)1  Mathématique, 
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'aUrihutioR  à  la  Géométrie  du  rang 
'.\rilhmélique;  puis  Proclus  se 
de  son  uEijei;  apparlienl-il  au  sensible 
lU  à  rintclli^'iblc'^  La  discussion,  longuement  poursuivie,  conclut 
tu  laveur  de  rintelli^îlile,  identifié  d'ailleurs  avec  l'Indivisible, 
onlre  l'opiniun  de  Porphvre  dans  ses  Sùfujjiocni,  Mélanges,  Ou- 
pcrdu,  mais  que  Proclus  devait  posséder  et  dont  provient 
leut-étre  aussi  une  autre  citation  de  Porphyre  (p.  a55,  i4)-  Le 


Rracli>re  de  la  science  géométriqi 


>st  ensuite  spécifié  avec  un 


plus  de  précision,  et  Proclus  cherche  à  la  distinguer  nettement 
ics  autrtrs,  tout  en  accusant  les  rapports  qu'elle  a  avec  l'Arithmé- 
iquc;  mais  bienti^t  il  rentre  dans  de  vagues  considérations  gi^né- 
al«s,  que  suit  un  éloge  de  la  Géométrie  au  point  de  vue  de  l'uli- 
lié  pruiitpu';  nous  y  rencontrons  les  anecdotes  bien  connues  sur  la 
rème  qu'Arcbim^de  fait  mouvoir  par  la  force  d'un  seul  hoiumc, 
1  sur  ta  solution  du  problème  de  l'iitliage  de  la  couronne. 

Vient  ensuite  un  morceau  capital,  emprunté  tout  entier:  le  ré- 
umé  de  l'histuii-e  de  lu  Géométrie  jusqu'à  Eucltde,  suivi  de  dé- 
ils  particuliers  sur  ce  dernier.  Empruntées  aussi  sont  les  obser- 
itîons  qui  suivent  sur  la  signilication  des  mots  éiémenl  et 
lémentaire  d'une  part,  de  l'autre  sur  la  différence  entre  les  théo- 
Ëmes  et  les  problèmes,  car  ces  observations  citent  une  série  d'au- 
iur»  anciens,  de  Ménecbme  à  Posidonius,  que  Proclus  ne  possède 
inemenl  pas  tous.  Au  contraire,  la  distinction,  intercalée 
ntrc  CCS  observations,  des  troi^  genres  de  principes  en  Géométrie  : 
pothèscs  (définitions),  postulats  et  axiomes,  distinction  faite  sui- 
OUL  lus  principes  d'Aristote  et  en  opposition  à  la  terminologie 
lien  connue  de  l'école  stoïcienne,  ne  doit  pas  dériver  d'un  auteur 
léterminé;  la  (m  du  Prologue,  sur  l'objet  du  premier  Livre  d'£u- 
ide  cl  su  division  logique  eu  trois  parties,  se  trouve  dans  le  même 


l.  Il  suffit  de  parrnnrir  .'L'Ile  anahs. 
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et  de  se  pénétrer  des  particularités  du  style  de  Prochis,  arrivera 
sans  grand'peine  ù  faire,  avec  une  exactitude  suffisante,  la  même 
distinction  dans  le  corps  du  commentaire;  au  sujet  de  celui-ci,  il 
suffit  de  dire,  pour  toute  analyse  sommaire,  que  Tordre  du  texte 
d'Euclide  y  est  ponctuellement  suivi,  sans  que  cet  ordre  exclue  au 
reste  les  digressions  les  plus  capricieuses.  Mais,  si  les  morceaux 
empruntés  sont  facilement  reconnaissables,  il  n^en  reste  pas  moins 
à  déterminer  leur  provenance  réelle  :  à  côté  de  Geminus  et  de 
Pappus,  n'y  a-t  il  pas  d'autres  sources?  parmi  les  autres  auteurs 
que  cite  Proclus,  n'en  est-il  pas  dont  il  pouvait  avoir  également 
les  Ouvrages  à  sa  disposition? 

Pour  éliminer,  en  tout  cas,  ceux  qu'il  ne  connaît  que  de  seconde 
main,  on  peut  faire  usage  d'un  critérium  reposant  sur  l'emploi 
qu'il  fait  de  la  locution  ot  izepL 

On  admet  d'ordinaire  que,  par  exemple  :  ot  irepi  IloaEiooivtoy  (mol 
à  mot  :  ceux  autour  de  Posidonius)  signifie  tout  simplement  : 
Posidonius,  au  moins  s'il  s'agit  d'une  citation.  C'est  une  opinion 
certainement  très  commode,  mais  qui  n'est  ni  prouvée,  ni  pro- 
bable (•). 

Si  Posidonius  était  un  personnage  d'un  roman  d'aventures, 
comme  en  faisaient  les  (irecs  du  temps  de  Proclus,  la  locution 
dont  il  s'agit  n'aurait  jamais  signifié  Posidonius  tout  seul,  mais 
Posidonius  et  son  ou  ses  compagnons.  Kjle  équivaudrait  à  la  locu- 
tion française  :  nos  hrros,  ponvauL  d'ailleurs,  j'insiste  sur  ce 
point,  s'applicpior  à  deu\  personnages  seulement;  les  exemples  en 
sont  faciles  à  trouver.  Que  dans  Proclus,  qui  a  des  prétentions  de 
style  indiscutables,  cette  locution,  rtilativenient  rare  d'ailleurs, 
n'ait  pas  une  signification  s[)éciale,  c'est  ce  qui  me  parait  absolu- 
ment inadmissible. 


(')  II  est  inconicslablc  cju'cn  thèse  ^ïéiicralc  on  ne  pont  conclure  de  la  manière 
dont  tel  auteur  emploie  celte  l(»cution  à  celle  dont  lel  autre  l'emploiera;  des  écri- 
vains de  la  décadence  ofit  pu  s'en  servir  peul-èlre  sans  y  attacher  une  significa- 
tion particulière;  mais  que  le  plus  suspect  à  cet  égard  l'ait  fait  réellement,  il  sera 
tr>uj(uirs  permis  d'en  douter.  Je  me  contente  de  citer  un  passaj;e  de  Diogène 
Laërce  (VII,  ij3)  '•  «  I-c  Soleil  est  un  feu  pur,  comme  le  dit  I*osidonius  au 
Livre  XVII  des  Corps  célestes;  plus  grand  que  la  Terre,  comme  il  le  dit  au 
Livre  XVI  du  Discours  physique;  et  aussi  de  forme  sphérique,  comme  le  disent 
ol  itgpi  le  même.  >• 
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On  ponrrait  penser  qu'elle  veui  dire  dans  l'exemple  clioisi  : 
Pasidnnius  et  ceux  i|i]i  partagent  la  même  opinion  ;  mais,  comme 
noits  In  rctronvons  plusieurs  fois  pour  des  déroonstralions  géomé- 
triques, elle  ne  pcul  signifier  que  :  Posidonius  et  ceu\  qui  repro- 
duisent ce  (|u'il  a  dil.  Or,  si  Prochis  a  vu  le  texte  même  de  l'auteur 
original,  la  mention  des  autres  est  inexplicalile,  du  moment  où 
elle  n'est  pas  une  babilude  constante;  si,  au  conlrairf!,  il  ne  connaît 
le  premier  que  de  seconde  main,  il  est  naturel  qu'il  emploie  par- 
fois cette  locution,  sans  qu'il  soit  nécessaire  qu'il  le  lasse  toujours. 
D'après  l'analogie  avec  l'usnge  des  romanciers  grecs,  la  seconde 
main  peut  d'ailleurs  être  unique,  et  ce  doit  même  être  là  le  cas 
général. 

Ainsi,  Ir  locution  en  question  doit  signifier  dans  Procliis  qu'il 
emprunte  la  citation:  il  lui  était  inutile  de  s'expliquer  davantage 
puisque,  en  gi^nêral,  il  nous  est  encore  facile,  romrae  on  va  le  voir, 
de  reconnaître  l'intermédiaire. 

o.  L'application  de  ce  critérium  nous  permet  d'éliminer  de  la 
liste  des  auteurs  que  Procliis  aurait  pu  utiliser  directement  ; 

l"  Kudémel'p.  Jit()),  l'Iiistnrien  des  Mathématiques;  toutes  les 
données  qui  doivent  originairement  provenir  de  lui  ont  donc  été 
fournies  à  Proclus.  soit  par  Gemînus,  soit  par  Porpliyre-Pappus, 
suivant  la  place  qu'elles  occupent; 

a"  Speusippe(p.  7^  et  78),  Ménechme  {p.  78  et  204),  Amphi- 
nome  (p.  77  et  arj4),  Zf'nodote  (p.  80),  Posidonius  {p.  80),  cita- 
tions qui,  à  n'en  pas  douter,  viennent  de  (ïeminus  ; 

li"  Apollonius  (p.  100);  les  citations  en  proviennent  soit  de 
Oeniiuns.  soit  de  Pappus; 

4"  Pliilnn  (p.  itili).  iNous  rencontrons  encore  (p.  Hijd)  un 
Philippe,  cité  d'après  Héron,  au  sujet  de  l'énonci!'  d'un  tliéurèmc; 
ta  citation  de  l'Iiilon  rend  très  vraisemblable  que,  dans  ce  second 
cas,  c'est  encore  de  lui  qu'il  s'agit,  et  qu'au  nom  du  disciple  de 
Platon  il  faut  substituer  celui  du  mécanicien  de  Byzance,  que  ses 
travaux  et  l'époque  de  sa  vie  rapprochent  naturellement  de  Héron. 

5"  Héron  lui-même  (p.  ^ji)  et  4'^^).  Il  est  it  rcmtirqucr  que 
son  nom  se  trouve  accolé  une  fois  à  celui  de  Porphyre,  une  autre 
i,  relui  -le  Papp.is.  Il  semble  bien  d^.;  Inr-  que  la  loculion  :  'A  utpi 
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*ll()n»v«  M«\  llfllwirov,  par  rxrmple,  doive  signifier  :  Héron  dans  Pappus. 
lé'tiri^iiit^  do  .Hon  emploi  esl  facile  à  reconnaître;  après  avoir  écrit 
(oui  d*ulu>iHl  ;  ol  wipi  ''llptiiva,  Proclus  aura  pensé  qu'il  n'indiquait 
pUA  !«uriiHaiuiiiont  su  véritable  source;  il  aura  dès  lors  naturelle- 
meul  «jouté  :  x«\  Uiinrov. 

li'iipplieMliou  du  critérium  indiqué  nous  donne  ainsi  des  résul- 
l<iU  In^ïi  rtiliounels;  elle  nV\clul  guère  en  effet  que  les  auteurs  les 
pluH  «lucieuH  et«  eu  généraU  ceux  dont  Tutilisation  directe  par 
IVh'Ims  juna^  À  tvHis  autres  égards*  soulever  le  plus  de  doutes; 
ui^^i'i^  que  ct^lle  «ipplic^lion  soit  absolument  justifiée  dans  chaque 
eA^  |v«Hiculier«  ct'U  ne  ^H'ut  ètrv  établi  que  par  des  discussions  de 
détail;  je  u'ai  |vasà  les  aU^rvier  pi^ur  le  moment*  car,  en  fait,  je  ne 
pivjHVMT  qu'A  titrx"'  pnnisoirt*  le  critérium  en  question. 

J*<ài  uleuliti^  Icît  c\^tiiiiHHilainf5  Af  I\>rph\T^  et  de  Psippas;  il  est 
lewjvi  \W  m V\  piquer  à  cet  cgarJ. 

l  VvixU^^KV  Ua  p*>rmHrr  *fc  ces  comientaires  s«r  Endide  n'est 
^  ^H|^{sv^*r  qvfce  U'ajyx-^  W  cJir^rlère  des  cttalîv>cts  faîtes  par  Pïuchis: 
l Vvix|v*^KV  vJu  c\*4i*«te«tjùre  Ar  l>à|^HKS  est*  ^a  cv^mtraînf,  aMplenent 
A^K^xKVv  ci  «tvvït.>  vâ^vHfcv  v|u  tl  >^cic«Jiâ.°t  a«  ■»oîttS  jiKS^«*a«  livre  X 
vfc,^  ^'  t.  wv  oi,:s  '  ;  i  jLULtr^  pari*  oa  sût  ^«e  PapfMss  a  repcîs  et  coo- 
^ui^^iK^  «io  vN*«w«vt>4aAces  ie  IVc^^re  >«ur  IV^leflaee   U  ^i  Ji#«ijr  et 

;bKit*^4;'^jLv.'^v  >s  ia>î>^  i ..«:*«    «f  cvtitiiteu  loire  sir  E»:t^ie.  Il  î:»î»>rte 

^VSa    xk^'     VC^   i<»v\    ,tait>     O    ^  Ul"*,^^    I«f    P^.HTlUSw    Jf   ÎTX^JIt  i?    P.Y- 
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;s  aiilres  raatliématicir^Ds;  mais  Jl  est  it 
uphes,  dans  oetlccaté^'oric,  en  dcliors  de 
rUlon  et  d'Arislote,  nous  ne  rencontrons  que  Plolin  (p.  a  i  ),  pour 
une  citation  unique,  relative  A  Tuliliié  da  Ma th(-m cliques  pour 
le»  jeunes  pcos;  cette  cilation  devait  au  reste  ^Irc  un  lieu  commun 
de  l'Rcole,  tar  nous  la  retrouvons  dans  les  commentaires  d'Ascl/-- 
pios  Cl  de  PliUopon  sur  Nicomaquc. 


B.  Comme  ouvraf,-'"' 
dé^li  mentionné  : 


i-diis. 


.ieliors  de 


de   Porpl.y 


'   Un 


groupe 


ini,  sans  întéri5l  mathiimatique,  représen- 
tant la  tradition  pythagoricienne  dans  son  cAlé  mystique,  depuis 
Philolaos  jusqu'à  Tliéodore  d'Asiné  (?)  (p.  i3o),  et  comprenant 
4es écrits  plus  ou  moins  apocryphes  comme  l'UpoçÀÔTot  de  Pvlhagore, 
les  Oracles  (Xôyik)  et  les  vers  orphiques  (p.  ij5).  Il  est  facile  de 
constater  le  peu  de  valeur  qu'oUrent  en  général  ces  sources  pytha- 
goriciennes, qu'il  faut  d'ailleurs  bien  distinguer  de  la  tradition  nia- 
lliémaliquc  relative  à  l'École,  telle  qu'elle  a  été  conservée  d'après 
Eudèmc:  il  suffira  de  dire  que  notre  commentateur  )'  retrouve, 
née  comme  antéiieure  à  Platon,  la  célèbre  doctrine  que  toute 
connaissance  n'est  que  réminiscence; 

Un  travail  spécial  du  maître  de  Proclus,  Syrianus  (t^  ii^t-âpa 
iitthlYi)xovi,  p.  lar)),  sur  la  question  de  savoir  si  l'angle  rentre  dans 
la  catégorie  de  quantité  ou  dans  celle  de  qualité  :  Proclus  en  a 
extrait  la  plu»  grande  partie  de  son  commentaire  sur  la  définition 
de  l'angle  (p.  1 2 1 ,  1  a  à  1  vtô ).  Syrianus,  à  son  tour,  avait  cité  son 
propre  maître  Plutarque  cl  le  mécanicien  Carpos  d'Anlioche,  oinsi 
qu'Apollonius  et  enfin  Eudéme  de  Hhodes  pour  un  Livre  écrit  Sur 
Fangie.  La  citation  d'Apollonius  pouvait  indilTérenmient  provenir 
aoit  de  Geminus,  soit  de  Carpos,  mais  celle  d'Eudème  est  plutAt 
ttrîbucr  à  ce  dernier.  carGeminus  ne  semble  guère  avoir,  pour 
eon  compte,  traité  la  question  de  Syriunus.  Ainsi,  la  donnée  rela- 
tive à  Eudème  serait  ici  chez  Proclus  de  troisième  ou  quatrième 
«nain,  et  aurait  passé  par  des  intermédiaires  qui  ne  nous  offrent 
|ue  d'insuffisantes  garanties.  11  est  donc  permis  de  se  demander 
t  le  prélenilu  Livre  sur  l'angle  ne  serait  pas  simplement  un  de 
ceux  de   \.'Hisl>>iri'    •;i'"iiii-lrii/i/i-.    i-critc    piir  ordrt-   de  nialière?. 
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suivant  Tusage  de  l'Ecole  d'Anstole,  et  comme  le  laissent  supposer 
les  rares  indices  que  nous  avons  à  son  sujet; 

i-^'^Le  Traité  astrologique  Au  mêmeCarposd'Antioche(p.  241)- 
Cet  auteur  y  aurait,  semble-l-il,  attaqué  Geminus  sur  la  distinc- 
tion des  théorèmes  et  des  problèmes.  On  pourrait  ici  croire  à  une 
citation  empruntée  à  Pappus,  qui  a  tiré,  probablement  de  ce  même 
ouvrage,  un  renseignement  pour  sa  Collection  mathématique 
(p.  1026);  mais  cette  citation  serait  assez  peu  digne  de  lui. 

Quant  à  celle  d'Eratosthène  (p.  .\\\)^  elle  est  probablement  de 
seconde  main,  sans  qu'il  y  ait  grand  intérêt  à  rechercher  Tinler- 
médiaire.  La  proposition  citée,  que  la  proportion  (géométrique) 
est  le  lien  des  Matliémaliques,  se  trouvait  de  fait  dans  le  ïlXoiTcrtvixo; 
d'Eratosthène,  et  on  la  retrouve  dans  les  extraits  assez  étendus 
qu'en  a  faits Théon  de  Smyrne  (Mus.,  3o,  3i).  Mais,  au  lieu  d'être 
énoncée  comme  appartenant  en  propre  à  l'auteur,  elle  était  seu- 
lement supposée  possible  chez  Platon,  dans  une  interprétation 
proposée  pour  un  passage  bien  connu  de  Y Epinom,ide  (991, e). 
Si  Proclus  avait  réellement  lu  l'ouvrage  d'Eratosthène,  au  lieu  de 
n'en  connaître  qu'une  citation  imparfaite,  il  aurait  sans  doute  tout 
autrement  mené  sa  réfutation. 

Quant  à  la  mention  d'Enée  d'Hiérapolis  (p.  36i),  auteur  d'un 
abrégé  des  Eléments,  l'incertitude  est  complète,  d'autant  que  Ton 
ne  possède  aucune  donnée  sur  l'époque  de  la  vie  de  ce  géomètre. 

7.  Pour  Tensemble  des  autres  écrivains  cités  dans  Proclus,  ou 
bien  la  présence  de  leurs  noms  dans  des  passages  qui  proviennent 
clairement,  soit  de  Geminus,  soit  de  Porphyre-Pappus,  ou  bien  une 
analogie  suffisante,  atteste  que  les  citations  sont  de  seconde  main. 
La  seule  dlfliculté  peut  être  de  savoir  à  laquelle  des  deux  sources 
principales  elles  doivent  être  rapportées. 

Cette  difficulté  n'existe  guère  en  réalité  que  pour  la  partie  du 
commentalnî  qui  traite  des  postulats  et  axiomes;  Pappus  y  appa- 
raît déjà,  tandis  que  Geminus  y  est  cité  jusqu'à  sept  fois.  Tous 
deux  ont  également  pu  parler  d'Apollonius  et  aussi  de  Héron 
d'Alexandrie.  Ainsi  on  peut  rapporter  à  Geminus  la  première 
citation  d'Apollonius  (p.  i83),  à  Pappus  la  seconde  (p.  194), 
quoiqu'elles  concernent  toutes  deux  le  même  point;  mais  la  repro- 
duction in  extenso  de  la  démonstration  semble  plutôt  appartenir 
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1  UD  commentaire.  Quant  ù  Mt-ion,  je  croi«  moins  cfiie  (jemînus 
«il  Dtilisé  ses  travaux,  de  GéoinOlrie,  car  on  ne  retrouve  duos  le 
commentaire  sur  les  définilions  aucune  de  celles  qui  appartiennent 
n  propre  ik  llt^rini  et  (jiil  sçnt  pourtant  nsseï  caract'.'rîsLiques  ('). 
Ce  commentaire  sur  les  définitions  est  cependant  la  partie  où 
Proclus  a  le  plussuivi  Gemiuus,  comme  l'altestenl  et  la  phrase  qui 
le  termine  et   les  autres  citations  qui  s'y    trouvent  (').    Sur  les 
propositions,    l'roclus  ne  pouvait    plus    naturellement    prendre 
Qemiuua  pour  guide;  cependant,  il  jie  perd   pas  Poceasion   de 
ippeler  ce  qu'il  lui  a  di^ji'i  emprunté  ou  de   tirer  de  lui  quelque 
nouvelle  remarque:  son  nom  réparait  donc  encore  cinq  fuis,  et  il 
faut  aussi  lui  attribuer  la  mcnlion  d'un  corlain  nombre  d'auteurs 
[tour  des  questions  que  l'roclus  n'a  pu  trouver  que  chez  lui. 

Celle  circonstance  soulève  un  doule  pour  ce  qui  concerne  la 
poir'.mique  de  Pnsidonius  contre  les  Epicuriens  et  particulitremenl 
mtre  'A'noii  de  Sidon,  polémique  dont  il  est  parlé  dans  le  com- 
mentaire sur  les  propositions;  car,  malgré  les  rapports  entre 
[jcniious  ei  Posidonius,  licn  n'ol)lii;eait  sérieusement  le  premier 
il  piirlerde  celte  polémique,  tandis  i| ne  les  premiers  commentateurs 
d'Kurlide  ont  pu  croire  intéressant  de  la  rappeler. 

mentions,   In  distinction  esl   facile  à   faire.  De 
eut  proviennent,  outre  celles  déjà   indiquées. 


Pour  les  autres 
Gemiuus  directcn 
les  citations  de  : 

Xénocrate{p.  279),  d'api 
altérée  ; 

Ératosthène 


E  tradition  déjà  passablem 


p.  III),  au  sujet  ( 
est  cuipruQtée  évidemment  à  la  lettre 
aervée  Eutocius;  delà  même  source  dès  lors,  et 
doit  provenir  la  donnée  sur  llîppocrate  de  Chii 
premier  inventeur  de  la  méthode  apagogique; 
3"  Théodore  le  mathématicien  {de  Soles)  (p 
4"  Hippias,  Persée  et  Nicomède. 


Méneehme.  Cette  citation 

Ploléinée,  que  nous  a  con- 

on  pas  d'Eudème, 

(p.  -^l'i),  comme 


MO); 


(')   J'entends  relies   qu'on   rencontre 
ip.  Ù-46  de  l'édilioD  de  llu]t»cK  ), 
''sntlieatîcité. 
{')  Pour  celle  partie  de 
\tà  ta  dehors  de  Geminus 
■il  pr<cjl^  de  SiTiaiiH'., 
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Au  Iravail  de  Porplivre-Pappiis  doivent  au  contraire  se  rapporter, 
en  dehors  des  extraits  de  Ménélaos  et  de  Ptolémée,  les  données 
historiques  que  renferme  le  commentaire  sur  les  propositions  et 
qui  sont  empruntées  à  Eudème  sur  Thaïes,  Œlnopide  et  les  Pytha- 
goriciens, (^uant  au  renseignement  sur  les  rapports  entre  Platon  et 
Léodamas,  l'origine  en  est  moins  assurée,  car  nous  le  retrouvons 
aussi  dans  Diogène  Laërce. 

J'arréle  ici  cette  analyse  du  commentaire  de  Proclus,  au  point 
de  vue  des  sources  qu'il  a  utilisées,  et  en  particulier  de  l'Ouvrage 
de  Ciemiuus;  mais  je  dois  répéter  en  thèse  générale  ce  que  j'ai 
déjà  dit  pour  un  point  particulier  :  c'est  que  les  résultats  de  cette 
analyse  ne  peuvent  jusqu'à  présent  être  proposés  qu'à  titre  pro- 
visoire, et  que  la  discussion  définitive  doit  suivre  l'examen  appro- 
fondi des  fragments  historiques  conservés  par  Proclus. 


COMPTES   RENDIS  ET  ANALYSES. 

IDEY,  professeur  rf'Aslronomie  et  directeur  de  l'Oliscrvaioire  de  Bosançiin, 
LEço?fs  n'A^TiioNouiE.  rédigrhs  coNFonHÉmoT  m  i-hogrwue  dr  l*  t.t 
cevcE-  1  vol_.  in-4°,  lilliogr..  îi;  p.  A.  llermonn;  Paris.  iSa3. 

Par  sa  subsiance,  par  son  onlrc  el  sa  IVinm",  l'Ouvrage  di; 
.  Gtriipy  (r*il  vi-rilubletitcnl  <^hissii|iu:.  Il  a,  entre  aiHres  mi^riles, 
tlui  d'initier  le  lecteur  à  la  haulc  Aslronoiuic  en  irexigeanL 
'éslablemenl  de  lui  que  des  counaîssiinces  absolunienL  minimes, 
ouïes  les  rortiiules  emplovées,    toute»  les  notions  de    Physique 

nii|is«es  y  sont  en  eRflt  rappejées  ou  rigoureusement  établies.  Bien 
us,  lieu  ne  suppose  au  lecteur  l'étude  préliminaire  de  la  Cosmo- 
apliie,  les  délinitiuus  et  descriptions  ('osmograplii([ue$  y  étant 
posées  de  pair  avec  t' Astronomie  proprement  dite.  Voilà  ussiiré- 
lenl  un  Ouvra^çe  bien  l'ait  pour  les  étudiants  de  nos  Facnltés,  qui 
ordinaire  abordent  la  préparation   ù  la  licence  avec  une  asspï 

maigre  connaissance  du  ciel. 

(^3  Lettons  sunl  divisées  en  huit  Livrei  : 

Le  Livre  lest  intitulé  :  MiUhodes  générul,:s  de  calent.  L'auteur 
pose  dès  le  début  les  principes  de  la  Trigonométrie  sphérique, 
I  y  comprenant  les  l'ormulcs  difTérentielles.  qui  permettent,  non 
lulenienl  d'évaluer  les  erreurs  des  inconnues  quand  on  connaît 
illes  des  données,  mais  aussi  souvent  d'abréger  les  calculs. 
.  Gruey  établit  ensuite  certains  développements  en  séries  très 
lité»,  puis  la  série  de  Lagrange;  celle  de  Fourier  est  rappelée,  et 
s  propriétés  de  certaines  sommes  sont  démontrées.  Le  dernier 

erreurs  acci- 


e  théorie 


ippr 


•ofondie  de 


lapitre  est  consacré  a 

nielles  des  observations.  Celte   belle  théorie,  dont  l'auteur  a 

iprunté  le  point  de  départ  au  Cours  de  l'Éeole  Polytechnique 

M.  Fayc,  est  accompagnée  de  nombreux  exemples  et  d'applica- 

ions  variées,  qui  la  rendent  particulièrement  clulrc  et  intéressante, 

méthode  des  moindres   carrés,  quelquefois  si  laborieuse,  est 

complétée  par  le  procédé  plus  pratique  de   Cauchy  et  Villarcean. 

Dans  le  Livre  IL  M.  Gruey  traite  des  méthodes  générales  d'oh- 

'rvation.  L'observation  d'un  astre  consistant  à  le  viser  et  à  relever 

li^e  de  visée,  dans  l'espace  et  dans  le  temps,  nécessite  l'emploi 

fiull.  Jet  Sciencei  malliem.,  l's^rie,  t.  IX,  (Septembre  tS^S.)        i(j 
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d'inslrumcMils  de  trois  sortes  :  i"  les  lunettes  et  les  microscopes. 
2"  les  instriiinenls  propres  à  la  mesure  des  an<>^les,  tels  que  le  sex- 
tant, le  cercle  répétiteur,  etc.,  3"  les  appareils  propres  à  la  mesure 
du  temps,  liorlo<»;es  el  chronomùlres. 

Un  Cliapitre  spécial  est  consacré  à  chaque  genre  d'instruments. 
Toutes  les  notions  de  Physique  utiles  ici,  telles  que  les  propriétés 
des  lentilles,  sont  nettement  établies.  La  question  intéressante  de 
la  visibilité  des  astres,  c'est-à-dire  de  la  clarté  des  images  sur  la 
rétine,  lorsqu'on  fait  varier  Tobjcctir et  Toculaire,  est  discutée  en 
détail. 

A  la  suite  d(^  ces  deu\  premiers  Livres,  qui  sont  pour  ainsi  dire 
la  description  de  l'outillage  de  l'astronome,  l'auteur  aborde  la 
Science  astronomique  en  elle-même  par  l'examen  de  l'astre  sur 
lequel  nous  vivons. 

Le  Livre  III  associe  de  la  manière  la  plus  heureuse  et  l'étude  de 
la  Terre  etTétude  du  mouvement  diurne,  qui  lui  appartient.  Apres 
avoir  établi  que  la  Terre  est  sensiblement  sphérique  et  étudié  son 
atmosphère  réfringente,  l'auteur  décrit  les  lois  du  mouvement 
diurne,  les  s> sternes  de  coordonnées  liés  à  ce  mouvement, 
et  les  instruments  corrélatifs,  lunette  méridienne,  grand  cercle 
méridien,  é(|uatorial  ;  puis,  revenant  à  la  figure  de  la  Terre, 
il  explique  comment  le  mouvement  diurne  conduit  à  des  défini- 
tions de  la  latitude,  de  la  longitude,  absolument  indépendantes  de 
cette  figure,  et  comment,  dans  une  deuxième  approximation  tou- 
jours suffisante,  on  doit  assimilerla  Terre  à  un  elli|)SOïde  de  révo- 
lution. Les  parallaxes  et  l'aberration  diurnes  occupent  les  dernières 
pages  de  ce  Livre,  qui  se  termine  par  quelques  applications  usuelles 
des  lois  du  mouvement  diurne. 

Le  Livre  IV  est  consacré  au  Soleil.  La  position  du  Soleil  rela- 
tivement aux  étoiles  varie,  sa  distance  à  la  Terre  varie;  telles  sont 
les  deux  variations,  qui  sont  examinées  sous  les  titres  de  mouve- 
ment circulaire  et  de  mouvement  elliptique  du  Soleil.  L'équation 
du  temps  est  discutée,  et  le  temps  moyen,  le  calendrier  sont  expli- 
qués. Un  Chapitre  est  affecté  à  la  translation  de  la  TeiTC,  à  la 
parallaxe  et  à  l'aberration  annuelles.  Puis  la  précession  des  équi- 
noxes,  la  nutation  et  leurs  effets  sur  les  coordonnées  des  étoiles 
sont  étudiés.  Les  perturbations  du  mouvement  elliptique,  le  mou- 
vement   séculaire    de  l'écliplique  sont  indiqués,   et  les  positions 
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Klaitvcs  de  rcqiinteiir  cl  de  IVclipliquc  soitl  calcnloirs  jmur  une 
loque  donni-c.  La  Tid  du   Livre  tV  se  rnpiiortc  à  \a  rotalion   dtt 
poleil  fL  à  certflines  a|i|)IiciiLions  usuelles. 

Le  Livre  V  imite  de  la  Lune.  L'miledr  examine  successivement 
ment  circulaire  et  son  nioiivcnicut  cl]i|)tiquc,  en  indi- 
Buanl  les  pcrliirbalinns  les  j)ltts  iinporlanles,  j)uis  sa  rotation  er 
les  librations.  Dans  le  dernier  puragraplie,  quelques  applications 
lOnl  présentiîe.s,  entre  autres  la  détermination  des  longitudes. 

Le  Li\Te  VI,  qui  est  inlilulë  :  Plnnètes,  comf^tes,  ctoilcx 
^filantes,  est  occupé  presque  totalcmenl  par  le  mouvement  des 
-osses  planètes,  l'auleursc  bornant  »  indiquer  comment  on  peut 
lélcrminer  l'orbite  et  l"éphéint5ride  d'une  petite  plunvte  ou  d'une 
pamfrtc,  en  vue  de  lareti'ouvcr  pins  lard.  I^  procédé  conduit  à 
nés  ealciiU  assen  longs,  de  sorte  que  leur  exposition  détaillée  ne 
pentrc  pas  dans  k-  cadre  de  l'Ouvriige.  On  pourra  regretter  qu'un 
■perçu  des  beaux  travaux  qui  ont  si  bien  assis  la  tbéorie  des  étoiles 
Slanlcs  n'ait  pu  trouver  ici  sa  place.  Mais  In  fanle  en  est  au  pro- 
B  la  Licence  qui  n'énonce  même  pus  la  question. 
Dans  le  Livre  \'1I,  iM.  Gruev  étudie,  sous  le  nom  de  p/iptio- 
mhne.i,  les  éclipses  de  Lune  et  le  phénomène  essenliellemcul  dii- 
[^rentdii  passage  d'un  astre  sur  un  autre,  qui  comprend  les  éclipses 
Uc  Soleil,  les  passages  de  Vénus  ou  de  Mercure  sur  le  disque 
lolaîre,  les  occultations  des  étoiles  par  la  Lune.  Cetic  lliéorie  est 
mpaguée  d'une  carte  et  trouve  son  appliratioji  dans  la  déter- 
nination  de  la  parallaxe  du  Soleil. 

EofiB.  le  Livre  Vlll  concerne  les  en-eiirs  systématiques  instru- 
inentales.  Après  avoir  nettement  expliqué  l'origine  de  ces  erreurs, 
l*Buleur  expose  conmient  on  les  mesure  et  établit  les  formules 
-opres  à  en  purger  les  observations.  Les  cercles  divisés,  le  théo- 
loliLe,  la  lunette  méridienne,  le  cercle  méridien  sont  soigneusement 
tassas  en  revue.  Le  Cours  se  termine  par  quelques  remarques  qui 
■'appliquent  à  tous  les  genres  d'observation. 

Telles  sont,  dans  leur  ensemble,  les  Ijfçons  d'Astronomie  de 
.  Gruey.  qui,  par  leur  habile  coordination,  parleur  netteté,  par 
soin  avec  lequel  tous  les  détails  sont  classés  et  traités,  nous  sem- 
blent destinés  à  rendre  les  plus  grands  services  à  renseignement, 
uteur    nous   laisse    entrevoir   la   publication    prochaine    d'une 


l^rie  d'exercices  r 


illque 


dans  l'ordre  du  cours.  Nous  dét 
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vivnncnl  cpriU  vininciil  liiciilot   ajouter   rn«-ore    aux  niérilrs  de 
rOiivrafçe  actuel.  G.  F. 


IMf"!LAN(iKS  (iUAl'X  :    Rb(u:ru.  dk  tiivvavx  n  érudition  clissiqie  dédiés 
A  M  MK.\i<)iRK  DE  CiiAHLKs  Graux.  Paris,  i88i. 

Plusieurs  Ménioin^s  de  ce  Heeueil  inléresseiit  l'iiistoire  de  la 
Science  nialliénia tique. 

M.  l'^rédéric  Hlass  cherche  à  restituer  dans  toute  leur  pureté 
<|uel(|u<'s  iVagnients  niathéniali({ues  du  vieux  pythagoricien  Ar- 
chytas  de  Tarenle,  au<|uel  on  attribue  des  Livres  sur  les  Mathéma- 
tiques, une  Ilarnioni(|in\  un  Traité  sur  la  Musique,  des  dJatribes(?K 
un  'l'raitf'  sur  la  décatie  :  il  refait  pour  ce  g<»oinètre  le  travail  qui  a 
été  Tait  si  e\celh»iument  par  Boeck  pour  Philolaiis. 

Nous  \\r  connaissons  du  Traitt*  dWrchiniède,  Des,  choses  qui 
/ifii»**'/!/  sur  irau.  qu'une  traduction  latine  publiée  pour  le  pre- 
mier Livr«*  avec  les  autres  écrits  d'Archiniède,  par  Nicolas  Tarla- 
i;lia,  en  i^Ji^,  publiée  ciunplotement  avec  le  second  Livre  en  i565, 
par  le  libraire  vénitien  Trojanus  Curtius,  d'après  les  manuscrits 
ilu  jîéonièln*  de  Hrescia.  AL  J.-L.  Heiber*r,  par  un  tour  de  force  digne 
des  SUN  unis  de  la  Ueuaissance.  restitue  le  grec  de  ce  Traité;  et, 
connue  il  le  ilil  tort  bien,  ce  travail  n'a  pas  été  inutile.  On  com- 
prend maintenant  beaue«Mip  mieux  la  traduction  latine,  qui  était 
parfois  ininlelliiiible,  si  on  ne  la  retraduisait  pas  en  grec;  le  savant 
danois  a  pu,  en  conséquence,  améliorer  le  texte  et  la  traduction: 
enlin.  il  a  pu  demontrt^r  d'une  manière  irréfutable  que  le  Traité 
e>l  bien  d'Archiniède  ;  on  en  sent  le  >l\le  à  chaque  page. 

\L  lH»uche-Lev*lerv^j  note  sous  le  titre  de  Chorosrraphie  asln>- 
•\'j:i  /i*''  les  rapports  établis  par  les  aslrolo;:ues  entre  les  signes  du 
/oduvjue  et  les  di\  erses  n^ii^^ns  terrestres  plu<  particulièrement 
>>oumi<e<  à  leur  action.  Les  aslrv>lo|:ue>  no  ni  pas  songé  à  tracer 
vle>  portr,nt<  elhnv^irarKl.|iie<.  iU  .-iul  iraa.:iné  ce<  di\isions  pour 
Uv>ilî>or  retfet  vie  certà::î<  pnsa^es  c»- te  s*  es  applicables  à  des  pavs 
eîi;îer^.v\nn:»ie  r-»i^tM".;:.nx  de  mrt- or»f  s.  co;nétes,  bolides,  la  loudre 
Miv'e.îc  V-:  >.ir:v^vî:  !e>e\  ..i^ses.  l  :i  o''-:p  d\¥  î  î-^iie  sur  les  textes  suftîl 
l'vi  .:.*/    ^  îT-  ^.  ■.%.*:"!  r.is  *;■:  s\-:è:ï:''.  i:î.tis  une  quan- 
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lilé  (Je  systèmes  diflV'renls;  les  rapports  établis  entre  les  signes  du 
Zodiaque  et  les  régions  reposent  sur  des  associations  d'idées  extrê- 
mement diverses  dont  la  plupart  nous  échappent.  M.  Bouché-Le- 
clercq  met  sous  les  yeux,  de  ceux  qui  seraient  tentés  de  déchilTrer 
ces  énigmes  des  tableaux  empruntés  à  Paul  d'Alexandrie  (vers  3-8 
de  J.-C),  à  Dorothée  de  Sidon,  à  Manilius,  à  Ptolémée,  à  un  cer- 
tain Dapsos,  à  un  certain  Valens;  si  Ton  parvenait  à  pénétrer  ces 
mystères,  peut-être  que  la  Géographie  et  Pllistoire  y  apprendraient 
de  quelle  façon  on  appréciait  dans  le  monde  gréco-romain  le  carac- 
tère des  divers  peuples. 

M.  A.  de  Rochas  d'Aiglun  publie  pour  la  première  fois  une  tra- 
duction française  du  Traité  des  machines  d'Athénée  :  le  texte  en 
a  été  publié  deux  fois.  Quand  vivait  l'auteur?  Son  I^ivre  est  dédié 
à  un  Marcellus;  on  suppose  généralement  qu'il  s'agit  ici  de  M.  Clau- 
dius  Marcellus,  un  des  lieutenants  de  Pompée,  consul  en  Tan  5i 
avant  J.-C,  le  client  de  Cicéron.  L'auteur  serait  donc  contempo- 
rain de  Vitruve.  Le  principal  intérêt  de  son  travail  consiste  dans 
les  renseignements  historiques  qu'il  donne  sur  l'origine  des  ma- 
chines et  dans  les  comparaisons  qu'on  peut  établir  avec  le  texte 
de  Vitruve.  L'auteur  nous  décrit  en  termes  passablement  obscurs 
les  tours,  la  tortue  qui  porte  le  bélier,  le  trépan,  \c  pont  volant, 
la  tortue  des  terrassiers,  la  tortue  des  mineurs,  la  tortue  d^Ilé- 
gétor^  \ Hélépole,  les  Sambyques,  la  machine  de  Ctésibios,  etc.  : 
«  Ne  nous  accuse  point  de  férocité,  dit-il,  en  terminant,  parce 
que  nous  avons  rassemblé  tant  de  renseignements  relatifs  à  la 
prise  des  villes.  C'est  plutôt  le  contraire  qu'il  faut  voir,  car  ce  que 
nous  venons  d'exposer  fait  la  sécurité  d'une  ville  :  ceux  qui  pos- 
séderont ces  connaissances  pourront  en  effet  se  garder  contre  les 
maux  qui  viendraient  à  les  menacer,  et  notre  Traité  a  été  fait  surtout 
contre  ceux  qui  se  révoltent  contre  les  belles  lois  de  l'empire  ro- 
main.   )>  IL 
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MÉLAMiES. 

ESQUISSE  HISTORIQUE  SUR  LA  MARCHE  DU  DËVELOPPEMElfT 
DE  LA  NOUVELLE  GÉOMÉTRIE  (  '  )  ; 

Vxn  IIermann  IIVNKKL. 
( Traduction  de  M.  Dewilk,  colonel  du  Génie.) 

La  méthode  des  projections  n'est  pas  le  seul  litre  de  Poncelcl  à 
l'immortalité  dans  Tliistoire  des  Mathématiques. 

Il  V  a  encore  deux  autres  théories  fondamentales  qu'il  a  déve- 
lopj)écs  hî  j)remier. 

L'une  d'elles  est  la  théorie  Aes  figures  homologiques,  Poncelet 
apj>elle  homologues  ou  eorrespondanls  deux  points  A,  .V  des 
plans  P  et  V  {Jig-  5)  lorsque  Tun  deux  est  la  projection  de  Tautrc; 
à  toute  figiire  d'un  des  plans  correspond  une  fi*j^ure  homologique 
dans  l'autre.  Imaginons  qu'un  des  plans  tourne  autour  de  leur 
commune  intersection  s  jusqu'à  ce  qu'ils  s'appliquent  l'un  sur 
l'autre  ;  nous  obtenons  ainsi  deux  figures  homologiques  dans  un 
même  plan,  et  elles  sont  situées  homologiquement;  deux  droites 
correspondantes  se  coupent  toujours  sur  la  droite  s  que  Ton 
nomme  cure  dliomologie.  Dans  la  position  primitive  des  deu\ 
plans,  les  droites  qui  joignaient  deux  points  correspondants  con- 
courai(>nt  toutes  au  point  de  vue.  On  peut  démontrer  que  les 
ligures  homologicpies  demeurent  toujours  en  perspective  quand  les 
plans  P  et  I^  tournent  autour  de  leur  intersection  5,  et  que.  même 
(piand  ils  sont  appliqués  l'un  sur  l'autre,  les  droites  qui  joignent 
les  points  homologues  concourent  en  un  point  O,  le  centre  d^ho- 
niolngie. 

Nous  obtenons  ainsi  une  relation  extrêmement  remarquable  qui 
li(»  deux  figures  planes,  relation  qui  permet  toujours  de  déduire 
Tune  des  figures  de  l'autre  au  moven  de  la  régie  seulement  quand 
on  donne  le  centre  et  Taxe  d'homologie.  Si  Ton  veut  construire  le 
Iriangle  corres[)ondant  à  un  triangle  donné  ABC,  tout  est  déter- 
miné dès  (|ue  l'on  a  pris  à  volonté,  sur  OA,  le  point  A'.  La  figure 
(pie  nous  obtenons  ainsi  nous  donne  deux  théorèmes  corrélatifs  et 
simultanés  si  nous  regardons  son  tracé  de  deux  points  de  vue  un 
peu  difi'érents  : 

(  '  )    Voir  !>;>;;<•  17  •. 
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Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondttnts  de 
deux  triangles  concourent  en  un  même  point,  les  côtés  corres- 
pondants des  deux  triangles  se  coupent,  deux  à  deux,  sur  une 
même  droite. 

Si  les  points  d'intersection  des  côtés  correspondants  de  deux 
triangles  se  trouvent  en  ligne  droite,  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point. 

Ce  sont  lu  les  théori'mes  célèltrcs  que  l'on  doil  à  Desargues  el 
((iii  sonl  connus  sous  le  nom  de  ce  gûonièire  ;  l'un  d'eux  esl  la  ré- 


ci  |iroi|nc  logique  de  l'aulre.  Ce  sont  les  premières  conséquences  de 
la  lliéorie  de  l'Koinologic  des  fignres  de  Poncelet  qui  est  devenue 
l'un  des  principes  les  plus  importants  de  la  nouvelle  Gcomctrie. 

On  est  également  redevable  à  Poncelet  de  l'introduction  d'un 
autre  principe  lié  au  précédent,  bien  que  quelques  applications 
isolées  en  eussent  été  faites  avant  lui,  notamment  par  Brianchon. 
On  peut  regarder  l'iioniologie  comme  une  méthode  qui  permet, 
par  un  procédé  qui  lui  est  propre  (la  projection),  de  transformer  ■ 
une  figure  en  une  antre  de  même  nature,  où  un  point  et  une  droite 
correspondent,  respeelivemenl,  à  un  point  el  à  une  droite  de  la 
première.  Il  cxisie  une  antre  transformation  où  la  nature  de  la  se- 
conde Hgure  est  diflércnte  de  celle  de  la  première. 

Déjà  delà  H  ire  (Scctiones  conicœ.  i()8">)  avait  fait  l'importanie 
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découverte  de  la  théorie  des  j>olaires  (  *  ),  dont  le  lliéorèine  fonda- 
nienlal  est  celui-ci  : 

Dans  le  plan  d\ine  section  conique,  à  tout  point  correspond 
une  droite  [la polaire),  à  toute  droite  correspond  un  point  {le 
pôle)\  cette  correspondante  est  telle  que  les  polaires  de  tous  les 
points  d^une  droite  passent  /ta  r  le  pôle  de  cette  droite;  et  que,  ré- 
ciproquement, les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  concourent  en 
un  point  se  trouvent  sur  ta  polaire  de  ce  point. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  un  polygone  ABCD  dans  le 
plan  d\ineconi(]ue  et  (jue  Ton  construise  les  polaires  a,  fr,  c,  rf, ... 
(les  sommets;  ces  droites  forment  un  nuiltilatère,  et  Tinlersection 
des  polaires  a,  b  n'est  autre  chose  que  le  pôle  de  la  droite  AB. 
Nous  obtenons  ainsi  une  nouvelle  figure  dont  les  sommets  (points) 
correspondent  aux  cùtés  (droites)  de  l'autre,  et  réciproquement. 
Toute  propriété  de  la  première  figure  s'applique  à  la  seconde  par 
une  réciprocité  spéciale.  A  des  points  qui  se  trouvent  sur  une 
même  droite  dans  la  première  figure  correspondent  des  droites  qui 
se  coupent  en  un  même  point  et  réciproquement. 

Poncelet  se  servit  systématiquement  de  cette  transformation 
d'une  figure  en  s>Vi  polaire  réciproque  comme  d'une  méthode  pour 
faire  surgir  de  lhéor«*mes  connus  des  théorèmes  nouveaux.  A  tout 
théorème  de  Géométrie  correspond  ainsi  un  autre  théorème  polaire; 
et  la  Géométrie  tout  entière  se  décompose  en  une  double  série 
de  vérités  se  développant  parallèlement.  \}n  ardent  géomètre  de 
cette  époque,  Gergonne,  qui  s'est  acquis  notamment  un  véritable 
titre  à  la  reconnaissance  des  mathématiciens  par  la  publication 
(i8io-i83i)  de  ses  Annales  de  Mathématiques,  publication  qui 
fut  si  utile  aux  rapides  |)rogrès  de  la  Géométrie,  Gergonne,  dis- 
je,  fit  encore  un  pas  en  avant  dans  cette  voie.  Il  reconnut  que  ce 
parallélisme  n'est  pas  seulement  une  conséquence  accidentelle 
des  propriétés  des  coniques,   mais  qu'il  est,  au  fond,  un  principe 


K  ')  Nous  devons  signaler  l'erreur  manifeste  connmise  par  Hankel.  Ce  n'est  pas 
de  la  Hire  qui  a  découvert  la  théorie  des  pôles  ei  polaires:  celte  théorie  est  due 
à  Desargues  qui  Ta  donnée  en  1G39  dans  son  Traité  de  Géométrie  ayant  pour 
titre  :  Brouillon- projet  d'une  atteinte  aux  événements  des  rencontres  d'un 
côni'  ax'er  un  plan  ^(¥\u^'res  de  Desar^urs  >.  Kn.  DcwrLr 
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TonâanMiiUl  auquel  il  iJuniie  le  nom  dv  tlutUUé.  A  côlé  de  lu 
Gt^omélrie  telle  qu'elle  est  coKiniunémenl  Ocveliippée,  où  une 
droite  est  engendrée  par  le  inoiiveineiil  d'un  potnl,  se  dresse  une 
iuLre  Gt'omètrie  non  moins  légitime  où  un  point  est  engendré  par 
la  rotation  d'une  droite.  Dans  le  premier  cas.  la  droite  est  le  lieu 
géométrique  du  point  en  mouvement',  duns  le  second,  le  point  est 
l'intersection  ^(^oniétrique  de  la  droite  en  rotation. 

La  dualitt'-  considérée  dans  ce  sens  général  a  été  adoptée  comme 
principe  par  la  Géornctnp  moderne  ('). 

Dans  les  années  qni  suivirent  de  près  l'apparition  du  Trniii:  tlps 
propriétés pntjeclites  de  Poncelel,  et  pendant  que  Poncelel  lui- 
néme  et  beaucoup  d'autres  géomètres  français  travaillaient  à  Vc\- 
.enaion  de  la  nouvelle  Science,  une  ère  d'ardentes  et  fructueuses 
recherclies  g^'omélriques  s'ouvrit  en  Allemagne.  Miibius,  Plûcker, 
ïteiner  sont  les  noms  illustres  qni  s'ofTrenl  d'abord  à  nous.  On 
peut  établir  avec  certitude  l'indépendance  des  deux  premiers  et  de 
Poncelel.  En  i8a3,  Mobîus  avait  déjà  l'ail  ses  premières  publica- 
tions sur  ses  études  géométriques  ;  on  y  trouve  toutes  les  idées 
fondamentales  du  grand  Ouvrage  qui  parut  plus  lard;  les  tra- 
de  Plùcker  remontent  à  Tannée  1 826  ;  et  ce  géomètre  affirme 
calégoriquement  (Préface,  Développe ntents  de  Géométrie  a/ia- 
Ij'tique,  t.  Il)  que  le  grand  Ouvrage  de  Poncelet  lui  était  in- 
connu lorsqu'il  achevait,  lui-même,  sa  première  grande  publica- 
tion et  iju'il  a  été  réellement  conduit  à  ses  recherches  par  l'essai 
de  Géométrie    analytique  de  liiot  ['). 


{•)  Le  principr.  de  la  poliirîti-n 
le  la  daRtili!  Ae  Gergotiaf.  Celle  \ 
pMnlrée  par  M,  G.  Tarry  ditii  un 


Mftni 


initiiil 


a  rail 


Ed.  Dr« 


(■)  HflnLelarnrmcl'IndiipendBncf  «ftw/Heiis  MObiiistldc  r'IÛcktr  ïis-J.vis  de 
Puaenlei,  rlle  paraiL  contesta li le.  Le  momcDl  dVIuiUkr  celle  qucsUuii  n'e«l  pu« 
nu;  la  gloire  de»  géomètres  attenjantli  n'y  est  d'ailleurs  pas  intércsM^e.  Sleiner 
marrlié  sur  les  Irien  de  Poncelet  ('),  cependant  llankel  le  numnie  le  plus 
lirand  géométrp  qui  ait  pum  sur  la  lerrc  depuis  Apollonius  (■),  et  M,  (iciser  ne 
'  I  pfocliBie-t-il  pa«  le  plus  ^rand,  ft  ceriuin»  êg.-irils.  dcï  gi'oiriLHrei  de  tom  if*. 
!mps  ;  p*»i.  présent  et  avenir?  (')  Kn.  |)i.iml>. 

|l|  riniH,  AtnI-t—m.  f-Iu..rjl ?/«./■-»,  rBr>,.ir,  p    V 
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C'osl  peu  aprt's  la  \in£:tième  année  de  ce  siècle  que  les  éludes 
mathématiques  commencèrent  à  reilenrir  en  Allemagne.  Avant 
cette  époque  on  trou\e  à  peine,  dans  notre  patrie,  un  mathé- 
maticien digne  dVtrecité;  il  faut  cependant  excepter  Gauss  qui, 
sans  compagnon  de  route,  parvint  dans  sa  voie  à  une  hauteur  su- 
blime. Les  écrits  et  les  méthodes  d'Euler  tenaient  encore  le  pre- 
mier ran^.  les  ïirands  travaux  des  mathématiciens  français  res- 
taient  pres^^ne  inconnus.  Alors  un  nouveau  courant  se  dessina  tout 
à  coup:  des  talents  de  la  plus  haute  distinction  se  montrèrent,  au 
même  moment*  dan<  toutes  le*^  branches  des  Mathématiques;  ils 
sVnq^rèrent.  san-*  dilliculté.  de  tous  les  matériaux  déjà  préparés 
a\ant  eux  pour  élever,  avei*  une  rapidité  surprenante,  les  plus  beaux 
monuments:  si  Vou  \eut  as>i::ner  une  date  déterminée  à  la  renais- 
sance des  Mathématique^  en  Allemagne,  c'est  Tannée  1826  qu'il 
faut  indiqu«'r:  cVst  alors,  en  elTet,  que  les  efforts  énergiques  de 
Crt'Ue  |Mr\inrent  a  fonder  dans  notre  pa\s  le  premier  Journal dr 
M^.ith^nt'.ititfU'^s.  qui  fut  ou\ert  à  toutes  les  ooaveUes  investiga- 
tions et  qui  dexint  bientôt  le  plu<  important  du  monde  entier. 

Lo  calcul  l^ar^centrique  de  Môbîus  i8>»>  •  ••  œu\re  capitale  que 
ToEi  ne  (^utrrji  jiniaîs  ^^Mf'i  iJmîrer  *.  tire  s*>n  nom  de  la  méthode 
ori;i::nale  dont  il  se  S'?rt  (v^ur  rapp*>rteruQ  p*>int  quelconque  du  n 
pljin  à  :rv>  s  |v^fnts  l^^n  Jim-rntaux.  en  le  c>>asid'rrant  comme  le  centre 
à^^  ^rji\:-.-'  ir*  ir.t's  î*î  îs  tîxf-i  jl'^x  t-«tnts  foadimentaux.  Les  ^a- 
leurs  vi^'  Ct:S  tro:^  i-v.às  r>:ïi:i  *>«:rr<;i!:  îr s t:»>>nJonn»'r^ cartésiennes 
v^ri.ua.rts.  La  r. .^::;:i  «i-s  v>  ri^aarrfs  se  pcvsea la,  jM>iir  la  prê- 
ta tr\  :  :>.  >  -.:>  u:i  ::  u^-  isiw:  •;;!:  ..■•::'ii->:t  bient'.l  à  une  ma- 
i»  i  c"  r^.*  1  r  Ji .;  ;  *  ;  ;  ;  .:  >  ^  :  •;  :  ri  -  i  ri\  i  si::*?  r  ce  :  :e  siée .  I^es  coordon- 
r;Tr"i  :ar\  ;•:  *:r-.  :  irrs  :\:r-r.:  [■!  ;  rt:i::er  ex-eTîp.e  drs  c*»»»rdonnée> 
\  '^'i  \:  ■■  ;■<  .;  :::  .->.j^f ''•'-■  ^:  .:-::- ri-i^  jijOîirJbui  en  G.ométrie 
a:ia  \;  ^.i  ,  t  :  :  i  a:  •  i-i.  :  i-  •:  Mw  -s.  Irfiir  i^iata^e  de  donner 
des  •".^rvjt-,."  :>  -\-.-.:-  :r:  ::->  t.*:  -  -^■ir.:r?>. 

Oc  :\.r;  ::  ;  ;  :  -  :  t*  v  ;■..:,>  i  f  >:  >  : .  •.  ri  r:  --•'>  ii::  c-^nnîrent  j  Mribius 
si.'    :    •■     --:■*;•:•  :    "       ur  ■  sr-.f    i-f  r   r:  t-f  *ijx  th-^^n-nies  de 

^\\  ";:r  •.  ^...  -^'  r;-^:  ;  r.  :  *  i^ni.  rs»  s:  iV  n  en  excepte  lo> 
-  ,/  •.  •  ;  ^  ;•/  ■  :■  -  ;  •'  :  .  ^  -j .  .;  ">  :  f:  -  r:  r  ::  t  's  ••?>  C'-^url-rs.  et  qui 
.*  :  .••-•:  V  ■:*  ..  ■  . -*:  !:^  j'i-".i^  >  i:  i  :i:*>':,-e  cî-elhoiie.  Bien 
,î ,:  „  ::  i  ^^;*  :  .:-i •.*•.:  r.  ;  rji  r  >:  :  :  >  i^-:;*:  r^.  s-f  s  i^'oxi'k  erts  jvir  M«'»bi u> 
:  ^-  ^^;  -  :  ;^v  ^ .- .  -  .:•;•■.• .  s  -:^  s.  :':  .:r^  r  ""*.•:  -i-iais.  Is  •ziiK'zl  ilors  presque 


UELANGIiS. 
TitïÈrenn;nt  onKli^s,  el  le  rnénle  du  gf^omèlrc  n'en  csl  pa 


aflaîlili; 


CCS  tiléorcmes  font  malnlenanC  partie  intégrante  de  la 
ne  peu  vent  plus  être  perdus  (').  Us  se  rapportent,  pour  la  plupart, 
-elalions  métriques,  mais  à  ces  relations  mi^triques  ipu  ne  dé- 
pendent pa«  des  relatiuH'i  de  grandeurs  et  d'angles  des  fi^'ures,  de 

B  mesure  des  angles  et  du  M'igUtcr  Matlieseos,  comme  le  ditMii- 
s  lui-même  (i8-j.'t},  mais  seulement  des  relations  descripliv 
it-à-dirc  qui  ne  dépendent  que  de  la  situation,  ou,  pour  empto ver 

c  langage  de  l'oncelm,  qui  sonl  projeclives.  A  cette  catégorie  ap- 
partiennent, par  exemple,  les  relations  entre  les  rapports  de  la 
double  section  et  de  la  section  triangulaire. 

Bien  qu'à  l'origine  Miibius  eût  découvert  ces  théorèmes  par  le 

ïalcul,  il  voulut  leur  donner  un  fondement  purement  géomé- 
H'igue;  les  aptitude»  de  ce  savant  le  dirigeaient  pluldt  vers  la  Géo- 
Diétrie  que  vers  l' Analyse. 

Il  donna  à  l'expression  géomelrique  de  ces  théoWmes  cette  gé- 

léralité  indépendante  de  toute  situation  accidentelle  qui  depuis  est 

Jevenue  indispensable  à  la  Science  ;  le  premier,  il  se  servit  de  ce 
principe  que  ABetBA  représentent  le  niiîmc  segment,  mais  pris  en 
BÎgno  contraire;  il  posa  AB  =  ^BA  ou  Alî-|-BA  — u.  Si  l'on 
donne  un  certain  nombre  de  points  sur  une  droite  et  s!  ces  points 
BOOt  réellement  dessinés,  la  suite  des  lettres  indique  quels  sont  les 
segments  qui  doivent  Être  pris  avec  le  même  signe,  quels  sont  ceux 
qui  doivent  être  pris  en  sens  contraire;  les  relations  qui 
existent  entre  ces  segments  prennent,  moyennant  cette  con\en' 
lion,  une  forini'  qui  reste  la  même  dans  tons  les  cas,  comme,  par 
exemple. 

\if -^  HC  +  i:v  =  o. 

Par  ce  principe  dcf  signes  développé  par  Miibius  dans  toute  sa 
;énératité  et  dans  ses  conséquences,  non  seulement  les  relations 
métriques  acquirent  une  élégance  inconnue  jusqu'alors,  non  seu- 
lement un  mil  de  câté  le  pénible  principe  des  «  positions  corréla- 
lives  11  de  Carnot  qui  exige  toujours  une  certaine  hypothèse  sur  les 
■elations  de  position  d'une  ligiirc  jiriniitivc,  mais  encore  et  sur- 
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loul  la  vraie?  nulure  des  relations  de  grandeurs  fui  mise  en  pleine 
lumière;  la  Trij»;onomëlrie  elle-même  conquit  pour  la  première 
fois  une  base  solide  par  Tapplication  de  ce  principe. 

On  doit  aussi  à  Mobius  d'avoir  établi  le  principe  de  la  corres- 
pondance géométrique  et  de  lui  avoir  donné  toute  son  importance. 
Deux  ligures  de  fespace  sont  correspondantes  quand  à  chaque 
élément  de  Tune  d'elles  il  en  correspond  un  ou  plusieurs  dans 
Fautre  suivant  une  loi  déterminée,  les  éléments  correspondants 
pouvant  être  de  même  nature  ou  de  nature  différente.  Les  figures 
polaires  réciproques  et  les  figures  homologiques  de  Poncelet 
donnent  un  exemple,  les  unes  duderniercas,  les  autres  dupremier. 
Kn  outre,  à  Tun  des  éléments  de  Tune  des  ligures,  il  correspond 
un  ou  plusieurs  éléments  de  Tautre  :  ce  sont  la  correspondance 
simple  (univo([ue)  et  la  correspondance  multiple. 

La  correspondance  simple  (univoque),  dans  laquelle  un  point 
de  Tune  des  ligures  correspond  à  un  seul  point  de  l'autre,  est  celle 
des  figures  homologiques  que  Mobius,  ignorant  les  travaux  anté- 
rieurs de  I\)ncelet  (*),  découvrit  de  son  côté  et  nomma  collinéaires; 
sa  conception  a  beaucoup  plus  de  généralité  que  celle  de  Poncelet; 
et,  en  effet,  il  ne  considère  pas  seulement  des  figures  collinéaires 
dans  un  même  plan,  mais  il  regarde  les  plans  eux-mêmes  (c'est- 
à-dire  leurs  points")  comme  des  figures  collinéaires  (*-).  Il  étudie  en- 
suite la  relation  tpii  existe  entre  deux  plans  collinéaires  superposés 
cfunt*  manière  cpiolcontpie,  et  détermine  leurs  points  doubles 
(  coïueidtMits  K  II  trouve  ainsi,  à  son  tour,  la  situation  perspective 
de  deux  plans  ct>llinéaires.  On  peut  comparer,  de  la  même  manière, 
les  ponctuelles  collinéaires  i  ou  séries  de  points  situés  sur  des 
ilroiles)  quand  les  droites  se  coupent  ou  sont  superposées.  Mobius 
construisit  au-^si  rimagecolliîiéaire  pour  Tespaceà  trois  dimensions; 
i-ettt*  ima:;e  tlonm*  un  nouvel  espace  à  trois  dimensions:  comme 
Tespace  à  trois  dimensions  e-^l  uni(pie,  le  second  espace  coïncide, 
en  réalit»' et  dans  toute  son  étendue,  avec  le  premit*r,  mais  id.'ale- 
nuMil  il  p«*ut  être  couru  comme  distinct. 


Eo.  Dlwtif. 

I    ^  Toni^t'I^'t   uenM'».*^»^  p^^  v,-ulf*inrnt  U^'^  îl^ur»-*-  h<^ni«"»K»si'|nc:s  dans  le  plan,  il 
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L-rrdcnles  on   rn   îijoiiti-  iiiif  nimvellc,  les 

enrient  semblables,   el  eiilin,   inovcnnanL 

,  elles  devieiinenl  figales  el  congruenlps. 

Tail  iiiissi    l'ubjcl  lies  invesllgalion^   de 


Si  aux  RotidiUon*'  |ii 
gnres  homulugne;  dev 
ine  nouvelle  reslriclioi 
^Ite  corrcspondancf 

Deux  ans  seiiIcmcnL  o[»ri:s  le  calcul  Ijarvcenlriqiic  de  Miibiiis 
ni  les  Déi-eloppements  de  G^mètrie  analytique  (  1 8a8)  de 
T-  Ptiicker,  ouvrage  al>sriliimrnt  indépcndaiiL  du  piemier,  et  qui 
larque  le  commoncemcnt  d'une  ère  nouvelle  pour  la  Oi>om/-trir 
nalvlique.  Pliicker  lui-mi?me  qualifie  sa  nif^lliode  de  mélliodi' 
loremenl  aualvtiquc,  cl.  il  la  carnelérise  cniume  il  suit  :  n  Dans 
autc  équation  entre  deux  coordonnées  je  vois  un  lieu  géométrique 
t  dans  le  système  de  deux  de  ces  équations  les  intersections  île 
eux  lieux;  enfin  et  surtout,  dnns  tonte  Iroisièmc  (équation  qui  est 
loe  conséquence  algébrique  des  deux  premières,  je  vois  un  nou- 
cau  lieu  géom^-iriqiie  renfermant  les  intersections  des  lieux  re- 
irésentés  par  les  deux  premières  équations  et  dont  la  nature  dé- 
tend de  la  forme  de  l'équation  résultante  (  '  ).  Il  suffit  presque 
uujonrs  de  marquer  la  combinaison  par  un  coelïicienl  indéterminé; 
t  même  quanti  l«  forme  des  équations  est  une  fois  connue,  il  suffit 
le  les  désigner  elles-mêmes  par  un  symbole  (  *)  ».  Après  avoir  créé 
B  méthode  des  notations  symboliques  et  des  coefficients  indéler- 
miaésquc  Bobilder  irou\a  en  même  temps  que  lui,  el  sur  laquelle 
repose  louLe  la  nouvelle  Géométrie  analytique,  il  débarassa  cette 
cience  de  l'obligation  de  se  reporter  constamment  aux  axes  des 
loordoonées  qui,  jusque-là,  s'étaient  toujours  glissés,  comme  un 
lément  étranger,  d^rvanl  les  lignes  et  les  figures  considérées.  Celle 
nétltode  originale  mil  le  géomètre  eu  relation  directe  avec  les 
ignés  elles-mêmes;  la  combinaison  de  leurs  symboles  conduisit, 
s  avoir  recours  aux  fastidieuses  éliminations  qui  étaient  inévi- 
ables  jusqu'alors,  et,  pour  ainsi  dire  spontanément,  aux  relations 
;éométriques  que  l'on  déduisit  très  simplement  des  équations.  La 
Géométrie   analytique  put  dès   lors  opérer  sur  les  figures  elles- 


mol  ce  qu'avail  dit  I.amé.  en  iSiS,  »  la  p«g«  «S  de 
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iim'nk's,  aiii>i  <|uc  Ta  toujours  fail  lu  (ji'onic'lrie  svnlliétique;  ses 
ron(|urh*s  dans  Ir  cliamp  purement  géométrique  ne  le  cédèrent  en 
rien  à  celles  de  la  Géométrie  pure;  elles  curent  même  le  dessus 
pour  un  instant  (*  ). 

Maisee  triomphe  devait  être  de  courte  durée;  car,en  i832, Tir/roi 
Strinrr  publia  son  Développement  systématique  de  la  dépcn- 
ilanoi*  (tes  Ji^ures  *j^vomé triques,  Steiner  est  le  |)lus  grand  génie 
groméiriipie  tpii  ait  paru  sur  la  terre  depuis  le  temps  d^Apollonius; 
son  Ouvrage  contient  les  propriétés  fondamentales  «  qui  renferment 
en  elles  le  germe  de  tous  les  théorèmes,  porismes  et  problèmes  gt*o- 
inétriques  qui  nous  ont  été  proposés,  en  si  grand  nombre,  dans 
les  lemps  anciens  et  modernes.  Afin  de  dominer  toutes  ces  pro- 
priélés  dépendantes  les  unes  des  autres,  il  fallait  trouver  un  fil  con- 
ducteur, une  origine  commune. 

»>  I«\Mivrage  de  Steiner  a  découvert  l'organisme  qui  relie  entre 
elles  les  manifestations  diverses  du  monde  de  l'étendue.  Il  existe 
un  petit  nombiv  «le  rapports  fondamentaux  extrêmement  simples 
d'où  déci>ule  le  schémutisme  au  moyen  duquel  on  déduit  logique- 
ment et  sans  aucune  difliculté  tous  les  autres  princij)es.  En  appli- 
quant judicieusement  ces  quelques  rapports  fondamentaux,  ou  se 
ivnil  niait n*  de  Tobjet  entier;  l'ordre  s'introduit  dans  le  chaos  et 
Ton  dccouNrt*  comment  toutes  les  parties  se  relient  entre  elles,  se 
di^poNcut  en  séries  dans  une  ordonnance  régulière,  cl  comment 
Icx  clu*>cs  convlati\es  se  réunissent  en  groupes  nettement  déier- 
uùnc>.  i^n  cntr\*  ainsi  en  possession  des  éléments  dont  se  sert  la 
natuiv  p\mr  di>lribuer  aux  ligures  le  nombre  infini  de  leurs  pro- 
prictc^  a\cc  la  plus  stricte  économie  et,  pour  ainsi  dire,  de  la  ma- 
nu^u*  la  plus  >iuîplc.  •  l.Vst  la  définition  pittoresque  que  Steiner 
dvMiuc  \\x\  iuc:r.c  du  but  quîi  a  atteint. 

Il  uxOïMUil.  vlan<  le  Ihmu  ihéoncMne  sur  la  génération  d'une  c<v 
ïuquc  par  l'iuteixvtu^n  de  deux  faisceaux  collinéaires  \^  projectif»  » 
ci  xîau^  le  tluvrxmc  vluahstiquc,  le  principe  fondamental  d'où  Ton 
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spontanément  cL  comme  par  un  slmplo  jeu,  pour  ainsi  dire, 
!«  innombrables  et  merveilleuses  propriété»  de  ces  courbes  si  re- 
inart|uahlfs.  Il  suIHl  tlt-  combiner  les  lliéoi-ùnies  les  plus  simples, 
(te  posséder  celte  imagination  gL-ométricjue  qui  permet  de  voir  une 
même  lîgurc  sous  tous  ses  aspects  pour  auguienlerindélinitncnlle 
nomlirc*  des  propri^tt^s  de  ces  courbes. 

Le  Livre  de  Steincr  dût  lYpoque  des  sections  coniques,  des 
ligures  correspondantes  di^  l'espace,  des  surfaces  du  second  ordre 
et  des  théories  qnt  s'y  raLtactient;  tout  ce  que  l'on  a  écrit  depuis 
sur  ce  SMJel  se  réduit  ù  une  élude  plus  approfondie,  an  perfeclii>n- 

iiiGRt  de  la  forme. 

Avec  Uteirier  s'ouvre  la  deuxième  période  de  la  nouvelle  Géo- 
métrie. La  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre 
ëtant  épuisée,  on  aborda  (  ')  celle  des  courbes  et  des  surfaces  al- 
gébriques <i' un  ordre  plus  élei'è.  Sleiner,  parla  voie  synthétique, 
et  PtûcAer,  par  la  vole  unalvtiqne,  furent  les  fondateurs  de  cette 
époque  dont  au jourd'liui  nous  avons  parcouru  la  moitié.  [P(  vckeii, 
Théoriedescourbesalgébriques,  iS'iQ.STn}iEVi,songT3.ndMémo'\vp 
Sur  les  courbes  algébriques  à  centre  {Journal  de  C relie,  vol.  47, 
J84f)}]. 

Il  ne  peu!  entrer  dnns  mes  vues  d'étudier  de  près  cette  seconde 
période  et  cette  nouvelle  direction  :  elles  sont  en  dehors  des  limites 
ifue  je  me  suis  nécetisairemenl  imposées  dans  cette  Introduction. 
Les  résultats  obtenus  pendant  la  première  période,  celle  que  ter- 
mine le  Livre  de  Sleiner  {Développement  systématique)  sont  ceux 
dont  nous  aurons  à  nous  occuper.  Nous  pourrions  donc  terminer 
:■  nos  préliminaires  historiques,  si  nous  ne  devions  faire  menliou 
!e  deus  hommes  qui,  après  it(3a,  ont  cultivé  la  science  qui  nous 
occupe  d'une  façon  magistrale,  j'entends  parler  de  Chastes  et  di- 
fo«  Slaudt. 

Le  premier,  Michel  Cbasles,  fonda  sa  réputation  sur  son  Aperru 
historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
Géométrie  (1837),  où  il  expose  les  découvertes  des  géomètres  an- 
ricns  et  modernes  jusqu'à  l'oncelel  avec  une  extrèn)e  clarté,  sinon 
toujours  d'une  manière  scni pu leusenient  historique;  le  tableau  très 
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uniinr  (|iril  a  tracr  fail  ressortir  l'avantage  des  reclierclies  de  Géo- 
métrie pure  sur  celles  de  la  Géométrie  analytique.  Dans  un  grand 
nombre  de  Notes,  il  donne  une  riche  collection  des  plus  belles  ap- 
plications des  méthodes  anciennes  et  modernes. 

Dans  ces  Notes,  ainsi  que  dans  le  grand  Mémoire  Sur  deux 
principes  généraux  de  la  Science,  la  dualité  et  l'honiof^raphie, 
il  développe  les  méthodes  d'où  il  tire  simplement,  mais  avec  une 
surprenante  habileté,  un  nombre  incroyable  de  théorèmes  très 
élégants.  Il  est  vrai  que  les  méthodes  qu'il  donne  comme  nouvelles 
ne  le  sont  pas  toujours,  ou  ne  lui  appartiennent  pas  exclusivement; 
elles  se  trouvent  en  partie  dans  Môbius,  en  partie  dans  Steiner. 
Telles  sont  l'im|)ortante  distinction  du  sens  d'un  segment,  l'in- 
troduction du  double  Rapport  quil  nomma  anharmonique(àva-apu.o- 
vixi5  et  non  a-v-àpfAovixij),  la  démonstration  générale  de  la  corrélation 
réciproque  et  de  la  corrélation  collinéaire(  dualité  et  homographie). 
A  cette  époque  du  reste,  où  le  développement  de  la  Géométrie 
fut  extrêmement  rapide,  l'expansion  de  la  litttérature  géométrique 
fut  relativement  lente,  les  idées  nouvelles  et  fécondes  se  trouvaient, 
pour  ainsi  dire  partout,  dans  l'air  et  ne  pouvaient  manquer  de  fruc- 
tifier au  même  moment  dans  la  pensée  de  tous  les  géomètres 
capables  de  produire:  aussi  les  voyons-nous  presque  toujours  ap- 
paraître sur  des  points  différents  et  indépendamment  les  unes  des 
autres.  Il  est  étrange  cependant  que,* dans  ses  écrits  postérieurs, 
môme  dans  son  dernier  et  grand  Ouvrage  :  Rapport  sur  les  progrès 
de  la  Géométriey  1870,  où  il  s'appesantit  sur  ses  propres  travaux, 
Chasles  ne  dise  pas  un  mot  de  Tincontestable  priorité  des  géomètres 
allemands  (  *  ).  Par  contre,  nous  devons  reconnaître  que  son  Aperçu 
historique  a  peut-être   plus  contribué  qu^aucun  autre  Ouvrage, 


(')  C'est  une  erreur.  A  la  page  x  de  la  Préface  de  sa  Géométrie  supérieure, 
publiée  en  i853,  Chasles  reconnaît  que  Môbius,  le  premier,  a  appliqué  entièremeni 
la  règle  des  siennes.  A  la  page  xxii  de  la  même  Préface,  il  cite  les  travaux  de  Mô- 
bius et  Steiner.  Knfin,  à  la  page  xxxi,  il  explique  pourquoi  il  n'a  pu  citer  les  tra- 
vaux de  jMobius  dans  son  Aperçu  historique. 

«  Quant  au  ({apport  de  Chasles,  ce  n'est  pas  un  écrit  sur  les  progrès  de  la 
fièométrie  en  général,  mais  bien  un  rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  ?» 
France,  Chasles  l'a  rédigé  par  ordre  et  dans  un  but  spécial  bien  déterminé.  C* 
n'était  qu'arcidcntellemenl  qu'il  pouvait  parler  des  fiét)mètres  étrangers  :  il  l'a  fail 
en  mainte  occasion,  el  ce  ne  sont  pas  les  géomètres  ulleniands  qui  ont  été  le  plu* 
oubliés.  »>  Ko.  I)E\MLr. 


Mme  en  Allemagne,  au\  progr^  de  lu  G.'otiK'lrie;  lii  vivacité  di! 
son  Sl^le,  ses  aperçus  lumineux,  ses  vivantes  esquisses  des  théories 
les  pins  ïraiiortanles  unC  beaucoup  augmenté  le  nombre,  bieu 
restreint  jusipTalors,  des  amateurs  de  la  G^omiHrie. 

Le  grand  Ouvrage  de  Cliasles,  Traité  de  Géométrie  supérieurn, 
1853,  ainsi  que  son  Traita  dex  sections  coniques,  \"  Partie,  i8(>5,  * 
malgré  Timportance  de  leur  objet,  n'eurent  pas,  chez  nous  du 
moins,  le  même  succès  que  YAperçti,  De  même  aussi,  les  Ira- 
iVauiL  les  plus  récents  du  géomètre  français  ne  montrent  plus  chez. 
iÇloî  ia  même  force  de  |iroduction  et  sont  restas  bien  en  arrière  de 
leux  qui  ont  été  publiés  en  Allemagne. 

Après  les  géomètres  dont  nous  avons  déjà  parlé,  nous  devons 
Hicore  citer  \c  professeur  d'ËrIangen,  von  Staudt.  Sa  trop  concise 
géométrie  de  situation.  1847,  est  un  Ouvrage  classique  magistrat. 
Malheureusement  l'extrême  laconisme  du  stvie,  le  manque  d'ad- 
ditions explicatives  et  le  caractère  éminemment  abstrait  de  sa 
uétlmde  l'ont  rendu  difficile  à  comprendre  et  l'ont  si  bien  em- 
|»échédcse  répandre  que  l'auteur,  mort  en  1867,  n'a  pas  vécu  duns 
la  période  de  sa  gloire.  A  l'inverse  de  tous  ses  prédécesseurs  et 
BOlamment  de  Chasies,  qui  a  fondé  son  Traité  de  Géométrie  su- 
périeure sur  le  double  rapport,  qui  a  fait  un  usage  constant  de.s 
•étalions  métriques  et.  par  suite,  du  calcul,  von  Staudt  s'est 
o-oposé,  dans  son  Opuscule,  de /«('rerfe /a  Géométrie  de  situation 
Ine  science  indépendante  et  powant  se  passer  des  mesures 
préface).  Il  a  voulu  fonder  la  nouvelle  Géométrie  sans  aucune 
DDfiidération  de  relations  métriques  et  exclusivement  sur  des 
elationa  de  rapports  de  situation;  ii  a  voulu  démontrer  par  la 
aile  Géométrie  de  situation  tous  les  théorèmes  qui  ne  se  rappor- 
enl  pas  immédiatement  aux  propriétés  des  grandeurs.  Comparons 
on  exposition  à  celle  de  Steiner,  par  exemple.  Celui-ci  se  sert 
les  relations  métriques  pour  établir  toutes  ses  théories,  même  celles 
W  concernent  la  situation  proprement  dite;  mais,  la  base  une  fois 
h.ée,  il  change  de  méthode  et  n'opère  plus  qu'au  mo^en  des  pro- 
irîélés  de  situation.  Il  est  évident  que  la  méthode  de  Staudt  olfre 
'avantage  d'une  plus  grande  unité  systématique,  d'une  plus  grande 
;Ltelé  et  de  plus  d'élégance.  Dans  ses  Additions  à  la  Géométrie 
^situation  (i856-i8(Jo),  l'auteura  montré  ce  que  peut  sa  mé- 
lode  pour  les  progrès  de  la  Science.  On  ne  peut  nier  cependant 
RSfil.  ''t'  Sciences  mathem-,  1*  sù'ie,  L  IX.  (Septembre  iE£^.)         17 
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qu'elle  ne  présenlc  en  elle-même  un  obstacle  à  son  développemenl. 
ce  qui  lui  constitue  un  grave  défaut. 

Quand  des  propriétés  diverses,  mais  inséparables,  se  rapporteot 
à   un  même  objet,  soit   par   sa  nature,  soit  par  la  manière  doot 
nous  nous  le  représentons;   quand  des  notions  différentes,  mais 
dépendantes  les  unes  des  autres,  se  présentent,  Tanalvse  qui  doit 
V  être  appliquée  n'est  véritablement  propre  et  partant  réellemenl 
bonne  que  quand  elle  ne  perd  jamais  de  vue  la  connexion  des 
choses  diverses  et  quand  elle  ne  sépare  pas  celles  qui,  par  leur 
nature,  sont  étroitement  liées.  Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies,  qu'on  isole  une  partie  de  Tobjet  de  ses  autres  parties  qui 
v.n  sont  la  conséquence  obligée,  on  arrive  toujours  à  des  svstèmes 
artificiels,  à  de  subtiles  abstractions  au  milieu  desquelles  leur  auteur 
seul  pourra  se  mouvoir  à  son  aise,  mais  qui  doivent  disparaître  à 
court  délai  de  la  Science  quand  on  se  trouve  à  une  époque  de  dé- 
veloppement logique.  Il  est  difficile  de  mettre  en  doute  les  défauts 
plus  ou  moins  accentués  de  cette  nature  de  l'Ouvrage  de  Staudl, 
ils  peuvent  expliquer  son  peu  de  succès.  Aussi  Reye  a-l-il  cherché 
a  élargir  autant  que  possible  le  cadre  des  méthodes  deSlaudtdont 
il  s'est  servi  dans  son  excellente  Géométrie  de  situation  (II*  Partie 
1866-1868). 

On  trouve,  dans  cet  Ouvrage  de  Staudt,  classique  par  sa  sin- 
gularité caraclcristiqur,  un  de  ces  essais  d'enserrer  dans  un  sché- 
matisme abstrait,  dans  un  système  artificiel,  l'infinie  variété  delà 
iiahirr  et  ses  manifestations  multiples,  un  de  ces  essais  qui  ne  sont 
possibles  que  dans  notre  pays,  la  pairie  des  méthodes  rigoureuse- 
nirnt  classicpics  et,  nous  devons  le  dire,  du  pédantisme  scientifique. 
Au  point  (le  vue  des  sciences  exactes,  un  Francaisvautcerlainemeul 
un  Allemand,  mais  il  prend  ses  aides  là  où  il  les  trouve;  il  ne  sa- 
crifie pas  l'intuition  à  la  manie  de  systématiser,  ni  la  facilité  d'une 
démonstration  à  la  pureté  de  la  méthode.   Dans  la  paisible  ville 
d'Krlangen,  Slaudt,  tout  absorbé  dans  sa  pensée,  a  pu  développer 
pour  lui-même  son  savant  système  qu'il  a  eu  quelquefois  l'occasion 
(l'exposera  un  ou  deux  auditeurs  assis  devant  son  bureau  ;  mais,  à 
Paris,  dans  le  milieu  vivifiant  de  nombreux  auditeurs  et  de  savants, 
il  eiU  été  impossible  de  donner  naissance  à  ce  système. 

Arrivé  à  la  fin  de  mon  introduction  historique,  je  suis  dispense 
de  (li''finir  exactement  ce  que,  depuis  quarante  ans,  on  a  coutume 
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t  nommer Géornétiie  nouvelle.  11  est  loujours  difïicile  ei  dangp- 
tiix  de  définir  en  quelques  mots  une  science  entière  avec  toute  la 
cliesse  de  ses  méthodes  et  de  son  domaine.  Le  développement 
islorique,  tel  que  je  l'ai  exposé,  met  en  pleine  lumière  son  ori- 
ine,  son  essence  et  son  but. 

La  difîérence  essentielle  qui  existe  entre  cette  nouvelle  Géo- 
i^trieetla  Géométrie  diie  analytique  consiste  en  ce  qu'elle  opère 
ir  les  fïgtires  géométriques  elles-mêmes  et  non  sur  leurs  équations 
Igébrîqnes,  et  qu'elle  découvre  Cl  démontre  leurs  propriétés  par 
es  constructions  géométriques  et  non  par  la  combinaison  algé- 
rîquc  de  leurs  svmboles.  Cependant  ces  mélbodcs  si  différentes 
Il  premier  abord  uni  euti'e  elles  la  plus  étroite  parenté,  et  plus  le^ 
eux  sciences  progressent,  plus  elles  se  rapprochent.  C'est  à  tel 
oint  qu'il  arrive  l'réquemment  qu'une  légi^rre  modilication  dans  la 
lanière  de  s'exprimer  sulïit  pour  passer  du  raisonnement  de  l'une 
ES  sciences  à  celui  de  l'autre. 

Bien  plus  grande  est  la  différence,  tant  pour  l'étendue  de  leurs 
amaines  que  pour  la  forme,  entre  la  nouvelleet  l'ancienne  Géo- 
lélrie,  quoiqu'elles  aient  toujours  ce  caractère  commun,  l'évidence 
;  la  considération  directe  des  figures. 

En  ce  qui  concerne  le  domaine,  la  Oéoméirie  ancienne,  au  moins 
lour  la  parl.ie  qui  commune  m  (Mit  Cht  la  seule  connue,  est  fondée 
ur  le  théorème  de  Pvthagore  et  sur  celui  de  la  somme  des  angles 
'lin  triangle;  saufde  rares  exceptions,  ses  théorèmes  se  rapportent 
lux  rapports  de  segments  et  d'angles;  enlin,  pour  ses  constructions, 
Jle  se  sert  du  cercle.  La  nouvelle  Géométrie  ne  fait  aucun  usagi- 
orème  de  Pythagore;  ses  théorèmes  concernent  les  rapports 
le  situation  et  les  relations  métriques  qui  en  dépendent;  enfin  ses 
anstructions  n'exigent  pas  l'emploi  du  cercle.  La  Géométrie  an- 
renne  construit  avec  la  règle  et  le  compas,  la  Géométrie  nou- 
elle  ne  se  sert  que  de  la  règle.  La  Géométrie  ancienne  se  borne  à 
I  recherche  des  propriétés  des  figures  géométriques  qui  suh- 
islenl  dans  les  figures  congruentes  ou  semblables,  la  nouvelle 
réométric  s'occupe  des  propriétés  que  la  projection  n'altère  pas. 

C'est  pourquoi  la  nouvelle  Géométrie  pourrait,  â  juste  titre,  être 
lommée  Géométrie  de  situation,  comme  on  l'a  fait  souvent,  ou 
iCorc  Géométrie  projective. 
D'nn  autre  cùté,  rc  n'est  pas  non  plus  sans  raison  qu'on  la  dé- 
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FACULTÉS  DES  DÉPARTEMENTS. 
SUJETS  DE  COMPOSITION  DONNÉS  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE. 

SESSION  DE  JUILLET- AOUT    1884. 

Besançon. 

Cinématique.  —  Un  segment  de  droite  AB  de  longueur  inva- 
riable se  meul  en  restant  tangent  à  un  cercle  fixe  C,  tandis  que 
son  extrémité  A  décrit  une  tangente  T  fixe  de  ce  cercle.  Construire 
le  centre  instantané  et  trouver  les  deux  cojurbes  qui,  dans  ce  mou- 
vement, roulent  Tune  sur  l'autre  sans  glisser. 

Dynamique.  —  Un  point  pesant  M  est  assujetti  à  demeure 
sur  une  droite  D  qui  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  ver- 
tical A.  On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  mobile  sur 
la  droite  D,  connaissant  sa  vitesse  initiale  u  dans  ce  mouvement 
relatif,  ainsi  que  sa  distance  initiale  a  au  pied  sur  D  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  l'axe  vertical  A  et  à  cette  droite  D.  Discuter. 
Dire  comment  varie  la  pression  que  le  point  mobile  exerce  sur  la 
droite. 

Analyse.  —  Sur  une  surface  quelconque  de  révolution,  on  con- 
sidère les  courbes  c  telles  que  Ja  normale  principale  rencontre 
constamment  l'axe  de  la  surface  : 

I®  Trouver  l'équation  différentielle  des  projections  des  courbes 
c  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe; 

2?  Quelle  doit  être  la  surface  pour  que  les  courbes  c  coupent 
tous  les  méridiens  sous  un  angle  constant? 

3"  La  surface  étant  un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au 
sommet  est  cp,  discuter  les  courbes  c  et  chercher  leur  équation 
quand  on  développe  le  cône  sur  un  plan. 

Bordeaux. 

Mécanique,  —  Un  tube  circulaire  infiniment  mince,  AMB,  de 
masse  M  et  de  rajon  rt,  est  mobile  autour  d'un  axe  vertical  AB. 
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Ln  point  pesant  M  de  niasse  m  est  ahandonné  à  lui-même,  sans 
vitesse,  à  rintérieur  de  ce  tube.  On  suppose  qu^au  moment  où 
Tangle  MOB  est  égal  à  0,  le  système  soit  animé  de  la  vitesse  an- 
gulaire ci>,  autour  de  AB.  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
ultérieur  du  système. 

Notes  pour  les  candidats,  —  L'application  des  théorèmes  gé- 
néraux relatifs  à  la  dynamique  des  systèmes  donne  les  deux  inlé- 
légrales  premières,  nécessaires  à  la  solution. 


/ 
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/ 
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On  combinera  ces  équations  et  on  les  discutera  de  manière  ù  en 
déduire  les  diverses  conditions  du  mouvement. 

On  étudiera  les  variations  respectives  de  0  et  de  co. 

On  discutera  le  problème  |)Our  les  diverses  valeurs  du  rapport 
.--  (de  zéro  a  X)  ). 

On  examinera  le  cas  des  petites  oscillations  du  point  m. 

Si  le  temps  le  permet^  on  vérifiera  rexactiliide  des  équalion-J 

<lu  mouvenïcnl,  à  Taide  des  diverses  méthodes  connues,  parliculicrr- 

nient  : 

r*  A  Taide  des  écpiations  de  Lagrange; 
>'•  Par  la  théorie*  des  mouyeuïenls  relatifs; 

(On  |)ourra,  si  l'on  veut,  pour  simplifier  Texpression  des  con- 
stantes initiales,  faire  0,  =  v.i:,  (  -7-  )  =  ^• 

Analyse,  —  On  appelle  caustique  l'enveloppe  des  rayons  partis 
d'un  même  point  lumineux  et  réfléchis  ou  réfractés  par  une 
courbe  donnée  que  l'on  suppose  située  dans  le  même  plan  (|iio  lc> 
ravons. 

Trouver  ré(piatiori   générale  des  causti(pies  par  nMlcxion. 
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Application  au  cas  : 

I**  De  la  parabole^K-:=  ^ao:  pour  un  poinl  lumineux  (jnclconqui» 
pris  sur  l'axe  ; 

2°  Du  cercle  X'^y^=  a-  pour  un  point  lumin(*u\  situé  à  l'in- 
fini sur  l'axe  ox. 

Gaen. 

Mécanique,  —  Quatre  points  matériels,  de  masses  égales,  as- 
sujettis à  rester  sur  un  plan  donné  fixe  et  parfaitement  poli,  oc- 
cupent les  quatre  sommets  d'un  losange  articulé  dont  les  côtés  sont 
constitués  par  quatre  tiges  rigides  et  sans  masse  appréciable.  On 
imprime  au  système  un  mouvement  connu  dans  le  plan  donné,  et 
on  propose  de  trouver  le  mouvement  ultérieur,  en  admettant 
qu'aucune  force  extérieure  n'intervienne  et  qu'il  ne  se  produise 
aucun  frottement  aux  articulations.  Pour  déterminer  le  mouve- 
ment qui  aura  lieu  après  que  deux  des  points  seront  venus  se  cho- 
quer, on  regardera  ces  points  comme  des  corps  absolument  dé- 
nués d'élasticité. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où,  à  l'instant  initial,  les  milieux 
de  deux  côtés  opposés  du  losange  auraient  des  vitesses  nulles. 

Analyse,  —  i"  Déterminer  un  conoïde  droit  tel  que  ses  lignes 
asymptotiques,  autres  que  les  génératrices,  se  projettent  sur  le  plan 
directeur  du  conoïde  suivant  des  courbes  qui  coupent  sous  un  angle 
constant  et  donné  les  projections  des  génératrices  sur  le  même 
plan. 

2®  Calculer,  en  se  servant  du  théorème  de  Cauchy,   l'intégrale 

*  o<)«i  a  xdr 


r  *  oo-î 
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Clermont. 

Mécanique,  —  Deux  masses  pesantes  //«,  ni'  sont  fixées  aux  ex- 
trémités de  deux  cordons  s'enroulant,  Tun  sur  un  cylindre  hori- 
zontal s'appuyant  sur  deux  coussinets  au  moyen  de  deux  tourillons  ; 
l'autre  sur  une  roue  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre  cl  ayant 
son  centre  sur  cet  axe. 


•>i4 
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Kliicli(T  le  mouvemenl  de  rotation  de  ce  système  dans  l'air  dont 
la  résistance  est  proportionnelle  aux  vitesses  des  masses  m  elm'. 

On  tiendra  compte  de  la  masse  du  cylindre  et  de  la  roue. 

On  négligera  le  poids  des  cordons  et  le  frottement  des  tourillons 
sur  les  coussinets. 


Analyse.  —  hquation  aux  dérivées  partielles  des  trajectoires 
orthogonales  d'une  série  de  surfaces  représentées  par  Téquation 

F(x,7,  z,  c)  =  o. 

Exemple:  x^  4-  v^  _u  -2  _|_  ^^  =  a^.  Déterminer  la  fonction  ar- 
bitraire de  manière  que  les  trajectoires  soient  des  sphères. 


Dijon. 


Mccanique.  —  Pendule  de  Foucault. 


Analyse.  —  Un  point  fixe  O  et  une  droite  fixe  OA  passant  par 
ce  point  étant  donnés,  on  demande  de  former  et  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  des  surfaces  jouissant  de  cette  pro- 
priété ([u'une  tangente  Mm  menée  à  Tune  d'elles,  d'un  point  quel- 
conque M  de   la  droite  OA,  soit  égale  en  longueur  au  segment 


recti ligne  MO. 


Grenoble. 


Mécanique,  —  Du  (il  llexible  inextensible  et  sans  masse,  de loii- 
ueur  ar/,  |)asse  dans  un  petit  anneau  fixe  horizontal  placé  en  iiti 
point  ()  (le  Taxe  d'un  cvlindrc  de  révolution  de  ravon  R  dontla>^^' 


•  r 
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est  verlical,  anneau  dans  lequel  il  peut  glisser  librement.  Ce  fil  se 
termine  par  deux  masses  m  et  m! ,  La  première  m  assujettie  à  se 
mouvoir  sans  frottement  sur  la  surface  du  cylindre  est  attirée  vers 
le  point  O  par  une  force  [x/np  proportionnelle  à  la  distance  p  de 
m  au  point  O  ;  la  deuxième  masse  m'  est  pesante.  La  vitesse  ini- 
tiale de  ni'  est  nulle;  celle  de  m  est  horizontale  et  égale  à  Rco.  La 
distance  initiale  pO  de  /n  à  O  est  inférieure  à  2 a.  —  On  demande 
le  mouvement  du  système  et  la  tension  du  fil  à  chaque  instant.  — 
Que  faut-il  pour  que  le  fil  soit  tendu  dès  l'origine  du  mouvement? 
—  Montrer  que  si  cette  condition  est  remplie  le  système  a  un  mou- 
vement alternatif  indéfini. 

Analyse.  —  Intégration  d'une  équation  non  linéaire  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre. 

Lyon. 

Mécanique.  —  Un  mobile  libre  non  pesant  est  attiré  suivant 
la  perpendiculaire  menée  de  ce  mobile  à  une  droite  fixe  et  la  force 
d'attraction  varie  en  raison  inverse  du  cube  delà  longueur  de  cetle 
perpendiculaire. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  point. 

Analyse.  —  i"  Intégrer 

{jr^y^ — y)  dx  —  {x'^y"^  —  'ix^y^-^-  3x)dy  =  o. 

2"  Par  le  point  O  d'une  surface,  on  mène  une  normale  et 
une  parallèle  à  la  normale  infiniment  voisine  menée  à  l'extrémité 
d'un  arc  ds.  On  demande  de  déterminer  la  direction  de  ds^  de  ma- 
nière que  le  plan  de  ces  deux  normales  soit  perpendiculaire  à  celle 
direction. 

Marseille. 

Mécanique.  —  Une  tige  BC  est  assujettie  a  glisser  sur  une  droite 
ûnex'x. 

Cette  tige  se  meut  sous  l'action  d'un  point  fixe  A  qui  attire  tous 
les  éléments  de  BC  proportionnellement  à  la  distance  et  à  la  masse 
de  ces  éléments. 
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La  ti^e  BC  est  homogène;  rallractîon  du  point  A  sur  un  élémenl 
do  BCy  dont  la  masse  serait  égale  à  Tunité,  produit  une  force  égale 
à  Tunité. 

A  l'origine  du  temps  la  tige  BC  est  immobile. 

Si  du  point  A  on  abaisse  sur  j/x  une  perpendlrulaire  AO,  la 
longueur  AO  est  égale  à  3a  et  la  distance  de  O  au  milieu  de  BC 
est  à  l'origine  du  temps  égale  à  ^r?. 

Trouver  le  mouvement  de  BC  : 

1^  En  supposant  que  BC  glisse  sans  frottement  sur  x'j'. 

a"  En  supposant  que  x'x  soit  dépoli  et  que  le  coefficient  du 
frottement  de  BC  sur  x^x  soit  égal  à  Tunité.  Trouver  dans  ce  cas 
au  bout  combien  de  temps  la  tige  BC  sera  en  repos  et  quelle  sera 
alors  la  position  de  celte  tige. 


o 


.tntthsc.  —  Frouvor  en  termes  iînis  les  équation'^  des  dévelop- 
pées do  la.  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  a  les  généra- 
trices rcclili:;no>  du  cône  circulaire  tiroit:  «liscussion. 


làUe. 

l/c'tfi/i/yat*.  —  In  point  pesant  est  assujetti  à  glisser  ^ansfrul- 
tcmeiit  sur  unr  circonlV*renco  \»»rlicalo,  pendant  que  cette  circon- 
Icrcnco  tourne  d\in  mouvement  uniforme  autour  d*une  verlicalc 
li\e  <ituéo  dans  <on  plan.  Kludier  le  mouvement  relatif  du  poinl 
et  le^  posiliiiu^  d'équilibre  relatif. 

iuis  particulier  où  Tuve    de  rvUation  coïncide  a\ec  le  diamclro 
>erlioj|  de  Li  eireonlérence. 

i'i.:{is\  -  I'  IV  lèquatit'n  au\  tbrixecs  partielles  du  second 
orvliv  c.iruelensant  toutes  les  surfaces  représentées  par  Téquation 

linie  i  -=  :'  t\  z^  —  r  '  ^  *  *^'^^*  ^  *^'  ?  dc<i;:ncnl  dcu\  fonctions  arbi- 
tra»!''^ 
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a°  On  demande  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  l'exposanl  m,  dans 
Téquation  diflerenlielle 

^,  =(A-«-i)(i-x«y«x» 

pour  que  celle  équation  admette,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  con- 
slanlc  ky  une  solution  particulière  de  la  forme 

■y  =  (l  —  X)^{l-\'X)?, 

OÙ  a  et  ^désignent  deux  exposants  constants  à  déterminer.  Former 
dans  ce  cas  l'intégrale  générale 

Montpellier. 

Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à   une 
force  centrale. 

Analyse,  —  Élant  donnée  l'équation  différentielle 

montrer  qu'on  peut,  au  moyen  de  la  substitution 

d>y 

la  transformer  en  une  équation  linéaire  et  du  second  ordre  par  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  :;. 
En  supposant 

/(.)=_  f!dL*, 

où  A*  est  une  constante  donnée,  intégrer  l'équation  transformée  en 
>3(qui  rentre  dans  une  classe  connue)  et  eu  conclure  l'expression 
générale  de  y. 

Examiner  spécialement  les  deux  hypothèses 

k  =  }.    et    X*  = —  J. 
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Nancy. 

Mécanique.  —  Deux  points  matériels  M  et  M',  de  masses  met 
m',  sont  assujettis  à  demeurer,  le  premier  sur  un  plan  horizontal 
H,  le  second  sur  une  droite  D  oblique  au  plan  H.  Soit  O  le  point 
d'intersection  de  la  droite  et  du  plan.  Les  deux  mobiles  sont  reliés 
par  un  fil  flexible,  de  longueur  constante  /,  qui  passe  par  une  petite 
ouverture  pratiquée  en  O  dans  le  plan  H,  et  qui  est  astreint  à  rester 
rectiligne  de  O  en  M  et  de  O  en  M'. 

On  amène  le  point  M  en  Mo,  dans  le  plan  vertical  de  la  droite 
D,  et  l'on  maintient  le  système  au  repos  danscette  position  Mo  OM^. 
i^lis  on  a])plique  une  percussion  connue,  comprise  dans  le  plan  H 
au  mobile  M,  en  même  temps  qu'on  abandonne  le  système  à  lui- 
même. 

i"  Trouver  les  vitesses  des  deux  points  M  et  M'  dues  à  la  per- 
cussion; 

'.>/*  Étudier  le  mouvement  ultérieur  du  système.  Examiner  le  cas 
où  la  percussion  est  perpendiculaire  sur  OMo. 

On  désignera  par  a  l'angle  de  la  droite  D  avec  le  plan  H.  On  fera 
abstraction  des  frottements,  ainsi  que  delà  masse  du  fil. 

Analyse.  —  r*  Démonslralion  de  la  double  périodicité  de  la 
fonction  sin  am  //  ; 

2"  Dét(îrminer  la  valeur  de  l'intégrale 


0     Jq      (A  sin*Ocosî'i^-i- B  sin'6  sin    " 


\^^  -f-  Gcos»0) 

quand  A,  B,  C  sont  positifs  de  doux  manières  : 

1°  Kn  remarquant  qu'elle  représente  trois  fois  le  volume  d'un 
certain  ellipsoïde  ; 

2'*  Par  le  seul  emploi  du  Calcul  intégral.  (Si  l'on  ne  peut 
achever  ce  calcul,  faire  au  moins  comprendre  qu'on  saurait  arriver 
iiu  résultat.) 

Poitiers. 

Mécanique.  —   liludicr  le  mouvemcnl   d'une   tige  r\lindriqiif 
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lioinogènc  AB,  de  très  pellt  diamèlre,  dont  tous  les  points  sont  at- 
tirés par  un  centre  fixe  O  proportionnellement  à  leurs  niasses  et  à 
leurs  distances  au  centre.  La  tige  a  reçu  uïie  vitesse  initiale  angu- 
laire iù  autour  d'une  droite  Oz,  située  dans  un  même  plan  avec 
elle,  et  perpendiculaire  à  la  droite  OM©  qui  joint  la  position  ini- 
tiale du  milieu  de  la  tige  au  centre  fixe.  On  donne  :  OMo=  a; 
angle  (  BA,  O^)  =  80  ;  [Jl  coefficient  d'attraction.  Après  avoir  ob- 
tenu les  formules  générales,  on  pourra  supposer  l'angle  9©  défini  : 


i"par  cosOo 

cas  l'hypothèse  co  =  y/[x. 


;  2°  par  sin  Oo  =  -=  et  l'on  étudiera  dans  les  deux 


Analyse.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  surface  rencontre 
le  plan  xOy  en  un  point  N  et  la  droite  ON  qui  joint  l'origine  à  ce 
point  est  parallèle  au  plan  tangent  en  M. 

Représenter  cette  surface  :  1°  par  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles; 2**  par  une  équation  entre  les  coordonnées  x^  y  el  z,  sa- 
chant  que  la  section  par  le  plan  des    xy  contient  l'hyperbole 


X' 


y^=a^, 


Rennes. 


jlfécanique.  —  Un  corps  rigide  (A)  de  forme  quelconque  est 
mobile  autour  d'un  axe  (a)  invariablement  lié  à  un  second  corps 
(B).  Ce  dernier  s'appuie  par  une  face  plane  contre  un  plan  fixe 
(P)  parallèle  à  l'axe  (a)  et  ne  peut  prendre  sur  ce  plan  qu'un  mou- 
vement de  translation  dans  une  direction  perpendiculaire  à  cet 
axe.  Le  corps  (A)  est  primitivement  au  repos  dans  une  position 
telle  que  son  centre  de  gravité  soit  dans  le  plan  qui  projette  l'axe 
(a)  sur  le  plan  (P). 

Cela  étante  on  imprime  au  corps  (B)  une  certaine  vitesse  ini- 
tiale a  et  l'on  demande  le  mouvement  du  système,  l'effort  exercé 
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par  le  premier  corps  sur  le  second,  et  les  pressions  développées  par 
celui-ci  sur  les  guides  qui  le  maintiennent  en  contact  avec  le  plan 
(P).  On  fera  abstraction  du  poids  du  corps  (A). 

Données  :  M,  M'  masses  de  (A)  et  de  (B);  /  dislance  du  centre 
de  gravité  du  corps  (A)  à  son  axe  de  rotation,  /r  ravon  de  gvration 
de  (A)  par  rapport  à  Taxe  (a). 

Analyse.  —  i**  Etablir  Téquation  générale  des  lignes  asvin- 
ptotiques  d'une  surface  quelconque. 

a"  En  déduire  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
telles  que  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  passent  en  chaque 
point  se  coupent  orthogonalement. 

.'î°  Quelle  relation  existe  alors  entre  les  deux  rayons  de  cour- 
hure  principaux  de  la  surface? 

4°  Quelles  sont  les  surfaces  de  révolution  qui  jouissent  de  celle 
propriété? 

5"  Donner  l'expression  des  rayons  de  courbure  principaux  de 
ces  surfaces  de  révolution. 

Toulouse. 

Mécanique,  —  Un  point  matériel  non  pesant  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  sphère  ol  soumis  à  Taction  d'une  force  répulsive 
émanant  d'un  point  de  la  surface  et  dont  l'intensité  est  en  raison 
inverse  du  rube  de  la  distance.  On  demande  d'étudier  le  mouve- 
ment du  point  sur  la  sphère,  d'indiquer  la  forme  de  la  trajectoire, 
de  calculor  la  réaction  de  la  surface  en  chacun  de  ses  points. 

Analyse.  —  Klanl  donnée  une  courbe  plane  C,  soient  M  un  point 
(le  celte  courbe,  P  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point 
et  Mï  la  tangente.  Par  le  point  T  où  cette  tangente  coupe  l'axe  0.r 
on  mène  une  parallèle  à  l'axe  Or  qui  rencontre  la  normale  MP  en 

«.         •    MF 

un  point  N.  Déterminer  la  courbe  C,  de  façon  qu'on  ait  ^y^,  =A" 

pour  loul  point  do  la  courbe.  On  fera  voir  que  l'une  des  coordon- 
lu'es  peut  toujours  s'exprimer  en  fonction  de  l'autre  au  moven 
(Pune  quadrature,  et  Ton  examinera  pour  quelles  valeurs  de  A"  ou 
peut  effectuer  l'intégration  ;  enfin  on  étudiera  la  nature  de  la  courbe 
ilans  les  Aqxw  cas  particuliers  A'=r  i.  A'  =  \i. 
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Nota.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  on  prendra  k  positif  ou 
négatif  suivant  que  les  deux  directions  MN  et  MP  sont  les  mêmes 
ou  sont  opposées. 


SKSSION    Dl*:   NOVEMBRE   1884. 


Besançon. 


Mécanique.  —  Etudier  le  mouvement  du  système  de  deux  points 
matériels  de  masses  m,  m'  qui  s'attirent  avec  une  force  constante. 

Analyse.  —    On  donne    un   axe   vertical  OZ,  un  plan  hori- 
zontal P  et  dans  ce  plan  une  droite  B,  on  considère  la  surface  en- 


gendrée par  un  cercle  de  rayon  constant  dont  le  centre  se  meut 
sur  B,  tandis  que  son  plan  passe  constamment  par  OZ. 

1°  Trouver  Téquation  de  la  surface; 

2"  Trouver  les  lignes  de  niveau  et  les  lignes  de  plus  grande  pente 
de  celte  surface. 


Bordeaux. 


Mécanique.  —  i"  Démontrer  que,  lorsque  la  fonction  des  forces 
passe  par  un  maximum,  le  système  matériel  sollicité  par  ces  forces 
est  en  équilibre  stable. 
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a"  Trouver  Téqualion  d'une  courbe  située  clans  un  plan  vertical 
et  telle  que  la  pression  totale  exercée  par  un  point  pesant  mobile 
sur  cette  courbe  soit  dans  un  rapport  donné  k  avec  la  composante 
normale  du  poids  de  ce  plan. 

Peut-on  trouver  pour  A*  une  valeur  simple  qui  permette  d'arriver 
a  l'équation  fmie  de  la  courbe? 

Analyse.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  le  rapport  du  rayon 
de  courbure  à  la  normale  est  constant  et  égal  à  m. 
Cas  particuliers  où  m  =  i ,  m  =  a,  m  t=  —  i . 

Caen. 

Mécanique,  —  Etant  données  deux  droites  AA',  BB',  qui  ne  se 
coupent  pas,  mais  dont  les  directions  sont  rectangulaires,  déter- 
miner le  mouvement  d'un  point  matériel  libre  sollicité  par  une  force 
qui,  pour  une  position  quelconque  M  du  mobile,  agit  suivant  lu 
droite  qui  passe  par  le  point  M  et  rencontre  les  deux  droites  AA', 
BB',  la  première  en  un  point  P,  l'autre  en  un  point  Q  ;  la  force  est 
mesurée,  en  grandeur  et  en  direction,  parle  segment  PQ,  la  masse 
du  mobile  étant  égale  à  l'unité.  Examiner  le  cas  où,  à  l'instant 
initial,  le  mobile  est  sur  la  droite  AA'  animé  d'une  vitesse  donnée 
quelconque. 

Analyse,  —  i"  Exposer  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  linéaires  et  du  premier  ordre,  entre  n  va- 
riables indépendantes  et  une  fonction  inconnue  de  ces  variables. 

'À^  Etant  donnée  l'équalion 

vérifier  que  l'équation  privée  de  second  membre  admet  pour  inté- 
grale^' =  c"'-^,  m  étant  une  constante  qu'on  déterminera;  montrer 
c.ommenl  la  connaissance  de  cetle  intégrale  peut  conduire  à  l'inté- 
grale générah*  de  l'équation  complète  proposée. 

{A  suivre.) 


l'.UMI'TKS  HENUU; 


l-T  ANALYSES. 


COMPTES   RENDUS  ET  ANAI.VSES. 

MANN  (Papl).  — (Jbser  tus  REn-esvNr.  eixes  Pi-ketes.  Programm  des 
I  Kâniglicheo  Friedrich- Wilhelms-Gymnasiums.  Berlin,  r88i.  In-.i°,  i8  pagos. 

Si  deux  poioU  matériels  s'allïrent  en   raUon   tlirecle  ile  leurs 

[masses  et  en  raisûci  inverse  de  la  n"'""  puissance  de  leur  dislaiice, 

faUraction  qn'e&erce  une  droite  liomogène  infinie  sur  un  point 

Matériel  est  en  raison  inverse  de  la  («  —  jy'""  puissance  de  la  dls- 

pnce  A  du  point  à  la  droite  ou  Iiien  l'gal  à  Ti^rj- 

Le  Mi'nioireéLudie  pour  les  valeurs n  =  1,  îi,  i^,  4  la  trajectoire 

1  point  mobile  dont  la  vitesse  initiale  est  supposée  i'ire  contenue 

tans  te  plan  détcrmint^  par  la  position  initiale  du  point  et  par  ta 

■oitelîxc.  Pour  n  =:  I  la  trajectoire  se  compose  d'arcs  de  para- 

jIb  répétés  en  nombre  infini  ;  pour  h  =^  3  la  trajectoire  est  at'ilne 

lia  c^cloïde;  pour  n=^  i  elle  devient  ellipse  ou  livperbole.  EnGn 

kpourn  =  a  l'équation  de  la  courbe  donne  l'abscisse  x  exprimée 

k  par  une  intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  Ce  dernier  cas  a 

é  discuté  plus  amplement.  (Le  cas  n  ^  3  se  trouve  dans  le  fte^ 

pueiV  d'exercices  sur   la  Mécanique  rationnelle  de  M.  A.  de 

Laînt-Germain.)  E.  !^. 


fFEIKFEU  iG.i.  -  l'i 

<   schaflliche  ileilage  v. 

In-4'.  3a  pages. 


Si  un  cane  du  second  degré  est  coupé  par  un  plan  suivant  une 
ulipse,  l'aire  de  la  surface  latérale  du  cAne  fini  engendre  par  cette 
Klion  s'exprime  par  des  intégrales  ellipli(|iies,  lorsqu'un  quel- 
lODque  des  aves  de  l'ellipse  contient  les  pieds  de  la  perpendicu- 
liire  abaissée  du  centre  de  ce  cAuc  sur  le  plan  sécant.  Soient  a  la 
Htstance  au  centit;  où  celte  perpendiculaire  rencontre  le  grand 
■xe  de  l'ellipse,  ^  et  c  (&>-c)  le.s  demi-axes  de  l'ellipse,/!  lalnu- 
feueur  de  la  perpendiculaire  mentionnée,  a  et  ^  les  deux  racines 
e  IVquutiun 

i.Kfi^.  doi  £«K»K«(  malJtem^  V  Mri«,  I.  1\.  ^Octobre  tbUi't  iH 
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(A*.h  t'îlaiil,  Taire  dv  la  surface  latérale  du  cône  s'exprime  par  les 
deux  formules 


( 


le  module  k  des  intégrales  complètes  étant 

^■— 1/ ^^ — — 5"'     n=~       ; 

y  il -h  a)(i  — 3.)  i-t-a 

celle  formule  s'ap|)li(|ue  au  cas  a  et  ^  réels; 

où  Ton  a  posé 

.V  --  A*(  A*  —  c*  '  —  «*c*,     a  =  ji  -f- 1>.     ?  =  ;■*•  —  '*• 

/«  I  —  a  >•  -I-  >' 
M  —  1  ;x— IH;JL  — n-t-v»,     r  =  1/  =— ; r» 


«I  =  — : l^  = 


La  formule  ^\^^  sVmploie  donc  si  zel  ^  sont  complexes. 
Si  <i  n*ost  pas  inférieur  à  fr.  les  formules  subsistent  seaiement 
quand   on    n'a  ni    â  >  —  i  ^  a  ^^  o.   ni  —  i  >  i  >►  x  >  o.  Pour 


a        i,  il  Mont  >  =  — 


^  62  —  1-2 

O^autrvs  formules  se  tirent  de    A'<  et    B    quand  on  v  remplace 
11,   4  -.  '»    |vjir  vies  fonctions  elliptiques.  E.  L. 


M  î  ::  vi:  :*  ;:  :\i  î  .  or  V  r^^tït  :^f  r  i  •:  :  ai  .  ir  !•?<  c  ^u  j  ti  •>■>  d*^  n  t  i''  pend  1^ 
i^r\*'  .v**.i;*  vie  .îvltTiv.v.Tr  li  :r'"-?  t:  .t-  t  r'>  on  •*£";>  i*?  la  chaînai  te 
x,:r  ", i  x;::-r-.-  /-,--.:.  :V  *.^-f.':\  :.  li  .  La  iisrussi.ci  â«*  ces 
<  v: ,;  jt .  .  :•  >  ;  ;  .  :  \;  r*f -^^ .  -  :-^  !  f  -.rs  r.  :  -  cri"*?  >  a  L'xi.i-?  irf-i  r*. oc  lions 
»•    . .  :  .:  -,  ;>  :  -; :*;  ■  :   i  :  r.:f  "^  -. - -^  ;  a r   0  -:  i-fr^i.irra.  -ian.>  s.  c   M«f  moire  : 

l\^^  liri.  ii^à^z.'  cor  M.   \\e6er*lr*s> 


4 


ts     '  ■     :.    ,     •       .   :    -^^ 
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reprendre  If  pi-ohlèine  sons  unp  forme  g('ni-raiis(''e,  M.  \V  .  liier- 

BOii  ^lendillii  question  à  des  surfaces  quelconques  de  rotalion, 
donna  pnur  Id  cliuîneLle  âpliérique  la  rt^duclion  suk  l'onclions 

de  Weierstrass  el  aux  fonctions  S  de  Jacobi.  [Problemata 
ucedam  mechanica  functionnm  elliplicnium  ope  soliila.  fJis- 
rrtalio  inattguralù;  ^roWni,  ififij).  Avant  lui  Clebsch  [i'eber 
te  Gleichgewicfttsjigur  eines  biegsamen  Fudens  {Journal  de 
'orc/iardl,  t.  57,  g  6,  p.  io3  sq,)]  «vuit  enseigné  une  solution 
Immode  de  rt'quutîon  biqnadi-a tique  du  problème. 

On  n'avait  pas  encore  délerminé  convenablement  les  constantes 
u  problème.  C'est  ce  que  fait  dans  sa  Note  de  six  pa^es  l'auteur, 

li  se  donne  les  deux  points  d'attache  du  lîl  et  sa  longueur. 

Publie;  pour  crlf^brer  le  vingl-cinquiènie  anniversaire  de  la  fon- 

itîoD  du  gvmnase,  le  même  ppoginnime  contient  encore,  outre 
eux  noies  non  malbémaliques,  la  rt'i  m  pression  des  pages  1-20  du 
lire  :  liechnung  aiiff  Her  Linihen  un  Feddern  diirch  Adam 
ij-sen;  à'  M.,  1  Jat).  CcTraité  de  calcul  élémentaire  avaitaiitrefois 

lelelle  célébrité,  que  sou  auteur  a  passé  dans  une  locution  prover- 
iale.  Si  l'on  veut  garantir  la  justesse  du  résultat  d'un  calcul,  on 
■  L  encore  aujourd'bui  en  Alleujagne  que  cela  résulte  «  naidi  Adam 

iese  »,  comme  l'on  cite  en  France  v  selon  lîarénie  ».  Adntn  Rïese 

iquit  en  i4(j'i  fi/wiJnitx  en  Saxe,  il  mourut  à  Annaberg  en  i5jg, 
lon  Livre  fameux  parut  en  iSa^  pouf  la  premiùrc  fois  cl  eut  un 
ind  nombre  d'éditions  nouvelles.  K.  L. 
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FACULTÉS  DES  DÉPARTEMENTS 
SUJETS  DU  COHPOSITIOH  DDKNËS  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE. 


A/écanit/uc.  —  Ëtude  du  mouvcinenl  de  d 
et  m',  liées  entre  elles  par  une  lige  rigide  1 
;e8  par  un  centre  fixe  prapnrtionncllcnienl  a 
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yliutlvse.  —  Intégrer  réquatioii  aux  dérivées  partielles 

X  el  y  sont  les  variables  indépendantes,  z  la  fonction  inconnue; 
etp  elq  représentent  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  x  et  y. 

Dijon. 

Mécanique.  —  Une  circonférence  est  située  de  façon  qu^un  de 
SCS  diamètres  A.V  soit  vertical.  Cette  circonférence  est  le  profil 
d'un  tube  homogène  pesant,  infiniment  mince,  qui  peut  tourner 
autour  de  Taxe  AA'.  Une  bille  matérielle  pesante,  infiniment  mince, 
est  placée  à  Tintérleur  du  tube. 

On  demande  d'établir  les  formules  qui  permettent  de  trouver  le 
mouvement  du  tube  et  le  mouvement  de  la  bille  dans  le  tube,  con- 
naissant la  vitesse  initiale  de  rotation  du  tube  et  la  vitesse  initiale 
de  la  bille  dans  le  tube. 

On  désignera  par  M  la  masse  du  tube,  m  la  masse  de  la  bille, 
it  le  ravon  du  tube. 

Anah'se.  —  Établir  la  formule  de  Lagrange  pour  le  dévelop- 
pement en  série  entière,  par  rapport  à  j:,  de  F(f/),  u  désignant  la 
foui  lion  impliiile  de  x.  /que  définit  Téqualion  ii  =  t-i-xo{u) 
accompagnée  des  condilions  initiales  u  =  a  pour  x  =  o,  t  =  a. 

Application  an  développement  du  cube  de  la  racine  u  de  Téqua- 
lion  1/  =  I  —  XN^  4|ui  >e  réduit  à  i  pour  x  =  o. 

Grenoble. 

Mècanitfii^.  —  In  point  matériel  M  est  assujetti  à  rester  sur  la 
surlaoo  d'un  cvUndre  de  révolution  sur  lequel  il  se  meut  sans  frol- 
lemonl.  l.^\  ba>e  du  c\lindre  est  un  disque  homogène,  sans  épais- 
>our,  dont  chaque  élément  attire  le  p«>int  M  proportionnellement 
à  la  dislanoo.  Ihi  suppose  la  vitesse  initiale  du  point  perpendicu- 
laire à  Tave  du  oxlisuire. 

i^u  demande  la  trajectoire  du  point  M,  son  développement,  la 
pivs>iv>n  du  point  sur  la  surface.  Comment  faut-il  choisir  la  vitesse 
initiale  pour  que  la  prt»>>ion  soit  nulle?  Quelle  est,  dans  ce  cas,  la 
\\»urhe  divrite? 
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Analyse,  —  1®  Déterminer  la  fonction  f{z)  =  X  -h  £  Y  dont  la 
partie  réelle  est 


Y  __  2Sin  1T 


e*/-f-  e-^y —  2  cos  IX 


2°  Discuter  la  surface  e~^  =  sin  x  sinj^,  et  trouver  ses  lignes  de 
courbure. 

Lille. 

Mécanique.  —  i®  Expressions  diverses  de  l'accélération  tan- 
gentielle  dans  le  mouvement  curviligne  d'un  point.  Sens  dans  le- 
quel cette  accélération  doit  être  portée. 

2"  Un  point  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  une  droite  fixe  don- 
née, laquelle  fait  des  angles  a,  p,  y  avec  trois  axes  rectangulaires 
dont  Tun  est  vertical.  On  connaît  sa  position  et  sa  vitesse  initiale 
et  Ton  demande  de  déterminer  son  mouvement  en  ayant  égard  au 
frottement  supposé  proportionnel  à  la  pression  normale.  On  de- 
mande aussi  de  calculer  cette  pression. 

Lyon. 

Mécanique.  —  Une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  a  un  dia- 
mètre donné  a  est  placée  dans  un  plan  vertical  au-dessous  de  sa 
base  horizontale,  et  un  point  matériel  pesant,  de  masse  [jl,  est  as- 
sujetti à  se  mouvoir  sur  celte  courbe.  Ce  point  est  sollicité,  en 
outre  de  sa  pesanteur,  par  une  force  résistante  F,  agissant  tangen- 
tiellement  à  la  courbe  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  V,  et  dont 
l^intensité  est  donnée  par  la  formule 


=  ^''\/i- 


On  propose  d*étudier  le  mouvement  de  ce  point. 
Analyse.  —  Trouver  l'intégrale  générale  de  Téquation  aux  dif- 
férentielles partielles 

{x  —  6/)/?  -!-{iox  —y)q  —  6j'*—  4^* —  36ir/. 

Examiner  un  des  cas  où  la  surface  représentée  par  celte  inté- 
grale est  un  cylindre  et  chercher  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion perpendiculaire  à  la  génératrice. 

N.-B.  —  Les  axes  sonl  supposés  rectangulaires. 
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Marseille. 

Mécanique.  —  Une  droite  matérielle  AB  glisse  avec  froltemenl 
sur  une  droilc  horizonlalc  Ox. 

A  B 


o 


Ce  frollemcnt  s'oppose  au  mouvement  de  la  droite  avec  une  ré- 
sistance égale  à  Tunité  de  force. 

Chacun  des  éléments  de  la  droite  est  attiré  par  un  point  fixe  0 
proportionnellement  à  la  distance  et  à  la  masse  de  cet  élément. 

A  l'unité  de  distance  l'attraction  sur  Tunité  de  masse  est  égale  à 
l'unité  de  force. 

La  masse  de  la  droite  AB  est  égale  à  l'unité. 

On  suppose  primitivement  la  droite  AB  immobile  et  Ton  suppose 
aussi  que- le  centre  de  gravité  dé  AB  est  situé  à  une  distance  égale 
à  4  du  point  O. 

Trouver  le  mouvement  de  la  droite  AB. 

Analyse.  —  Etant  donnée  Féquation  aux.  différences  par- 
tielles 

dz     (i*  z         dz  d*  z 

dx  dxdy       dy  dx* 

dans  lesquelles  les  variables  indépendantes  sont  Jr,  r^  transformer 
celte  équation  de  telle  sorte  que  les  deux  nouvelles  variables  in- 
dépendantes soient  :;  et  y. 

Montpellier. 

Mécanique.  —  Ktudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un 
plan  incliné  qui  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  vertical.  On 
néglige  le  frottement. 

Analyse.  —  Exposer  la  méthode  d'intégration  de  l'équation 

dans  laquelle  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  données  de  x,  y  y  z  et  où 
z  est  censée  fonction  des  deux  variables  indépendantes  jr,  y. 


On  a  posé 
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/>  = 


dz 
dx 


y      q  = 


dz 


appliquer  à  l'exemple  suivant  : 

iy -^  ^)p -^  {^ -^  ^)q  =  x-^y, 

Nancy. 

Mécanique.  —  Une  aire  matérielle  plane,  de  masse  M,  repose 
sur  un  plan  horizontal  H  et  peut  tourner  dans  ce  plan  autour  d'un 
de  ses  points  O  supposé  Gxe.  En  un  point  A  de  Taire  est  attaché 
un  fil  flexible,  sans  masse,  qui  passe  par  une  petite  ouverture  pra- 
tiquée en  B,  dans  le  plan  H,  à  une  distance  OB  du  point  O  égale 
à  la  distance  0A  =  a  du  point  A.  Ce  fil  ABC,  de  longueur  con- 
stante /,  porte  à  son  autre  extrémité  C  un  point  pesant  d-e  masse 
m.  Le  système  étant  au  repos  et  dans  sa  position  d'équilibre  stable, 
on  applique  à  Taire  une  percussion  connue  comprise  dans  le  plan  H. 

1°  Calculer  la  vitesse  angulaire  due  à  la  percussion,  ainsi  que 
la  vitesse  linéaire  du  point  C. 

2**  Étudier  le  mouvement  ultérieur  du  système. 

On  désignera  par  k  le  rayon  de  gyration  de  Taire  relatif  au  point 
O,  par  [JL  le  moment  de  la  percussion  donnée  par  rapport  à  ce  point 
O,  et  Ton  supposera  l>  ia. 


Analyse,  —  1**  Définition  des  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 
Démontrer  l'équation  diff<érentielle  de  leur  projection  sur  le  plan 
des  x^  y\  trouver  les  lignes  asympto tiques  d'un  conoïde  droit 
(c'est-à-dire  dans  lequel  la  droite  directrice  est  normale  au  plan 
directeur); 

2**  Démontrer  qu'une  fonction  d'une  variable  imaginaire,  finie, 
continue  et  monodrome  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre,  est  développable  suivant  la  série  de  Maclaurin 
à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
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Poitiers. 

Mécanique,  —  Une  b«irre  pesante  homogène  AB  est  suspendue 
dans  une  position  horizontale  par  deux  fils,  sans  masse,  verticaux 
et  de  même  longueur  AC,  BD.  On  demande  : 

i"  D'indiquer  la  nature  du  mouvement  de  cette  barre  lorsqu'elle 
se  déplace  de  manière  à  rester  horizontale,  son  centre  de  gravité 
étant  toujours  sur  la  même  verticale  et  les  fils  de  suspension  tou- 
jours tendus.  Relation  entre  les  vitesses  des  mouvements  com- 
posants; 

a"  De  calculer  la  grandeur  du  couple  à  axe  vertical  capable  de 
maintenir  la  barre  dans  une  position  d'équilibre  pour  laquelle  sa 
direction  fait  un  angle  9  avec  la  position  qu'elle  prend  sous  la  seule 
action  de  la  pesanteur;  valeur  particulière  de  ce  couple  lorsque  la 
longueur  de  la  barre  est  négligeable  vis-à-vis  de  la  longueur  du 
fil: 

3"  D'étudier  les  petites  oscillations  du  système  lorsqu'on  l'écarté 
très  peu  de  sa  position  d'équilibre  autour  de  la  verticale  du  centre 
de  gravité  et  qu'on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur. 

On  donne  le  poids  li/?  de  la  barre,  sa  longueur  a  a  et  la  longueur 
/  des  fils  de  suspension. 

Analyse,  —  Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

fi^y        ff*y        r/y 

—. — 7 1 — -. y  z=  le-^ —  I  ros.r. 

fix'^        aj'^        cijr 

Rennes. 

Mécanique.  —  Existe-t-il  une  surface  de  révolution  à  axe  ve^ 
tical,  telle  qu'un  point  pesant,  rcîtenu  sur  elle,  y  décrirait,  dans  des 
conditions  initiales  convenables,  une  trajectoire  coupant  sous  un 
même  angle  donné  tous  les  méridiens  de  cette  surface?  Quel  sera  le 
mouvement  de  ce  point? 

Analyse.  —  Les  équations  d'une  droite  menée  par  le  point  qui 
a  pour  coordonnées  rectangulaires  x,  )',  z  étant 

X  —  X  _Y  —  /_    Z  —  z 

x^-^y^  ~~      xy       '  C5?r,  V) 
on  propose  : 
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De  trouver  qiitsile  doit  être  la  forme  la  [ilus  générale  de  la 
fonction  ■■f{x.r),  pour  que  celte  droite  soit  normale  ù  une  surface 
loiis  le»  points  de  cette  surface; 

i"  De  déterminer  la   fonction  arbitraire  (]ui  figure  dans  cette 
expression  de  manière  que  la  surface  Z=^  !p(.r,_>-)  soit  circon- 
i  te  i  la  sphère  x"  -*-  y'  -{-  z'=R^; 

i"  De  former,  dans  ce  cas  particulier,  IV^qualion  de  h  sirrfacc 
à  laquelle  la  droite  considérée  est  normale. 

Toulonae. 

A/i^cariit/ne.  —  L'espace  compris  entre  deiixsurfiices  spliériqiies 
concentriques  est  rempli  par  un  milieu  dont  la  densité,  en  chaque 
loinl,  est  une  fonction  donnée  de  la  distance  au  centre. 

Former  les  équations  du  mouvement  d'un  point  mobile  situé 
Uns  ce  milieu  et  attiré  par  toutes  les  particules  qui  le  composent, 
j'attraction  est  supposée  en  raison  inverse  dn  carré  de  la  distance. 

Traiter  en  particulier  le  cas  où  la  densité  du  milieu  est  con- 
itanlc. 

Analyse,  —  L'équation  d'une  surlare  rapportée  ù  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox,  O,;,  Os  est  Z  =;  a(Q)(p — *)i  p 
et  0  désignant  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  sur  le  plan  xOy.  On  demande  :  i"  de 
former  l'équation  dilTérentielle  en  coordonnées  polaires  des  pro- 
jections sur  le  plan  xOv  des  courbes  situées  sur  la  surface  qui 
coupent  ortbogonalement  toutes  les  sections  de  cette  surface  par  des 
plaus  passant  par  l'axe  O  j  et  d'intégrer  cette  équation;  a"  d'éva- 
lacr  le  volume  compris  entre  les  trois  plans  de  coordonnées  et  la 
portion  de  surface  située  dans  le  Irièdrc  Ox>'2,  en  supposant  que 

0(0)  =  — ros'I. 


LE  CLASSEMENT  DES  HATHÉHATIQnES,  D'APRÈS  GEHINITS; 
1\h  m.   Pjui.  TWNF.HV. 

I.  L^i  question  dn  classement  des  Mathématiques  dans  l'anti- 
quité peut,  au  premier  abord,  paraîlre  étrangère  à  l'histoire  de  la 
Oéométrie  proprement  dite;  elle  s'y  rattache  cepeiidaut  par  des 
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liens  élroils,  car  (1*110  c(Hé  la  forme  de  démonstration  géométrique 
étant  la  seule  connue  des  anciens  pour  la  Science,  ils  Tout  em- 
ployée dans  toutes  les  branches  ;  d'autre  part,  leurs  écrits  sur  les 
applications  renfermaient  souvent  des  théorèmes  ou  des  problèmes 
purement  théoriques,  dont  plusieurs  nous  sont  parvenus  seule- 
ment par  cette  voie. 

L'historien  de  la  Géométrie  grecque  a  donc  à  préciser,  en  faisant 
abstraction  de  la  forme  des  Ouvrages  mathématiques,  ce  qui  était 
considéré  comme  Géométrie,  ce  qui  au  contraire  étaitregardé comme 
appartenante  une  autre  branche  de  la  Science,  II  a  aussi  à  dresser 
le  bilan  des  Ouvrages  conservés  ou  perdus,  qui,  quoique  étrangers 
à  la  Géométrie  au  sens  restreint  du  mot,  intéressent  son  histoire, 
considérée  au  sens  général.  Il  doit  donc  aborder  cette  question  du 
classement  des  Mathématiques  dans  l'antiquité,  et,  eu  égard  à  Fim- 
portance  qu'elle  présente  par  elle-même,  il  sera  facilement  entraîné 
à  la  traiter  dans  toute  son  extension. 

Je  donne  ci-après  la  traduction  de  l'extrait  de  Geminus  inséré 
par  Froclus  sur  celte  question  dans  la  première  partie  du  prologue 
du  Commentaire  sur  Euclide.  J'en  rapprocherai  ensuite  les  frag- 
ments relatifs  au  même  sujet,  qui  se  rencontrent  dans  les  Variœ 
collectiones  de  IVdition  de  Héron  par  Hultsch,  et  je  présenterai 
quelques  observations  sur  les  conclusions  à  tirer  de  ces  rappro- 
chements. 

Extrait  de  Geminus 
{Proclus,  p.    38,1-^2,8). 

*(  Tel  est  le  discours  des  Pythagoriciens  et  leur  distinction  des 
(|uulre  sciences.  Un  autre  mode  de  division  de  la  Mathématique 
a  été  adopté  par  d'autres,  par  exemple  Geminus;  ils  considèrent, 
d'une  pari,  colle  qui  concerne  seulement  les  choses  intelligibles;  de 
l'autre,  colle  qui  concerne  les  choses  sensibles.  Les  choses  intelli- 
gibles sont  d'ailleurs  pour  eux  les  objets  de  contemplation  que 
Tâmo  évoillo  on  elle-même,  en  s'élevant  au-dessus  des  espèces 
malôriollos.  La  Mathématique  qui  traite  des  choses  intelligibles 
comprend,  d'aulre  part,  d'après  eux,  deux  parties  qui  sont  pre- 
mières et  principales,  rArilhmélique  et  la  Géométrie;  pour  les 
choses  sensibles,  il  v  a  six  parties,  la  Mécanique,  l'Astrologie, 
rOptiquo,  la  Géodésie,  la  Canonique,  la  Logistique. 

>»   Quant    à    la    Tactique,   ils  ne   pensent    pas   qu'on  doive  la 


J 
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,  comme  lormanL  une  partie  de 
la  Maillé  ma  liq  lie  ;  seiilemenl  elle  se  sert  lanlûl  de  la  Logistique, 
;  pour  le  dénombrement  des  troupes  (  '),  lantùt  di;  la  Géo- 
désie, comme  pour  les  divisions  et  mesures  des  surfaces.  Mais  de 
même  cl  a  /oritori,  ni  l'Histoire,  ni  la  Médecine  ne  sont  des 
branches  de  la  Mathématique,  quoique  les  histoiiens  emploient 
nl'des  théorèmes  malliématiqiies,  alors  qu'ils  parlent  de  la 
HÏtuation  des  climats  ou  qu'ils  calculent  ta  grandeur  des  villes,  leur 
diamètre  ou  leur  enceinte  (^),  quoique  les  médecins  éclaircissent 
aussi  par  des  moyens  semblables  les  questions  qui  sont  de  leur 
ressort.  L'utilité  de  l'Astrologie  en  médecine  est  assea  évidente 
chez  HippncfHte,  et  cWez  tous  ceux  qui  ont  parlé  des  saisons  et  des 
;,€ontrée3.  De  mcmc  donc,  le  tacticien  se  sert  des  théorèmes  de 
/Mathématiques,  mais  n'est  pas  un  mathématicien  pour  ranger  ses 
troupes  en  eerele  ( '),  s'il  veut  faire  paraître  leur  nombre  aussi 
petit  que  possible,  ou  bien  pour  les  disposer  autrement  aûn  de  les 
iâîre  paraître  plus  nombreuses,  que  ce  soit  en  ean-é,  en  pentagone 
suivant  quelque  autre  polygone. 

>  Telles  sont  les  différentes  branches  de  l'ensemble  de  la  Mathé- 
matique. La  Géométrie  se  divise  à  son  tour  en  théorie  du  plan  et 
D  Stéréométrie  :  car  elle  ne  peut  avoir  une  partie  qui  traite  en 
particulier  des  points  et  des  lignes,  en  tant  qu'on  ne  peut  former 
avec  ces  éléments  quelque  figure  qui  ne  soit  ou  plane  ou  solide. 
Or,  ea  général,  l'œuvre  de  la  Géométrie  consiste  à  construire  des 
figures  planes  et  solides,  ou  bien  à  comparer  ou  à  diviser  les  figures 
construites. 

I  L'Arithmétique  se  divise  de  même  en  théorie  des  nombres 
linéaires,  théorie  des  nombres  plans,  et  théorie  des  nombres 
Bolides;  elle  considère  en  elTcl  les  espèces  du  nombre  en  elles- 
némes  dans  leur  progression  à  partir  de  l'uniti'!,  la  génération  des 
lombres  semblables  cl  dissemblables  ('),  et  les  augmentations 
iiivant  la  troisième  dimension. 

(■)  t.  i6.—  3e  lis  Xbxoiv  au  lieu  de  lôroiv. 

(■)  L.  33-i3,  sai  Siequcpouf  )|  ii(pi|iî;pQU(  Ml  i  lupprîmer  comme  une  Mcondc 

çoB,  an  lieu  de  xai  Sii|i(i{iovt  |  iRpi^)iO-j(. 

(■)  Prmive  que  la   théorie  dei  isop^ri mitres  éUil  bien  eonnae  dès  longtemps 

(•)  Dea  ejirré*  ei  de»  hétëromèquei  =  n{a  +  i).  Voir  ikinhWeiar.  surNiromaqur 
iS,(f).  Ce  rapprochement  permet  de  eonsid^rer  Geminusrnmme  unedea  toure» 
l(ilt»#eï  pur  liimblitiue. 
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,^       I^  Géodésie  et  la   Logistique  sont  analogues  aux  braDches 

,^^:r^d^nles  :  seulement,   au   Heu   de  traiter  des  nombres  ou  des 

^€»5  intelligibles,  elles  s^occupent  des  sensibles;  car  l'œuvre  de 

,^^i^odésie  ne  consiste  pas  à  mesurer  le  cône  ou  le  cviiodrc,  mais 

_      ^.  -^    les  monceaux  comme  cônes  ou  les  puits  comme  cylindres  ;  les 

^^-^m^^^  qu'elle  emploie  ne  sont  pas   intelligibles,  mais  sensibles, 

^    «rn  élant  d'ailleurs,  par  rapport  aux  intelligibles,  desrepréseD- 

s  lantôt  plus  exactes,   comme  les  ravons  du  soleil,  tantôt 


^-     «grossières,  comme  des  cordeaux  ou  des  règles. 
t*  1>*  même  le  logisticien  ne  considère  pas  les  propriétés  des 


s  en  eux-mêmes,  mais  sur  les  choses  sensibles,  d'où  vient 


_    <lWcial:  ainsi  un  homme,  par  rapport  à  une  multitude,  sera 
5?^  ^  lui  une  mesure  et  comme  est  l'unité. 

1**^  \   leur  tour  l'Optique  et  la  Canonique  dérivent  de  la  Géo- 

j^»    et  de  r.Vrithmétique.  La   première  emploie  les  lignes  de 

livisions  sont  : 

erreurs  dues  à  la 

exemple  de  la 

des  carrés  en 

IX  réflexions  sur 

*^^  *      ^lii'v^i'^  de  tvnite  sorte,  et  à  Tétude  compliquée  des  images;  la 

'^'^    .^f  .»i:'**'/*^'7"*''   comme   on   l'appelle,   qui   montre  à  faire  des 

i-onf  'istances  et  dlffé- 

proporlion  et 


pports  expériraen- 


^vbjois  sensibles  et  matériels;  sous  elle  se  rangent  :  Vorgano- 
/N<^*»    r^^^"'  '**  construction    des   engins  propres  à  la  guerre, 
'**         .».'  i  ou\  qu'inventa,  dit-on,  Archimède  pour  défendre  Syracuse 

^i  ,  .».  X  ^t-rvsàut  .»  nu^urrr  ï<'>  longueur*  des  cordeîi  df  la  Ivre. 


Mgée 


lhauniul'}pœt<fue  (conslruclioii  d'artiticcs  mci'veil- 


n),  soit  qu'elle  em[iloii?  îiigénieusfmenlJcs  mouvements  de  l'air-, 
imaicdans  les  Traités  de  Clésibios  et  de  Héron,  soil(]iraii  moyen 
e  poids  (dont  le  mouvement  pst  dû  au  dt^faut  (tVquilJbre,  et 
nimûbdîlé  h  l'équilibre,  .suivant  les  distinctions  du  Timée),  ou 
icore  (tai-  des  (ils  ou  fibres,  elle  imite  les  mouvements  et  les 
étions  des  vires  animés, 
u  La  Mécanique  com|)rend  eneote  l.i  connaissance  de  l'équilibre 
I  général,  et  de  ce  qu'on  appelle  les  centres  de  gravité;  la  sp/iê- 
>pée  qui  Jmilc  les  révolutions  célesles,  que,  par  exemple,  Arcbî- 
Dèdea  traitée;  en  un  mot,  toute  la  cinétique  de  b  matière, 
v  EnIJn  l'Astrologie  s'occupe  des  mouvements  du  monde,  des 
■andeurs  cl  des  formes  des  corps  célesles,  de  leur  éclairement 
t  de  leurs  dislances  â  la  Terre,  ainsi  que  de  toutes  les  questions 


einblables; 


:  emprunte  beaucoup 


'espérience   de? 


'autre  part,  a  beaucoup  de  rapport  avec  la  Tlu-orie  physique.  Elle 
comme  parties:  \aGnomonique,  qui  s'occupe  delà  détermination 
B  l'beure  au  moyen  des  gnomons;  la  Alétéoroscapifiue,  qui  re- 
lierche  les  dilTérentes  bauleurs  et  distances  des  astres  et  enseigne 
lotnbre  d'autres  théorèmes  variés  d'Astrologie;  la  Dioplrique, 
{ui,  au  moyen  d'instrumenls  propres,  enseigne  les  positions  du 
>oleil,  de  la  Lnne  et  des  différents  astres  ('). 

Voilà    ce  que  j'ai    emprunté  aux  écrits   des  anciens  sur  les 
tranches  de  la  Mathémulique  (').    » 

•t.  Une  seule  objection  peul  être  l'aile  contre  l'altribulion  à 
jeminus  des  renseignements  fournis  par  l'extrait  qui  précède  (^). 
La  dernière  phrase  de  Proclus  jiarle  de  plusieurs  écrits  où  il  aurait 
;  on  peut,  il  est  vrai,   v  comprendre  ceu\  qui  exposaient  la 


!éril«ble  Icfon.  Vèpaque 
mx  une  planèlc,  ce  ijui  rei 
{•)Vold  la  eitalion  uniq 
eru  t  la  Méiuniquc  : 

irclûRKtdc  d(!  Syranise;  il 
fkoMt  les  lions  variés  de  •> 
lloei  le  mathéniaLiricn  di 
1>)  Il  esi  ■ 


(!  (■ii-ii-clirc  ijro;(«;.  corrigp  en  âuifé^  f|iii  iloit  cire  la 
tait,  a  [irojiremcnt  parkr.  k  lirii  du  ifidiafjue  ncnipé 
nnC  A  lu  langilitde  aitronomiqtie. 
c  de  Grmïnus  par  Happils  (loit)),  dlBlion  qui  se  rtip- 

connus,  dil-nn.  dans  leur  cause  et  dans  leur  raisoD.  par 
'itl  le  seul  liomme«nnnu  qui  nil  su  appliquer  i,  toutes 

nature  et  de  son  génie  d'invention,  comme  le  dit  Ge- 
is  siin  Livre  Sur  le  t^tauemenl  dea  Mathématiques,  v 

renianjner  quelques  phrases  r.nmme  eelles  où  Platon 


■ni   Hrr  («ideinnirii 


\    Prrjf 


T.!    1 


!»  M 
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e  connaître  eL  le  comiireiidre  parmi  veux  qui  suivaient  la  classi- 
Bcatton  de  Geminiis.  Il  y  a  doar.  prohabililé  suflisanlc  que  ce 
dernier  est  bien  la  source  unique  de  l'E^i^lrail  que  je  viens  de  tra- 
duire. 

à.  J'arrive  maintenanl  aux  autres  fragments  des  Vortœ  col- 
iffCtiones  {b  —  la)  qui  ont  été  attribués  à  Geminus;  ils  concer- 
ad^fmilion  de  la  Géométrie;  —  (^  la  nolion  du  con- 
linu;  —  7,  les  trois  dimensions  des  corps;  — 8,  le  but  de  la 
Géométrie  ;  —  9,  la  Logistique  ;  —  10,  sa  matière  ;  —  1 1 .  la  Géo- 


11  est  évident  à  première  vue  que  celle  série  semble  l'aire  suite 
fragments  d'Anatolius,  et  il  ai  à  noter  que  le  rragnicnt  S 
iappose  comme  antérieur  un  fragment  analogue  au  86  (  '  ). 

Pour  examiner  si  cette  apparence  n'est  pas  illusoire,  il  faut  con- 

{icl^rer  comment  est  constituée  cette  compilation  des  Vatiœ  col- 

\iones.  Elle  suit  dans  les  manuscrits  le  Traité  des  Définitions 

'métriques  du  pseudo-Héron  ("),  commence  par  un  fragment 

—  1)  qui  dérive  des  Méirïfues  de  Héron,  —  énumération  des 

es  qui  y  ttaient  traitées,  —  continue  (3,  4)  par  les  postulats 

les  axiomes  d'Euclide.  Après  la  série  attribuée  à  Geminus,  vîen- 

UDt  deux  fragments  (i3  — 14)  sur  l'Optique,  qui  seretrouvenldans 

petit  Traité  deDamianos(T?û'HXia5iùpau),  et  que  Hultsch  a  regardés 

imme  ûrés  des  Calopfriq lies àe  Héron;  suit  un  court  abrégé  (i5) 

!  la  Notice  historique  de  Proclus  sur  la  Géométrie,  puis(i()  —  78), 

désordre  complet,  de  tri^s  nombreux  fragments  du  Com- 

lentaire  de  Proclus  sur  Euclide  (prologue  et  partie  relative  aux 

ffinitions  et  axiomes);  après  ces  fragments  mêlés  de  quelques  rares 

ilercalalions  d'origine  inconnue  (''),  on  rencontre  la  série  pro- 

mjiflt  d'Anatolius,  enlin,  terminant  le  tout,  la  Notice  historique 


*ï  Je  reviendrai  sur  rorigine  dt  «Itc  rompiUlion  parlieuliirf. 
•)  tt.  S.  "  Le  but  de  la  Géométrie  est  analogue  i  telui  Je  rArïlIinii^tiqup.  «j 
1|bK  qu'elle  clieritlie  à  eomprendre  re  qui  arrivp  à  l'e-sem-e  nun  pas  discrète, 
[  cooLinue.  :■ 

■  Le  but  que  poursuit  l'Arithmétique  m  principalement  la  enntem  plat  ion 

!  (il  n'y  ■  pas  de  but  plus  grand  ni  plus  beaui.aeccssuircnienl  lu  com- 

ititt  d'ensemble  de  Inul  re  qui  arrive  a  l'esseore  discrète  n. 

I  Les  plus  importantes  de  ee«  intercalattons,  qui  concernent  les  dilinitiuns 

i  X  des  Étf.ment$.  peuvent  provenir  de  la  partie  perdue  du  eommen- 

(dePriTlus. 


sur  l'Astronomie,  exlraile  |>ar  Théon  de  Smvrne  de  l'Ouvrage  du 
|)latonicien  Derc>llidas. 

Il  semble  bien,  d'après  ce  résumé,  que  le  compilateur  a  pu  n'u- 
tiliser en  lait  qu'Anatolius  et  Proclus,  prenant  d'abord  du  pre- 
mier ce  qui  lui  paraissait  intéresser  la  Géométrie,  passant  au 
second,  puis  reprenant  dans  le  premier  la  ])artie  antérieure  qu'il 
avait  sautée;  de  même,  en  l'aisant  ses  extrails  de  Proclus,  il  est 
souvent  revenu  sur  ses  pas. 

Geminus  a  certainement  dû  traiter  des  mêmes  matières  que  les  .** 
fragmenls  5  —  i/\;  mais  Anatolius  est  dans  le  même  cas  (*  ),  et  s'il 
a  utilisé  Geminus,  cela  sufïit  pour  expliquer  les  ressemblances  de 
ces  fragments  avec  l'extrait  de  Proclus. 

Contre  l'attribution  à  Geminus,  on  peut  faire  observer  : 

1°  Que  ce  dernier  ne  semble  point  avoir  cherché,  pour  définir 
les  différentes  sciences,  des  formules  bien  précises,  comme  celles 
des  fragments  en  question  ;  du  moins  on  ne  retrouve  rien  de  sem- 
blable dans  Proclus,  et  ces  définitions  n'ont  aucun  caractère  qui 
indique  la  main  de  Geminus  ('); 

2"  Que  le  fragment  6,  sur  le  continu,  n'a  guère  de  rapport  avec 
le  passage  où  Proclus  (p.  278,  12-26)  cite  nommément  Geminus 
sur  la  même  question  ; 

3'*  Que  le  début  du  fragment  3  (qui  porte  d'ailleurs  la  men- 
tion Ivioi  oaciv,  quel(jues-nns  disent)  semble  bien  indigne  de 
Geminus  (^). 


(»)  II  avait  laissé,  dit  Eiisrbc  (Vil,  3i»,  20)  des  Introductions  arithmétiqut^s  on 
dix  Livres  et  d'autres  preuves  de  sa  science,  très  nombreuses  (VII,  Sa,  i3};  l'Ou- 
vrage dont  nous  avons  ici  des  extraits  <loit  avoir  été  composé  en  dehors  du  Trailé 
arithmétique;  en  tous  cas,  après  avoir  énuméré  les  parties  de  la  science  (  fr.  82), 
il  devait  parler  de  chacune  d'elles:  il  annonce  même  de  plus  amples  détails. 

(*)  Je  me  contente  de  traduire  celle  de  la  Géométrie  (fr.  j  —  scholie  sur  le  Char- 
midCy  p.  5i2,  5j).  «  La  Géométrie  est  la  science  tlieorètù/ue  des  grandeurs  et  des 
ligures,  ainsi  que  des  surfaces  et  lignes  qui  les  délerminenl  et  les  limitent,  et  avec 
leurs  accidents  (îriOYi)  et  manières  d'être  (  (t-/£(T£i;  ),  les  propriétés  de  leurs  fornicj 
réalisées  et  les  natures  des  mouvements  qui  les  engendrent.  On  désigne  sous  le 
nom  d'accident  ce  qui  cf>ncerne  les  divisions;  sous  celui  de  manières  d'être  Us 
rapports  des  grandeurs  entre  elles  et  les  situations,  soit  que  nous  les  considérions 
en  elles-mêmes,  soit  que  nous  les  comparions  réciproquement.  » 

(')  «  Quelques-uns  disent  que  les  principes  de  la  Géométrie  sont  les  dimensions 
du  corps  mathématitpir.  •> 


Mf:i.AN)iK 


al«i 


|P«  crois  au  contraire  que  le  f'raginenl  sur  l'Ojitiqut-,  ijuelle  i(ue 
V  éliv  lu  part  des  Catopttitjut's  de  H^run,  u  passé  par  l'iii- 
tnédiaire  de  ûcminns,  uuquel  Anstoliiis  a  pu  l'cmpriinler  plus 
moins  fidèlement.  An  moins  j'v  retrouve,  dans  la  dîslinclion  entre 
fjrpolh(;se  mathématique  elles  explications  physiques  relatives 
X  phénomènes  de  la  vision,  le  môme  ordre  d'idrcs  que  dans  le 
ignient  de  \'E.rêgèse  dfs  météorologiques  de  Posùionius,  que 
nplicius  nous  a  conserva.  D'autre  part,  l'opinion  que  l'arc-en- 

I  est  dil  à  une  simple  réHeKion  parait  avoir  été  propre  à  Posî- 
nins  et  à  Geminns. 

Quant  aux  deux  Notices  historiques,  il  est  possible  qu'elle* 
mnenl  aussi  toutes  deux  d'Analolius  qui  les  auriiil  empruntées 
ne  à  Geniinus,  l'autre  à  Théon  de  Snivrne. 

5.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  vais  maintenant  ahorder  la  comparaison, 
l'extrait  de  Geminus  fait  par  Proclus,  des  Iragineuts  que  je 
psidèrr  comme  apparleiiant  à  Anatolius. 

II  est  clair  que,  dans  la  première  énumératiou  des  branches  de  la 
appliquée,  Pruclus  n'a  passuivi  Tordre  logique.  Anatolius 

une  le  suivant,  qui  concorde  mieux  avec  l'ensemble  de  rexlrail  : 
viatique,  Géodésie,  Optique,  Canonique,  Mécanique,  Astro- 
mie,  et  remarque,  ce  qui  paraii  bien  d'accord  avec  les  idées  de 
minus,  que  la  IjOgistique  et  la  Canonique  ont  plus  de  rapport 
ec  l'Arithmétique,  la  Géodésie  cl  l'Optique  avec  la  Géométrie, 
I  Mécanique  el  l'Astrologie  en  ont  également  avec  les  deux 
es  pures. 
Anatolius,  avec  la  Tactique,  exclut  d'autre  part  Tarchitecto- 
,  la  musique  vulfjaire,  ce  qui  concerne  les  phases,  enfin   ce 


il  appelle 


I  ftrjyatiKm,  i 


c'esl-â-dire  la  Mécanique  appliquée. 
Sur  les  deux  derniers  points,  il  parait  en  désaccord  avec  Gemintis, 

qui  concerne  les  phases  désigne  évidemment  les  p^édiclion^ 
étéorologiques  liées  aux  levers  el  couchers  apparents  des  étoiles, 

mme  dans  le  petit  Traité  de  Ftolémée  :  oâ<su:  ânXavÙJv.  puisque  les 
édictions  de  ces  levers  el  couchers  sont  certainement  afTaire  de 
ilhémaliques.  Il  v  a  donc  là.  semble-t-il,  négation  d'une  possi- 
lîlé  de  prédire  le  temps  d'après  un  système  auquel  Geminus 
oyait  dans  une  certaine  mesure,  el  sur  lequel  il  s'est  longuement 
|>liqut^  dans  son  Introduction  aux  phénomènes.  Quant  à  la 
Bull,  lit*  Srirnctf  matlirm..  ■>•  itt\r.  i.  I\.  (Oflnbr«  i8S5.)  tçi 
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Mécanique  praliquOf  Anatoliiis  paraît  on  contradiction  aussi  bien 
avec  l'extrait  de  Gerainus  qu'avec  le  Liv.  VIII  de  Pappus. 

En  tout  cas,  la  classification  de  Geminus,  malgré  son  caractère 
plus  empirique  que  rationnel,  est  plus  satisfaisante  que  rincom- 
plète  division  des  Pythagoriciens.  Elle  s'en  distingue  d'ailleurs  non 
moins  par  l'adjonction  de  quatre  branches  non  reconnues  dans 
cette  division,  Logistique,  Géodésie,  Optique,  Mécanique,  que 
par  le  changement  de  nom  de  deux  des  sciences  qui  y  figuraient; 
la  Musique  est  réduite  à  la  Canonique,  c'est-à-dire  à  sa  partie  pu- 
rement mathématique;  à  la  Sphérique  se  substitue  TAstrologie, 
c'est-à-dire  que  la  théorie  de  la  sphère  est  conçue  comme  devant 
être  constituée  indépendamment  de  ses  applications  aux  mouve- 
ments célestes,  comme  devant  former  une  partie  intégrante  de  la 
Géométrie.  A  la  vérité,  cette  conception  n'a  pas  été  réalisée  dans 
l'antiquité,  mais  elle  n'en  est  que  |)lus  remarquable. 

6.  Arrêtons-nous  aux  branches  étrangères  à  la  Géométrie,  et 
considérons  quels  travaux  pouvaient  les  représenter  aux  veux  de 
Geminus. 

Pour  l'Arithmétique,  et  sous  ce  mot,  on  doit  entendre  simple- 
ment, au  sens  ancien,  l'ensemble  des  propositions  préliminaires  à 
ce  que  nous  appelons  la  théorie  des  nombres,  on  ne  peut  peuser 
qu'aux  Livres  Vil  à  IX  des  Kléments  d'Euclide.  Si  d'ailleurs  on  v 
joint  le  petit  et  médiocre  opuscule  de  Diophante  Sur  les  nombres 
polygones,  lequel  s'est  substitué  à  un  travail  perdu  d'Hypsiclès 
sur  le  même  sujet,  c'est  tout  ce  qui  nous  reste  de  l'Arithmétique 
scientifique  des  anciens,  dont  l'enseignement  était  exactement  mo- 
delé sur  celui  de  la  Géométrie.  Des  Introductions,  analogues  a 
celles  de  Nicomaquc,  existaient  peut-être  déjà,  mais  doivent  être 
écartées  ici. 

Comme  type  de  la  Canonique,  nous  avons  également  un  Traité 
d'Euclide,  la  division  du  canon  (  xaTotTojxi?)  xavdvoç),  conçu  de  même 
suivant  le  modèle  géométrique  ;  ce  Traité  ne  donne  qu'une  forme 
spéciale  de  la  gamme,  n)ais  il  n'est  complété  pour  les  autres  par 
aucun  des  Ouvrages  musicaux  assez  nombreux  que  l'antiquité  nous 
a  laissés  et  qui  s'écartent  tous  plus  ou  moins  de  la  forme  eucli- 
dienne. 

Pour  la  Logistique,  au  contraire,  nous  n'avons  rien  que  des  noms 
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incertains  et  le  mode  de  son  enseignement  nous  est  absolument 
inconnu.  Si  Ton  devait  le  considérer  aussi  comme  donné  confor- 
mément au  type  géométrique,  on  pourrait  citer  l'opuscule  d'A- 
pollonius analysé  dans  le  Livre  II  de  Pappus,  et  qui  posait  des 
règles  pour  la  multiplication  des  grands  nombres;  mais,  quoique 
le  mot  de  logistique  ait  été  repris  au  xiv**  siècle  par  le  moine 
Barlaam  comme  titre  d'un  Traité  conçu  suivant  la  même  forme 
euclidienne,  il  est  bien  plutôt  probable  que  chez  les  anciens  la 
Logistique  s'enseignait  comme  la  Géodésie,  c'est-à-dire  sans  dé- 
monstrations, sur  des  comptes  et  des  problèmes  numériques. 

Le  fait  n'est  pas  douteux  pour  la  Géodésie,  puisque  l'ensemble 
de  la  collection  héronienne  reproduit  évidemment  comme  forme 
un  type  consacré,  dont  le  premier  modèle  doit  être  cherché  dans 
le  papyrus  mathématique  égyptien  traduit  par  Eisenlohr.  Or  ce 
papyrus  est  bien  plus  une  Logistique  qu'une  Géodésie;  d'autre  part, 
la  collection  héronienne  renferme  un  certain  nombre  de  questions 
qui  appartiennent  proprement  à  la  Logistique  et  qui  n'en  sont 
pas  moins  traitées  sur  le  même  type  que  les  autres  (  '  )! 

7.  Le  seul  renseignement  un  peu  précis  sur  le  contenu  d'une 
Logistique  ancienne  doit  être  cherché  dans  un  scolie  sur  le  Char- 
mide  de  Platon  (p.  5i?.,  Sa)  qui  reproduit  avec  une  importante 
addition  le  fr.  9  des  Varice  collectioncs  et  doit  donc  être  regardé 
comme  provenant  de  la  même  source,  c'est-à-dire  d'Anatolius.  Je 
donne  la  traduction  de  ce  scolie  avec  celle  d'un  autre  fragment 
d'Anatolius  sur  la  Logistique. 


(')  Oo  pcul  notamment  citer  : 

i*   Les   méthodes   attribuées   à    Pythagore  et  à  Platon  pour  la  forniatiou  des 
triangles  rectangles  en  nombre  {Héron,  p.  jG-ô-;  )  : 

/l'H-    I  1     ==  ( — ; — |>       si  w est  impair  (Méthode  de  Pythagore). 

/l'-h    (  -  )  —  I     =  M  -  I  -h  I     >  si  n  est  pair      (Méthode  de  Platon). 

2*  Le  problème  de  la  citerne  alimentée  par  deux  tuyaux  (p.  ig'i  ). 

3*  Les  problèmes  d'Analyse  indéterminée  78  et  79  du  Liber  geeponicitx  (p.  218- 
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Sur  la  Ia)  gis  tique. 

(V.  C.  9  —  Scolic  sur  le  Charniide).  —  La  Logistique  est  la 
ihéorie  qui  traite  des  dénombrables  et  non  des  nombres  ;  elle  ne 
considère  pas  ce  qui  est  réellement  le  nombre,  mais  sup- 
pose ce  qui  est  un  comme  unité  et  ce  qui  est  dénombrable 
comme  nombre  (ainsi  3  pour  la  triade,  lo  pour  la  décade),  et  y 
ramène  les  théorèmes  de  TArithmétique.  Elle  examine  doDC 
d'une  part  ce  qu'Archimède  a  appelé  le  problème  des  bœufs^  de 
l'autre  les  nombres  mélites  et  phialites,  les  uns  sur  des  fioles,  les 
autres  sur  des  troupeaux  (M;  de  même  pour  les  autres  espèces  de 
corps  sensibles,  elle  considère  les  quotités  et  prononce  comme 
pour  des  objets  absolus  (TiXeia). 

(Scolie  sur  le  Charmidc),  —  a  Elle  a  comme  matière  tous  les 
dénombrables;  comme  parties  les  méthodes  dîtes  helléniques tl 
égyptiennes  ^o\\v\esmu\ù[A\çdi\\ons  et  les  divisions,  ainsi  que  les 
additions  et  décompositions  des  fractions,  ce  par  quoi  elle  re- 
cherche les  secrets  des  problèmes  qu'offre  sa  matière  en  ce  qui  con- 
cerne les  triangles  et  les  polygones.  Elle  a  pour  but  ce  qui  est  utile 
dans  les  relations  de  la  vie  et  dans  les  affaires,  quoiqu'elle  semble 
prononcer  sur  les  objets  sensibles  comme  s'ils  étaient   absolus.  » 

(\'.  C.  lo).  Quelle  est  la  matière  de  la  Li^gistique? 

<c  C'est,  a-t-on  déjà  dit,  lous  les  (Innombrables.  Gomme  il  peul  v 
avoir  dans  cette  matière  un  minimum,  analogue  à  l'unité  derArilh- 
métique,  elle  se  sert  de  l'un  conjnie  minimum  des  objets  homogènes 
sous  une  même  pluralité.  Ainsi  elle  pose  un  homme  comme  indi- 
visible dans  une  pluralité  d'hommes,  mais  non  pas  absolument: 
une  drachme  comme  indivisible  dans  une  pluralité  de  drachmes, 
tandis  qu'elle  se  divise  en  tant  que  monnaie.  » 

8.  Je  n'insiste  pas  sur  les  rapports  entre  ces  fragments  et  le 
passage  correspondant  de  l'extrait  de  Gcminus  par  Proclus  ;  il  est 


(,  '  j  F.c  mot  (ir;).ov  signifie  soit  pomme,  comme  mouton;  mais  les  problèino  ont 
<lù  philôl  porter  en  principe  sur  des  pommes.  Dans  les  LoLs  VU  (819.  b-c),  Pla 
ton  conseille.  (J'api:ès  l'exempie  des  Égyptiens,  l'emploi   effectif  de  pomme>  et  <!' 
fioles  pour  exerrci-  le^  «'nfanl*;  à  n''son<lre  des  prohlrme**  nnmcriqnes. 


us  une  ceriaïue  niesiiii-; 
exactemciil  jusqu'à  quel 


-MÈLANGKS. 
^videnl  qu'Anatolius  a  nuivi  Geniinus  d 
malKeureuïeiiietil  on  ne  peut  d<!leruitni.'i 
|>ainl  il  a  pu  s'en  écarler  i  '  ). 

Je  relève  avant  lout  la  distinction  entre  les  aiéltiodes  égyp- 
tiennes et  helli'rniqubS  pour  la  multiplicalion  et  la  division;  avant  le 
travail  d'Eisenlohr  sur  le  papyrus  mathématique  égyptien,  on  se 
serait  en  vain  dcmandi^  en  quoi  consistait  cette  distinction.  Au- 
jourd'hui on  peut  conjecturer  que  les  mélliodes  égvptiennes  ne 
sont  autres  que  celtes  du  papyrus,  c'est-à-dire  pour  la  miiltipli- 
CHtion,  la  duplication  successive  avec  sommalinn,  pour  lu  division 
un  procédé  tout  aussi  grossièrement  élémentaire. 

La  méthode  licUénique  doit  être  au  contraire  celle  de  la  multi- 
plication ligure  par  figure  ('),  d'après  une  table  des  produits  ap- 
prise par  eceur,  avec  le  procédé  inverse  pour  la  division.  Si  celle 
conjecture  est  exacte,  il  v  a  là  une  preuve  sérieuse  que  les  Grecs 
avaient,  pour  les  calculs,  des  aptitudes  aussi  grandes  que  pour  la 
Géométrie,  car  leur  invention,  si  simple  qu'elle  soit,  n'en  consti- 

e  pas  moins  un  progrés  immense. 

Les  a  additions  nu  décompositions  de  fractions  »  se  rapportent 
évidemment  au  calcul  des  suites  de  quantièmes,  que  les  Grecs 
ivaienl  empruntées  aux  Égyptiens  pour  représenter  les  fractions, 
1  qu'ils  ont  conservées  jusqu'au  xiv"  siècle,  à  côté  du  mode  di; 
représentation  moderne,  lequel  constitue  également  une  invention 
grecque. 

Après  ces  quelques  mots  .sur  les  parties  essentiellesel  primitives 
de  la  Logistique,  le  fragment  du  scolie  passe  aussilAt  à  la  dési- 
.[{nation  du  genre  des  problèmes  les  plus  complexes  qu'elle  aboi-- 
dait.  Dans  tes  problèmes  sur  les  triangles  et  les  polygones  ("), 
ne  pouvons  méconnaître  la  matière  des  questions  de  Dio- 
pfaante  sur  l'analyse  indéterminée  ;  l'existence  de  Livres  antérieurs 


tai  problême  de»  ùikh/»  d'Arcliimède. 

('f  Tnuternis,  en  roDimcnçaiil  par  les  ordres  les  plus  clcvés;  le  système  iiiïcrsr, 

k  nâlrc,  u'nlTrail  pas,  nvec  la  numération  écrite  des  Grecs,  d'avantagM  décUils. 

(*J  Qui  compreosenl  le*  earris,  pcut-Hre  omis  par  inadvcnance  du  copisle.  Lm 

■ianglcs  doivent  di^signer,  au  resle,  mm  îeuTemenilesnomhreilrian^ic»  =  — !-^^ , 
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Hii  prre  prélmdu  de  TAIgèbre  et  Irallanl  des  mêmes  sujets  esl 
donc  bien  (îonslîiUîc;  car  le  fragment  est  évidemment  d'une  date 
anltTieurc  aux  Arithmétiques^  quoique  Diophante  ait  pu  être 
ronleinporain  d'Analolius. 

Dans  le  mt^me  ordre  de  questions  rentre  évidemment  aussi  le 
prohlrmr  des  bœufs  d'Archimcde  indiqué  plus  haut  comme  l'in- 
franchissable  limite  des  efforts  du  logisliclen.  Quant  à  la  lacune 
«|ue  sembU»  oifrir  le  fragment  pour  ce  qui  concerne  les  problèmes 
du  premier  et  du  second  degré,  elle  se  trouve  comblée  par  Tindi- 
rationdes  nombres  mélites  cl  phialites. 

5K  Vvoo  ces  faibles  indices,  nous  pouvons  peut-être  apprécier 
un  pou  mieux  quel  fut  le  réel  degré  d'originalité  de  Diophante. 

Tout  d'abonl  il  a  intitulé  son  Ouvrage  'ApiOu.y)Ttxat,  alors  que  la 
maliort^  ou  avait  ôlô  jusqu'à  lui  considérée  comme  appartenante 
lu  Logistique.  (.*.oUo  innovation  est  plus  qu'une  simple  aflaire  de 
mots;  ollo  iv\î*lo  lo  sentiment  très  juste  que  la  matière  dont  il 
s'«iglt  upparliont  à  la  science  abstraite  et  primordiale  et  non  pas  à 
Muo  soiouoo  appliquée  et  concrète,  que  cette  matière  doit  au  moins 
olr\*  plaooo  sur  lo  morne  niveau  que  celle  qui  formait  le  sujet  des 
s^HVuUlions  do  Nioomaque  et  de  ses  imitateurs. 

Kilo  auuouoo  un  changement  dans  la  forme  et  dans  la  méthode; 
ou  ollVu  lo<  uv^mbros  do  Diophante,  sauf  une  seule  exception  (*), 
xonl  xib^tr,ul<:  axant  lui.  d'aprî»s  les  indications  du  fragment,  ils 
olaiout  *^M^orx*tN,  Lo>  onv>no^*>  étaient  donc,  au  moins  en  général, 
xoux  t\Miuo  d'ht^loriollos  -,  comme  on  rencontre  déjà  dans  le 
papM\i'i  uïAlKomaîiquo  cgxplion,  comme  le  seront  plus  tard  les 
V  MvMu*v'>  hindou <.  ot  aussi  tant  d'autres  chez  les  Arabes  et  les  ma- 
Uu'ti»aîîc:v'îx^  vi,i  ïUv>\cu  àco;  les  noms  des  inconnues  { méliteSy 
ce;  •  ;.   X,     :*/v     '.»:.'>      leur  ôlaionl    assignés    sous    forme   con- 

D  .ivilîv*  iMt:.  D.oi^ruuîo  a  sans  doute,  autant  qu'il  lui  était  pos- 
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ie,  réagi  contre  l'Iiabituiic  des  logUlicit-ns  de  donnci-  Jc«  solu- 

lons    sans   dùmonstra lions.   Quoique  trop  soiivcul  celles  qu'il 

ipose  ne  soient  pas  siiffisamnienl  expliqiit'es,  la  inarohc  analv- 

iie  qu'il  suit  esL  en  gênéciil  «atialuisanle,  et  léellcmenl  scieiili- 

que. 

A  la  vérité,  on  ne  peuL  «lire  que  ces  innovations  <luiis  la  Ibrmc 
llii  niéthuJe  lui  soient  tlnes;  il  ne  se  les  altriliue  nullement,  elles 
:slent  doncdes  inventions  anouvmes  et  déjà  pc.ul-éli-e  anciennes 
son  temps.  Mais,  à  moins  de  supposer  qu'Analolius  ait  copié 
lenitnus  aussi  servilenieiiL  que  l'a  l'ail  Proclus,  ce  qui,  pour  ma 
u't,  me  parait  assez  invraisemblable,  il  faut  bien  admettre  que 
incicnne  forme  d'énoncés  prédominait  toujours  de  son  lemps, 
imme  aussi  le  sysliime  d'exposer  les  solutions  sans  explication, 
sltme  qui,  che)'.  les  Égyptiens,  les  Hindous,  les  Arabes  et  au 
lOyen  âge,  a  généralement  accompagné  les  énoncés  sous  forme 
ncrèie, 

Diophante  a  donc  trouvé  devant  lui,  comme  matériaux,  de  nom- 
reux  problèmes  et  même  des  plus  complexes  ;  mais,  comme  forme 
comme  tnéiliode,  il  n'avait  que  de  rai-es  précédents;  ce  qui 
;plique  asseï  bien  et  le  succès  de  son  Ouvrage,  et  la  disparition 
peu  prés  complète  des  traces  de  travaux  antérieurs  analogues. 
J'ajoute  que  jusqu'à  la  lin  de  l'empire  byzantin  (  '),  quoiqu'on  ne 
îsculâl  pas  le  Litre  à' ArUhmêti(jucs  adopté  par  Diophante,  on  a 
mjours  fait  entre  la  matière  qu'il  traitait  et  celle  de  l'Arithmé- 
une  distinction  profonde,  revenant  dans  une  cer- 
celle  que  Geminus  établissait  entre  cette  science  et 
logistique.  On  n'a  jamais  reconnu  le  lien  intime  que  la  théorie 
es  nombres  devait  établir  entre  les  deux  sujets. 

Ainsi,  dans  un  fragment  inédit  d'un  commentaire  anonyme  sur 
ijcomaque,  l'auteur  qui  a  commencé  par  copier  Anatolius  pour  la 
édnition  de  l'Arithmétique,  pour  sa  matière  et  ses  divisions,  qui, 
ir  suite,  nous  répète  un  dernier  écho  de  Geminus,  continue 
onime  suit  ; 

Le   nombre   est  de  deux  sortes,  soit    mesurant,  soit  mesuré 


I   "Alf,  Ar-.   b  BibhoIIié.|.i(; 


tque  ihéorlqut 
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(ajnsi  lo  mesures,  si  cVst  lo  unités;  il  est  mesuré  si  c'est,  par 
exemple,  dix  pièces  de  bois  ou  dix  feux);  le  but  du  présent Trailc 
(Nicomaque)  est  de  discourir  sur  le  nombre  mesurant  ;  quant  au 
mesuré,  Diophante  Tétudiedans  les  treize  Livres  de  son  Arithmé- 
tique (*).  » 

Ainsi  il  n'avait  servi  de  rien  à  Diophante  de  ne  traiter  que  des 
nombres  abstraits;  ils  valaient  toujours  chez  lui  comme  concreU; 
la  distinction  traditionnelle  entre  l'Arithmétique  et  la  Logistique 
subsistait  encore,  alors  même  que  le  profond  abîme  qui  les  sépa- 
rait à  I  orit^ine  se  trouvait  désormais  comblé  de  fait. 


l'>  Manuscrit  ^J72  de  U  Bibliothèque  Nationale,  fol.  55.  —  Tôv  yà?  |«TpoO|Uvoir 
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"ISCIIEK  (().).  —  KoNPORMK  Abbildung  spiurjsciier  Dreieckc  auk  kinan- 
DKR  MiTTKLST  Algebraisciier  Funktionkn.  Inaiigural-Dissoi'taLion.  ïn-î**, 
76  p.  Leipzig,  i883. 

On  sait  que  M.  Schwarz  [Journal  de  C relie,  t.  70)  a  établi 
:îgoureusemenl  la  possibilité  de  Y  Abbildung  d'un  cercle  ou  d'un 
jemi-plan  sur  un  polvgone  quelconque  limité  par  des  arcs  de 
sarcle.  Dans  le  cas  ])articulier  d'un  triang;le,  d'angles  Att,  jjltt,  V7t, 
le  problème  dépend  de  l'intégration  de  Téquation  différentielle  du 
troisième  ordre,  qui  admet  pour  intégrale  générale  le  quotient  de 
deux  brandies  linéairement  indépendantes  do  la  fonction  générale 

P  ( ^;  ^;  ^;  Z)  de  Riemann,  où  a'  -  a  =  À,  .3' -  |5  :^  jji,  y'  -  y  =  v. 

D'autre  part,  nous  connaissons,  d'après  un  Mémoire  postérieur  du 
même  géomètre  (»/o«r^rt/r/e  Crelle,  t.  75),  tous  les  cas  où  cette 
intégrale  est  algébrique;  par  une  projection  stéréographique  con- 
venable, le  Iriangle  correspondant  se  transforme  en  un  triangle 
sphérique  dont  les  cotés  sont  situés  dans  trois  plans  de  symétrie 
d'une  double  pyramide  ou  d'un  polyèdre  régulier.  Le  rapproche- 
ment de  ces  deux  résultats  montre  clairement  que  l'application 
conforme  d'un  triangle  s|)liérique  de  cette  nature  sur  un  demi- 
plan  pourra  toujours  être  eirecluée  [)ar  Tintermédiaire  d'une  fonc- 
tion algébri(|ue.  C'est  l'étude  de  ce  problème  qui  constitue  l'objet 
du  travail  de  M.  Fischer;  il  se  borne  d'ailleurs  au  cas  le  plus  inté- 
ressant et  aussi  le  plus  difficile,  celui  où  les  trois  c(Més  du  triangle 
appartiennent  à  trois  plans  de  symétrie  d'un  icosaèdre. 

Outre  les  travaux  déjà  cités,  il  convient  de  rappeler  un  résultat 
important  du  à  M.  Klein,  et  cpii  sert  de  point  de  dé|)art  aux 
recherches  de  M.  Fischer.  «  Soient/,  H,T  les  trois  formes  homo- 
gènes en  xîi,  Z2j  qui  constituent  des  invariants  par  rapport  aux 
soixante  substitutions  du  groupe  de  Ticosaèdre,  etcpii  sont  respec- 
livement  de  degré  la,  20,  3o.  Ces  trois  formes,  égalées  à  zéro, 
représentent,  comme  on  sait,  les  sommets  de  Ticosaèdre,  du  dodé- 
caèdre et  du  triakontaèdre,  et  elles  donnent  lieu  à  l'identité 

Bull,  lies  Sciences  nidfhvni.,  'i'  sévu%  t.  I\.  (  N<>\eiiil>rc  iSS.).)  j^y 
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SCllUMANN  (Ad.)-  —  Die  Steinkrsciien  Kiœisreiiien  uxd  iiire  Bezieiiuxg 
zuM  Pon<:eletsciien  Schliesslngstiieorem.  Wisscnschaflliche  B^ilage  ziim 
Programm  <les  Askanischeii  Gyinnasiuins.  Berlin,  i883.  In-4°,  28  pages. 

On  connaît  ces  deux  théorèmes  :  «  Si  deux  circonférences  sont 
telles  que  l'on  puisse  inscrire  dans  Tune  un  poly*^one  qui  soit  cir- 
conscrit à  l'autre,  il  y  a  une  infinité  d'autres  polygones  qui  jouis- 
sent de  la  même  propriété  (Potncelkt).  Si  deux  circonférences  sont 
telles  que  Ton  puisse  décrire  une  série  finie  de  c(*rcles  dont  chacun 
touche  les  deux  circonférences  données,  et  en  même  temps  les 
deux  cercles  voisins  de  la  série,  il  v  a  une  infinité  d'autres  séries 
iCjui  jouissent  de  la  même  propriété  (Steixer).   » 

Dans  la  première  Parlie  de  son  travail,  M.  Schumann  reproduit 
fa  démonstration  qu'on  tire  aisément,  [)Our  le  théorème  de  Steiner, 
de  la  transformation  au  moyen  de  rayons  vecteurs  réciproques,  en 
changeant  les  deux  cercles  donnés  en  deux  circonf('*ronces  concen- 
iriques.  Retrouvée   par  les.  élèves  de  Steiner,  cette  manière  d'a- 
border le  prohlème  aélé  publiée  presque  entièrement  dans  Geiskr, 
Viftleilung   in   die  svnllielisclie  Géométrie.  Leipzig,  Teubner, 
Srtg.    La    deuxième   Partie    remplace  les  deux   cercles   par  deux 
o lions  coniques,  le  faisceau  de  cercles  de  Steiner  par  le  faisceau 
sections  coniques,  passant  par  deux  points  d'intersection  des 
■^i^es  et  touchant  chacune  d'elles.   Le  procédé  analytique  qui 
^      ^    résoudre   la  question    n'exige   que    l'emploi   des  fonctions 
'o  iYiétriques  et  montre    d'avance   l'enchaînement  de  ces  con- 
**<^iis  dont  on  a  besoin  dans  le  cas  plus  général. 

^^t.mr  représenter  convenablement  un  fais(!eaude  sections  coni- 
'^  -»  la  troisième  section  développe  une  nouvelle  méthode  analy- 
*  ^  qui  ramène  la  question  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
l'auteur  démontre,  dans  la  quatrième  Partie,  son  théorème 
qui  réunit  les  deux  propositions  de  Poncelctet  de  Steiner. 
'^•x  sections  coniques  S  et  S|  déterminent  deux  faisceaux  de 
^>  lis  ronicpies  qui  passent  par  deux  points  d'intersection  de  S 
^^t  qui  touchent  encore  chacune  de  ces  sections  coniques  don- 
*  -Arrangeons  les  éléments  d'un  tel  faisceau  dans  une  série,  en 
'^^vant  (|ue  deux  membres  consécutifs  soient  liés  à  se  couper 
^  ■"le  section  conique  (^.  qui  passe,  elle  aussi,  par  les  mêmes  deux 


•ji8ji 


PREMltRE  PARTIE. 


poiiilN  (i*inierscclioii  de  S  et  S|.  Alors,  s*il  arrive  une  fois  que  la 
série  îles  sections  coniques  se  ferme  avec  n  membres  après  c  cir- 
cuits, ce  cas  se  présentera  toujours,  quel  que  soit  l'élément  initial 
de  la  série.  »» 

Le  mérite  de  cette  pn^position  générale  consiste  en  ce  quVUe 
embrasse  tout  à  la  fois  les  théorèmes  de  Poncelel  et  de  Steiner; 
sa  démonstration  fait  découvrir  les  relations  métriques  d^où  dépend 
là  p«>ssibilité  de  la  question.  L'auteur  finit  par  démontrer  les  con- 
dîlioQs  spéciales  qui  font  naître  les  deux,  théorèmes  de  Poncelel  et 
de  Slein^T.  et  par  indiquer  quelques  transformations  de  Géométrie 
synthétique  qui  réiuiissenl  tous  ces  théorèmes.  E.  L. 


IL'LLia   ftii3Lkao  .  —  r 


Glcicho'g  an*"  Grades,  dercç 

=  5   Km   NoUi%LENPROBLEll    DER   ElLIPSE  1>D 

%Tio5.  Berlin,  1884.  In^*,  36  |>ages. 


•  V  tn^itl  j  3*'ar  ■^bjet  1"»^ t»Je  de  Téquation 

^^ ;  =  !  '  I  =  1.2,  ...I»), 


— •'•it"^   r  'ur   I  r^ 


f ,:  I  -  Çi ^t  de>i;znenl  des  constantes  quelcon- 

:><  I\rquation  devenue  célèbre  parles 
-*..i,i-'t*^    iH  J*'4*'Mini.-<aa.    J.'irn fil  fur  Math,   de  Borchardt^ 
"A.*     --ir  avilit*   ir*^  T»:  m:.»'-**  J  un  ellipsoïde  qu'on  peut  mener 

tJ  ".  *♦«»  .''*!» -*v^♦^  -•f>  -*^*â-*r^hes  sur  la  réalité  des  racines 
,  ntc  «itiat-fii  ti:iTOr*trw  à  o>rtlkients  variables,  M.  L.  Kro- 
i^^'v  •■  i  t  jc*:»jn»-**  --uiîii  >  prtacipe  qu'on  peut  remplacer  l'élode 
.t^  I  kt\*:^'»»>  i**  TNîini  itkc  /■f'UBien  de  la  forme  et  des  singula- 
.^  a  .ir*«  11-  rii  r'rT*f>c».Mi»J  au  discriminant  de  TéquatioD. 
-  -.  n.'i.' •?- <f»-.».i^^^^ -.j-i^i/'.  Voir  Berliner  MonaU- 
^'^^.  •>!  -•  :  p>  117»  sur  la  séparation  des  diflé- 
.t  -■■•  xr**".i  :  *  \  u  que  celte  séparation  est  le 
-<  •!  :•  i.ji:>six£  «ne  sérié  de  fonctions  de  Sturni. 
'<«i>^*r»'*~i'-«.tt  qui  sr^ranlit  la  pleine  intelligence 
«...H  -1»    rail:--  >^  ûmnes  diversement  variées  que 


• .» 


-*w     1" 


-  .  •  ♦ 
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prcscnicnl  les  fondions  de  Sturm.  »  En  même  temps  M.  Kronecker 
donne  un  exemple  de  celle  manière  de  procéder  en  disculnnt  l'é- 
quation générale  du  quatrième  degré. 

M.  Mùller  réussit  à  lier  les  conditions  d'inégalité  qui  décident 
sur  la  réalité  des  racines,  aux  différentes  nappes  d'une  variété 
d'ordre  6 (/i  —  i)  qui  correspond  (pour  /î  =  3)  à  la  surface  des 
centres  de  courbure  de  rdlipsoïde.  Cette  possibilité  repose  sur 
l'application  de  l'analogue  des  coordonnées  elliptiques  ortho- 
gonales et  sur  la  théorie  de  la  courbure  d'une  variété  /i"^'®,  la- 
quelle a  été  donnée,  elle  aussi,  par  M.  Kronecker (Berlîner  Monals- 
bericht,  août  18(39)  et  attachée  à  la  théorie  de  sa  caractéristique 
de  systèmes  de  fonctions  {ibid.,  mars  i86(j).  E.  L. 


MELANGES. 

SUR  L'ÉPOQUE  OU  VIVAIT  GEMINUS; 
I»AR  M.  l'ALL  TANNEliY. 

I.  b\  Uldiîs  (Dissertai io  de  Geniino  et  Posidonio,  Kiel,  i883) 
a  récemment  émis,  sur  l'époque  où  vivait  Geminus,  une  opinion 
qui,  si  elle  était  vraie,  pourrait  changer  singulièrement  les  conclu- 
sions à  tirer  des  fragments  conservés  par  Proclus;qui,  en  tout 
cas,  ne  permettrait  plus  de  dater  au  moins  de  l'ère  chrétienne  le 
commencement  de  la  décadence  des  études  géométriques. 

D'après  F.  Blass,  V Introduction  aux  Phénomènes  (  EJcrayo^Y^  eî; 
T^t  saivoocva)  de  Geminus  ne  serait  qu'un  extrait  de  l'Ouvrage  de 
Posidonius  Ilepi  jisxstoptDv  ;  les  données  que  renferme  V  Introduction  y 
et  qui  semblent  permettre  d'en  déterminer  la  date,  ne  seraient  va- 
lables que  pour  le  Traité  originaire. 

Le  litre  primitif  de  Y  Introduction  aurait  d'ailleurs  été:  rgjxivou 
2x  Twv  lIoieiowvtGu  M£T£0)po).o^ixwv  i\r['^r[':\^  xwv  oatvouiévojv. 

D'a[)rès  l'opinion  actuelle,  on  ne  pourrait  regarder  Geminus  que 
comme  un  simple  plagiaire,  car  il  donne  exactement  les  mêmes 
preuve»,  etc.,  que  Posidonius,  ce  que  nous  pouvons  contrôler  par 
(^léomède,  (jui  certainement  utilisait  les  écrits  du  philosophe  d  A- 


•iHi  IMIKMIIIUK  PÂKTli:. 

ptiMi'M*.  (  >ii  i\v  |H*ul  sii|)|)i)«T  ([irun  élève  de  ce  dernier  ail  commis 
un  Irl  plagiat,  alt)rs  (|uo  son  niaîlre  vivait  encore. 

l'.nlin  lo  nom  la(in  tlt'  (leniinus  prouverait  qu^on  ne  peut  le 
pLurr  dans  la  proniiriv  moitié  tlu  siècle  avant  Tère  chrétienne. 
r\nitot\nN  il  a  ni'hmi  avant  VIovandre  dWphrodisias  ((in  du 
II*  HhVlo  apivs  J.-C..  K  qui  Va  cité. 

'i.  Il  t'M  t'acilo  do  rt*oonnailn»  que  ces  arguments  sont  inconsis- 
t,utt>'.  I  o  srui  xt'rttablontont  s^K^cioux  est  le  dernier*  d'autant  que 
l\*«  no  ^viU  c««'r\*  '"vïuU'uir  IVvplication  donnée  jusqu'à  présent 
^Hu:»  vv  Unuu.  iiîvvuito établi' au- ni  romjiin.  porté  par  un  auteur  grec 

X  l\;Nvj.io  ï.'f-«^  ;-ii':o  :  «Vvcuitias  nVst  pas  un  nom  de  s^ens  qui  ait 

■•         I  - 

l    \  I   .1  if  Vf'.'.,  '.'tu-:  ^  -:   r».  ii-i  i<<^z  .-bscur:  ce  nom  indique- 

•  .     ,-fi-   r.   :  !'•    .:•.*•'  j  .:.  ;.•  i  :  -tl-*  ciC"'*en  rfimaîn.  alors  qu'il 

.v-.      .^^  •.    .•.i"'»'   t      ■    ^••* '.   ::•  'iT  ;  !•?  -a  ci.ftCÎ'>aaIicé  hellèoe  ne 

>.  x>^   ^M»    -        '"  «:  !•  •     ••!    :•   ;:- '  • ..  Tini-fat  j'jr*-l-il  pu  ac- 

,  ,.  .  •      «      ■-  .     :•  -    ÎI.4    I»-  *   Vi  ^-  -fa  Tj:*.-  n*  as  n'jvons  pas 

»v  ^  .  '     '     • '•^  «.  .-*     •      «■  '  '•  •"'•         T*  'i^  -rd:   •;i:I   «îYÎste.  avec 

.  .^    •   >.  1.^»      •    ■-     ■•    '^        •   *»  'i-'  •■  -i*^'  .:rizî^-'t  StnloQ. qui.lui 

,,x>*.  -v  i-      *  !  ^.  ->      i  '    M      I    ti  .■-  -«-^^      ti«'.- r-MiH-i:  ^rif^:.  au  moins 

■■    .     ^     .^  -  1    -  r ■■    M-       a   :•?•::  c-irtiilemenl 

.     ^   -  :..    ■    :•-       Sr-  '{ ,  '^in.  que 

^        ^  -*  :         r-      :r      -i  i»^.  c-.'it«!ilque 

.  i-        -^   i:!»-   -rr^'ir  f-îs Grecs 

.  '.— -       •mm-     -t-it.-Liin:  aiec 

^   ^  ■*-...    ^       ii^i>  1  t  «  tx"-?  lie  cette 

..!-   *.    .111     iii.   »>r  U  fête 

.  ^  -  --  -  ;       tni'U'-*,  :•!  s-|:i'*  oest 

^    ^  ,    ^    •     .'..'■-•*    i*ii":r:s  taioie. 


^      ï    -      •:       -       I  :-    :»^  r«a* 
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B'ftM  pAs  attssï  bicD  (liSlerminé,  nmis  on  [leul  regarder  la  daie 
ttonnée  par  Boeckli  (aS  décemUre  de  l'année  julienne  prolep- 
ti()UB)  comme  exacle  à  uti  un  deu\  jours  près.  SuivanL  le  Jour  de 
Ba  fête  d'Uis  que  l'on  voudra  l'aire  coïncider  avec  la  date  de  Hoeckh. 
I  trouvera  une  des  seize  années  de  85  à  ~o  avant  J.-G,  ('). 
1  conséquence,  on  indique  d'ordinaire  les  quatre!  dernières 
l'Bnnées  de  cet  intervalle  comme  correspondant  à  l'époque  de  la  ré- 
Ifflaction  de  V Introduction  aux  phénomènes. 

Mars  cette  conclusion  suppose  une  précision  qui  n'existe  pas  en 
l.t^a]tLé  dans  la  pensée  de  Geminus.  Si  on  lit  attentivement  tout  le 
nong  passage,  d'ailleurs  Ir^s  clair,  oii  il  explique  comment  se  dé- 
tolaccnt  les  dates  de  l'année  vague  par  rapport  au  solstice,  on  re- 
I  que  le  chifTre  de  if.o  n'est  nullement  donné  par  lui 
n'apri^s  un  témoignage  chronologique,  qu'il  est  au  contraire  conclu 
pc  ce  que,  au  moment  où  il  écrit,  il  y  a  un  intervalle  d'un  mois 
ntier  entre  les  fêtes  d'Isis  et  le  solstice  d'hiver,   et  qu'à  raison 


Ue  3o  jours  au  mois  et  de  4  :> 


s  pour  le  déplacement  d'un  jour, 
1  y   a  donc  au  moins  i  lo  ans  que  la  coïncidence  a  eu  lieu, 
Or,  qu'en  parlant  d'un  mois  entier  il  parle  en  nombres  ronds, 
■t  en  indiquant  un  minimum,  c'est  ce  qui  ressort  nettement  de  ce 
Equ'il  dit  ensuite  : 

\  Aprt'S  4  ans,  \\y  a  eu  une  ilîfférence  d'un  jour,  différence  in- 
lensible  pour  les  saisons  de  l'année;  après  ^n  ans,  la  différence 
I  élé  de  lo  jours,  ce  qui  n'est  pas  encore  sensible.  Mais  mainle- 
baot  qu'il  y  a  une  différence  d'un  mois  pour  i  ao  ans,  il  faut  un 
fcxcèa  d'ignorance  pour  conlinuer  â  regarder  la  fùle  égi,'ptienDe 
(d'Isis  comme  lombaat  au  solstice  d'Eudoxe.    » 

Ainsi  Geminus  s'en  rapporte  simplement  à  une  constatation 
Hkciie  pour  tous  ceux  qui  pouvaient  voircélébrer  la  fête  d'Isîs,  au 
lait  qu'il  y  avait  au  moins  un  mois  entierdecetleféteausolstice 
i'hiver;  la  difff'rence  en  plus  n'allait  sans  doute  pas  à  un  demi- 
ÎRois;  mais,  d'après  le  texte  même,  il  admet  implicitement  qu'elle 
gfouvail  être  de  lo  jours. 

Nous  devons  donc  conclure  qu'en  tout  cas  Geminus  écrivait  son 


(■)Si(;<r-..i 


<|ili;  je  crois  rf'aillf  urs  ilouleiii,  comme  je  If 
Itomtiins,  il  faudrait  pcul-élrs  augmeotïr  rir 
LE  la  Iftv  (l'li>>i  panll  avoir  dur^  cinq  juui's. 
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Introduction  après  70  avant  J.-C  ,  et  que  peut-être  il  ne  l'écrivait 
pas  avant  Tan  3o.  Dans  ce  dernier  cas,  si  TOuvrage  est  d'ailleurs 
de  sa  jeunesse,  ce  qui  n'a  rien  d'impossible,  il  aurait  à  peine  été 
plus  âgé  que  Strabon,  et  il  n'aurait  pas  été  en  fait  l'élève  de  Posi- 
donius. 

Ce  dernier  point  est  le  seul  qu'on  puisse,  ce  semble,  concéder  à 
F.  HIass.  Mais  les  raisons  qu'il  met  en  avant  pour  le  rendre  pro- 
bable n'en  sont  pas  pour  cela  meilleures,  ainsi  que  nous  allons  le 
voir. 

3.  Les  motifs  qu'on  a  eus  pour  mettre  Geminus  en  rapport  avec 
Posidonius  sont  fondés  sur  deux  conjectures  insufïisamment  as- 
surées, et  sur  un  fait  qui  n'est  nullement  péremptoire. 

Les  conjectures  étaient  relatives  à  l'époque  de  la  vie  de  Geminus, 
qui  coïncidait  avec  celle  où  Posidonius  professait  à  Rhodes,  et  au 
lieu  de  naissance  de  l'auteur  de  \^ Introduction  qu'on  plaçait  pré- 
cisément k  Rhodes,  uniquement  parce  que  ses  déterminations  as- 
tronomi(|ues  se  rapportent  en  thèse  générale  à  l'horizon  de  cette 
ville.  INIais  cela  signifie  seulement  qu'il  utilise  les  nombres  donnés 
par  Ilipparque. 

Le  fiiil  consiste  en  ce  que  Geminus  avait  écrit  une  Exégèse 
abrégée  des  Météorologiques  de  Posidonius.  A  tout  le  moins, 
Simplicius  (vi*  siècle  après  J.-C),  dans  son  Commentaire  sur  la 
P/nsit/ue  d\tristote  (cd,  Diels,  p.  'hji-'mj'a),  donne  un  longfrag- 
ment  de  (uMuinus  qu*il  emprunte  à  Alexandre  d'Aphrodisias  ('), 
ci  (jue  ce  dernier  avait  exlraitsx  ttJ;  èr.i-zoïxr^^  twv  IIoaEiâwviou  MstswpoÀo- 
Yixiov  i;r,YY,ai«»);,  litre  qui  donne  lieu  à  controverse. 

Le  sens  ijuej'ai  admis,  el  qui  me  paraît  le  plus  naturel,  suppose 
«|u  iTTiTou^;  correspond  à  un  adjectif  et  doit  par  suite  être  lu  sriTouiou. 
L*inlerprélation  ancienne  est  que  Geminus  aurait  fait  un  Abrégé 
iVuîx  Ouvrage  de  Posidonius,  intitulé  Exéi^èse  des  Météorolo- 
gif/ues.  Hocckh  a  montré  que  cette  interprétation  est  insoutenable, 
cl  il  a  admis  que  (leminus  avait  compost^  d'abord  une  Exégèse  des 
.}/rtt'i*rob^gi(/:.('s  île  Posiilonius,  puis  un  abrégé  de  cette  exégèse; 
dans  celle  hxpolhcsc,  il  conviendrait  d'introduire  dans  le  texte 
raiiich*  Tf.;  axant  tcÔv,  comme  la  indiqué  Diels.  Enlin  Blassaforgé, 
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'd'aprAs  ce  lesle,  le  titre  qu'il  [impose  comme  ajaiit  ûlé  remplacé 
par  cdui  li' Introduction  aux  P/uhiomènes  pour  l'Ouvrage  qui 
nous  resti;  de  GeniiDiis. 

Deux  points  doivent  i5trc.  en  tout  éiat  de  cause,  mis  hors  de 
doute  :  c'est  que,  d'une  [larl,  Geminus  avait,  dans  le  Tiuîté  elle  par 
Âimplîciiis,  l'ait  autre  cliose  qu'abréger  purement  el  simplement 
Posidouius,  que  d'un  autre  côté  il  s'y  occupait  de  Météorologie, 
au  sens  actuel  du  mot,  tandis  que  l'Ouvrage  qui  nous  reste  att 
Iraile  que  de  Cosmographie.  En  effet,  on  ne  peut  rapporter  qu'au 
premier  des  deux  écrits  une  citation  que  fait  Alexandre  d'A()hrodi- 
sias  dans  sou  Commentaire  sur  les  AFi-téoro logiques  rt^Aristote, 
(p.  Ii8)i  après  avoir  rapportÛ-  l'explication  de  l'arc-en-ciel  par 
Posidnnius,  il  donne  une  preuve  avancée  par  Geminus  el  /Elius  (') 
pour  montrer  que  ce  phénomène  est  une  simple  apparence  due  à 
une  réllexion  de  la  lumière. 

i.  Le  long  fragment  conservé  par  Slmplîcius  pourrait  l'aire  illu- 
sion sur  l'objet  de  l'Ouvrage  de  Geminus  auquel  il  a  été  emprunté; 
ce  fragment  Hgurerait  mieux  en  elTet,  ce  semble,  comme  préam- 
bule à  l'Introduction  aux  Phénomènes,  que  dans  un  Traité  de 
Mécéorologic.  Geminus  y  explique  quels  rôles  différents  jouent 
dans  l'étude  des  phénomènes  célestes  VAxtrologie  d'une  part,  la 
Pltysique  de  l'autre;  celte  distinction,  conforme  aux  principes 
d'Aristote,  revient  à  peu  près  à  celle  que  nous  établirions  entre 
l'Astronomte  d'observation  et  de  calcul  d'un  ciUé,  et  la  Mécanique 
céleste  de  l'autre  ;  ainsi  au  sens  ancien  les  lois  de  Kepler  appai^ 
tiendraient  à  {'Astrologie,  la  loi  de  Newlon  à  la  Physique.  Il  est 
k  penser  qu'après  ce  préambule  Geminus  arrivait  ît  distinguer 
l'objet  pro,pre  de  la  Météorologie,  el  à  remarquer  que  son  étude 
rentrait  dans  la  Physique. 

Celte  marche,  un  peu  singulière  à  nos  yeux,  s'explique  mieux 
si  l'on  observe  quM    prn|ireiu>>nl  parler,  chez  les    anciens,  lAiTÈtupB 


-i^Livai  laX  AiJioï,  (lui  peut  tire  rct  .-ICIitisî  Le  \e\le  i 
r<::  pciit-JtrR  iloaniijl'il  un  iccond  ni>in  porli!  par  Getninua,  imiani 
I.  Lu  prruve  wmlile  avoir  mal  M  compris*  par  Alexandre  d'Aphro- 
is.  d'après  lui.  aiimit  aflirim'  i|ii<-  l'arc-en-ciel  paraissait  iC  rappro- 
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désigne,  non  pas  \cs  météores  (plutôt  lASTapnia),  maïs  bien  les  corps 
célestes  (  '  ).  Mais  Aristote  avait  donné  au  terme  de  Me tr orologique 
un  sens  spécial,  que  Posidonius  a  pu  élargir  (par  exemple  en  y 
faisant  rentrer  la  ^Avûe physique  Aq  la  science  du  ciel),  qu'en  tout 
cas  il  n'a  pas  essayé  de  transformer  pour  le  mettre  en  rapport 
avec  Tusage  de  la  langue.  Ainsi  il  avait  écrit  deux  Ouvrages  bien 
distincts,  que  Diogcne  Laërce  cite,  Tun  sous  le  titre  Ilepi  acTCMpwv, 
relatif  aux  corps  célestes  (^),  Tautre  MsTeoipoXoYuij  aroi^sicoui;  (^Elé- 
ments de  Météorologie),  traitant  des  mêmes  sujets  que  l'Ouvrage 
d'Aristote  (').  C'est  sur  ce  second  écrit  de  Posidonius  que  Geminus 
a  dû  composer  le  travail  mentionné  par  Simplicius;  mais  il  est  bien 
difficile  de  croire  avec  Blass  que  cet  écrit  ait  traité  des  Phéno- 
mènes célestes  (*),  objet  de  V Introduction. 

Le  titre  supposé  par  Blass  pour  ce  dernier  Ouvrage,  d''E;iQYTici; 
Twv  çpaivojjLfivojv,  est  également  inadmissible;  car,  pour  les  Grecs  du 
temps,  il  aurait  signifié,  non  pas  Explication  des  Phénomènes 
célestes,  mais  bien  Commentaire  sur  un  Ouvrage  portant  le  titre 
de  Phénomènes  (^),  par  exemple  celui  d'Aratus. 

Au  contraire,  le  titre  actuel  est  tout  à  fait  conforme  aux  habi- 
tudes de  la  langue  grecque.  Lt^ Introduction  est  un  manuel  élémen- 
taire, destiné  aux  étudiants  dontrc'ducalion  libérale  doit  compren- 
dre au  moins  une  teinture  des  sciences,  utile  également  |)our  ceux 
qui  veulent  plus  lard  lesap|)r()r()ndir.  Des  écrits  de  ce  genre  ontjoué 
un  rôle  d'autant  [)lus  considérable  «jue  les  Ouvrages  proprement 
scienliiiques,  même  les  plus  élémentaires,  étaient  composés  sous 
la  forme  décousue  d'un  ensemble  de  théorèmes  détachés.  Ainsi, 


('  )  Comparez  le  litre  de  Cïéoinède  :  KyxXixy;  Ogwpîa  iiexewpwv  (  Théorie  eux ul aire 
des  corps  célestes). 

(')  DnH..  L.  II,  i.ij.  «  Dans  son  Livre  III  Sur  les  corps  célestes,  Posidonius  laisse 
subsister  la  surCaee  (^éoinélrique)  à  la  fois  pour  rintellif^ence  el  aussi  en  réalité 
(xaO' 07rô(rraoiv  )  ».  II,  \\\  :  «<  Le  Soleil  est  un  feu  pur,  eoinnie  dit  Posidonius  dans 
son  Livre  WII  Sur  les  corps  célestes  ».  Le  paradoxe  philosophique  renfermé  dans 
la  première  eitation  n"a  rien  d'étonnant  d'après  les  doetrines  sloïeiennes. 

(')  Dio(;.  L.  II,  i38  :  u  Le  monde  est  le  système  du  eiel  et  de  la  terre,  avec  les 
ol)jcls  naturels  (ju'ils  renferment  ».  II,   \'yj.  :  «  Kxplication  de  Tare-en-eiel  »». 

(•)  C'est  là  le  sens  constant  de  çaivôfJLeva,  proprement  :  l'ensemble  des  observa- 
lions  astronomiques. 

{'-)  Le  seul  Ouvrage  qui  nous  reste  d'Iïippanpie  s'appelle  précisément  ^ïzrApyo'j 
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pour  r\strnnnmie,  les  priiniiprs  Livres  à  t'iudier  étaictil,  au  temps 
de  (jûmîniis,  ccu\  d'Aiitoljcos  de  Pîlane,  les  petits  Traités  qui 
nous  restent  d'\rtstni'tiiie  de  Saiiius  et  d'H^psick^s,  les  Phéno- 
mènes d'Enclide,  l'ancienne  Sphériqiie  (  d'Eiidoxe  ?  )  dont 
F.  Hiiltsch  a  démontré  IVxisience  et  qu'ont  remplacée  plus  lard  les 
(■•crils  de  Tlipodose  deTnpolî  et  de  Ménélaos.  Il  étnitévidcmmentau 
moins  ntile,  pour  s'inléresser  à  cette  suite  abstraite  de  déductions 
isolées,  de  commencer  par  lire  préalablement  une  introditciinn 
comme  celle  de  Cieminus. 

Il  y  a  eu  chez  les  Grecs  des  Introductions  firilhmêtiijnes(?iica- 
maque),  fiarmoniqiiei  (I*s.  Euclide  =  Cléonide)  et  aussi  géomé- 
i/7y«e5(Nicomaque,  11,6,  1,  'Ev  tïÎ  ^iwstirpixîi  liffaYM^îj  )  ('),  pour  les 
trois  autres  branches  de  bi  Mathématique,  suivant  la  division 
pythagoricienne;  il  devait  j en  avoir  encore  mieux  pour  l'Astro- 
nomie, et,  d'aprtïs  le  sens  avéré  du  mol  Phénomènes,  le  tilre  de 
rOuvrage  de  Gemïnus  ne  doit  soulever  aucun  scrupule. 

.  J'arrive  maintenant  à  l'hypothèse  fondamentale  de  lilass,  que 
Gemïnus  aurait  copié  dans  Posidonïus  une  donnée  chronologique 
S80S  s'apercevoir  qu'il  fallait  la  modifier  d'après  l'intervalle  de 
temps  écoulé  depuis  lu  rédaction  de  cette  donnée. 

Pour  pouvoir  supposer  une  pareille  inadvertance,  il  faut  ad- 
mettre que  Geminus  était  un  simple  copiste,  et  même  un  copiste 
assez  ininlelligcnt.  S'il  s'agissait  de  Cléomède,  avec  lequel  Blass  le 
met  en  parallèle,  la  question  pourrait  peut-être  se  poser  sérieuse- 
ment. Pour  Geminus,  il  en  est  tout  autrement. 

I^  similitude  dt  son  Manuel  cosmographiqiie  avec  l'Ouvrage  de 
Cléoméde,  do  raomeol  où  cette  similitude  ne  va  pas  jusqu'à  des 
IdeJitîtés  de  rédaction,  ne  peut  aucunement  prouver  que  le  premier 
de  ces  Traités  aurai  télé  extrait  d'un  Ouvrage  de  Posidonius,  comme 
semble  l'avoir  été  au  moins  la  plus  grande  partie  du  second.  Le 
Jnuds  de  ce  que  i-eoferment  les  écrits  de  Geminus  et  de  Cléoméde 
est  en  cirel  bien  untérieur  à  Posidonius.  et  la  ressemblance  de  ces 
écrits  ne  dépasse  pas  d'autre  part  celle  que  présentent,  de  nos  jours, 
deux  Traités  élémentaires  de  Cosmographie.  Evidemment  aucun 
des  deux  auteurs  n'est  original;  mais  il  y  a  au   moins  cette   dilfé- 


i*)  Coiup,  « 


y  -rtoiiiMSûWwivuiv,  orl,  llull»'li,  p.  \\. 


390  PREMIÈRE  PARTIE. 

rencc  entre  eux  que  les  connaissances  de  seconde  main  qu'ils  pos> 
sèdent  sont  assez  mal  digérées  chez  l'un,  bien  coordonnées  et  élu- 
cidées cliez  l'autre.  Le  Traité  de  Gemiuus  n'est  certes  pas  parfait 
de  tous  points  ;  ce  n'en  est  pas  moins  un  des  meilleurs  écrits  de  l'an- 
tiquitéy  et  nulle  part  il  n'y  commet  une  faute  qui  puisse  le  faire 
croire  capable  de  tomber  dans  Terreur  supposée  par  Blass.  Les 
autres  fragments  que  Ton  a  de  lui,  dans  Proclus,  dans  Simplicius, 
dans  EutociuSy  nous  le  montrent  partout  comme  un  auteur  exact 
et  judicieux. 

Je  dirai  plus;  si,  dans  son  Introduction  aux  Phénomènes, 
Geminus  ne  cite  jamais  Posidonius,  il  ne  faut  nullement  en  con- 
clure qu'il  cherche  à  déguiser  un  plagiat,  mais  bien  plutôt  qu'il 
n'estimait  pas  assez  haut  les  travaux  cosmographiques  du  philo- 
sophe d'Apamée  pour  s'appuyer  sur  leur  autorité.  C'est  ainsi  que, 
pour  la  dimension  de  la  Terre,  il  s'en  tient  aux  évaluations  d'Era- 
tosthène  et  d'IIipparque,  et  ne  mentionne  pas  la  malheureuse  cor- 
rection de  Posidonius  ;  c'est  ainsi  encore  que,  pour  rapporter  l'opi- 
nion que  la  zone  torride  est  habitable,  il  va  la  rechercher  a  sa 
source,  dans  Polybe.  Quant  à  ce  qu'il  dit  de  la  fête  d'Isis,  il  lui 
suflirait  sans  aucun  doute  des  renseignements  que  lui  donnait  Era- 
tosthène  dans  son  Octaétéride^  à  laquelle  il  se  réfère  (*). 

Posidonius,  à  la  vérité,  a  eu,  de  son  temps,  une  très  grande  ré- 
putation; par  l'étendue  de  ses  connaissances,  par  la  variété  de 
ses  recherches,  il  a  cherché,  pourrait-on  dire,  à  être  l'Aristote  du 
stoïcisme.  Mais  la  postérité  a  su  faire  la  différence^  le  monument 
élevé  parle  Sta«:irile  subsiste  presque  entier;  de  Posidonius  il  ne 
nous  reste  guère  que  des  fragments  épars  dans  Strabon  et  dans 
CJéomède,  et  le  fait  est  que  ces  fragments  ne  lui  font  guère  hon- 
ni* ur. 

Le  plus  considérable  est  le  Chapitre  I  du  Livre  II  de  Cléonièdc, 
(|u'il  faut  lui  attribuer  à  peu  près  en  entier,  puis(|u'il  y  est  seul  cilr 
(au  début  \  et  que  le  style  et  la  façon  en  tranchent  assez  singu- 
lièrement avec  le  resti' de  l'OuNrage.  Il  s'agit  de  réfuter  le  paradoxe 
«ri\pi(Uire  que,  pour  les  dimensions  du  Soleil,  il  faut  s'en  tenir 
au  ténu>i:jnai:e  immédiat  de  nos  sens  ;  il  est  difiîcile  d'imai^iner  avec 


(^  '  ")   I!iMh»Htluiio.  .Kni".  I«H   «liv  «Iriini-n-s    .iihkO"»  «Ir*  «oii  \io.  ii   |ni  \oir  l<!  «^oUlin^ 

«rilIMM'    lomluM"  .tu   hlllp'^  y\v    Ll    I»  It"   il   l-l^ 


nelle  maladresse  le  stoïcien  se  tire  d'uoe  tâche  aussi  simple;  il 
tasse  les  arguments  sans  s'inqniétcr  de  leur  valeur,  les  expose 
le  lu  façon  la  plus  iliflnse  el  Lerinine  par  ties  injures  yiossii-rcs 
l'adresse  d'Iîpicurc  (  '). 

Qui  étudtei-n  sérteuseiucnl  celte  singulière  polémique  arrivera 
cette  ciinclnsiriu  (]uc  Posidoniiia  éliiil  peut-être  plus  susceptible 
lie  Geniinus  de  commettre  Terreur  supposée  par  F.  Dlass.  La 
lonjccture  formulée  par  ce  dernier  ne  i-eposo  donc  sur  aucun  fon- 
cment  st'-ricu\. 

6.  En  résumé,  on  doit  maintenir  an  i"  siècle  avant  l'ère  eliré- 
ienne  l'époque  de  la  vie  de  Gemîuus,  san»  qu'on  puisse  d'ailleurs, 

lur  la  composition  de  l 'Introduction  aux  Phénomènes,  préciser 
oc  date,  par  exemple  l'an  5o,  autrement  que  comme  une  moyenne 
nlre  les  possibilités  extrêmes. 

lous  avons  vu  qu'on  ignorait  aussi,  en  réalité,  si  Geminus  avait 

î  les  leçons  de  Posïdonius,  et  s'il  connaissait  Rhodes  autre- 

lent  que  par  les  Livres.  Où  vivait-il'.' on  l'ignore  de  même  ;  si,  dans 

DD  Introduction,  il  parle  deu\  fois  de    Rome,  et  notamment  y 

.dîque  la  durée  du  [ilus  long  jour,  on  ne  peut  en  conclure  qu'il  y 
vBÎt  fixe  sa  résidence;  contre  l'hypothèse  qui  l'y  forait  habiter, 
peut  remarquer  qu'il  ne  figure  pas  sur  la  liste  si  considérable 
e»  auteurs  utilisés  par  Pline,  et  que  ceux  qui  le  citent  ont  vécu  à 
.thëncs  ou  û  Alexandrie. 

Où  étail-il  né?Nous  ne  le  savons  pasdavanla^e;  rien  i.'empfcli'-, 

la  rigueur,  de  proposer  son  identilication  avec  un  Geminus  de 
jr,  auteur  de  trois  Livres  sur  l'interprétation  des  songes,  cités  par 
rtémidore,  écrivain  du  ii' siècle  après  J.-C.  (Il,  4y).  Les  stoïciens, 
dùuius  surtout,  avaientdéjâ  versé  dans  toutes  les  superstitions; 
leminus,  qui  admet  un  moins  les  principes  de  l'Astrologie  judi- 
liaire,  pouvait  bien  croire  aux  songes  ;  il  faut  se  rappeler  que  Pappus 
voir  Suidas)  avait,  lui  aussi,  écrit  sur  le  même  sujet  (^). 


(>}  Iji  reprutiurtioa  ilaris  Cli'Uii 

irte   qu'ù   l'époqup   nu    livail    ri' 

'mshI.  LPtroiiLic  a  Hune  l'i'rtaii 

chrjtjeanp.  (  f'oir,  un  n^*if,  ■] 

'  Hei  Seirnm  niathvmaliqitc 

(•)   (Jiunt   >iii\  ([iic'l.|iir*  x>a^n 
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de  ces  forces.  Cette  notion  se  relie  étroitement  à  la  notion  du 
])olvjîone  des  forces  et  du  polygone  funiculaire  de  Culmann, 
Rappelons  que,  si  Ton  considère  dans  un  plan  n  forces  P|,  Pj,  . . ., 
P«  en  équilibre,  le  polygone  des  forces  est  un  polygone  fermé 
dont  les  côtés  i,  a,  3,  . . .,  n  sont  respectivement  égaux  et  paral- 
lèles aux  forces  P|,  P,,  . . .,  P«  ;  pour  avoir  le  polygone  funica- 
laire  relatif  à  un  point  O  du  plan,  on  mènera  d'abord  de  ce  point 
des  droites  dirigées  vers  les  sommets  du  polygone  des  forces;  soit 
en  général  {rs)  la  droite  qui  va  du  point  O  au  point  d'intersec- 
tion des  côtés  r,  5;  le  polygone  funiculaire  relatif  au  point  O  est  un 
|K>lygone  fermé  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  lignes  d'ac- 
lion  des  forces  P|,  Pa,  . . . ,  Pj»,  de  sorte  que  le  côté  qui  joint  les 
sonunets  respectivement  situés  sur  les  côtés  Vry  Pj  soit  parallèle 
au  rayon  {rs). 

Si  les  lignes  d'action  sont  concourantes,  les  deux  diagrammes 
formés  d*une  part  par  les  rayons  {^rs)  et  le  polygone  des  forces,  de 
Tautro  |>ar  le  polygone  funiculaire  et  les  lignes  d'action  sont  réci- 
prvHjues. 

Si  los  forces  ne  sont  pas  concourantes,  on  considérera  deux 
[H^K^ones  funiculaires  relatifs  aux  points  O,  Çy  \  le  diagramme 
formé  par  le  poKgone  des  forces  et  les  rayons  projetants  issus  des 
jHMuU  O  et  O  d'une  part,  le  diagramme  formé  par  les  deux  polv- 
5:ono<  funiculaires  et  les  lignes  d'action  des  forces,  d'autre  part, 
>onl  rtvipn>que>.  Les  côtés  correspondants  des  deux  polygones 
funiculaires  se  cv>u|>ent  sur  une  droite  parallèle  à  OO';  tootes 
cos  prv^prit'tés  et  diverses  autres,  auxquelles  on  est  conduit  en  dé- 
pby  jint  los  p^^ints  O.  O  ou  en  considérant  les  polyèdres  réci- 
prv^v{ae<  ik^ul  les  diagrammes  sont  les  projections,  sont  établies 
jvir  Tauleur  d'une  fjK»n  intuitive. 

M.  Caremonji  montre  ensuite  comment  la  considération  des 
\UJcrjïî«me<  recipn.xjue>  jvrmel  de  faire  la  théorie  de  l'équilibre 
dos  ;'^Tv:i*v>'  r^  •;>:t:*,î;W>\  c'esl^-dire  des  svstèmes  plans  de 
Kutv^  r\v;i  '.iit^-^  rvun.;c>  à  leurs  extrémités  par  articulations.  Ces 
N\>:>:us'x  >^»c\:  s*riV5>es  s%>am:s  à  des  forces  extérieures  appliquées 
,ui\  .ir%:,\;.  a;.ocis  .^,:  cL-,îr-'is.  ca  sorte  que  chaque  barre  est  sou- 
ut -.^v^  À  u.t.'  •,*rv>:  ::*;ifrî:'eanr  longitudinale.  On  est  amené,  dans 
vn;;,^  ;\.v-t,\  i  c^."c:ts:«i<r;r  oes  diap^ammes  compliqués  dont  la 
nxo^vI'o:x*c',  xi'jt^  r^xre  <<rrjit  Jîfocilemenl  intelligible:  d'inléres- 
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tsants  exemples,  dîsciUi's   avec  dùlall,    terminpnt  le   Mémoire   do 
H.  Cremona. 

L'Appendice  drt  à  M.  Ch.  Suviotti  est  ioliluli'  :  Noiivelies  mé- 
^odes  pour  le  calcul  des  traciires  rélîciilai/vs.  Il  comprend  une 
loixantutne  de  pages  el  eal  divist^  en  cicq  Chapitres. 

Lg  Chapitre  I  est  consacri^  à  Pélndc  du  cas  limite  où  le  poly- 
gone des  forces,  ayant  nn  nombre  infini  de  C(Mé9  infiniment 
E  petits,  deviendrait  une  courhe.  Le  polygone  funiculaire  correspon- 
Idant  serait  alors  remplacé  par  une  courbe  funiculaire.  SI  cette 
rctemiëre  courbe  est  une  conique,  il  en  est  de  même  de  la  courbe 
■  des  forces.  L'étude  de  la  correspondance  enire  ces  deux  courbes 
I  conduit  à  divers  théorèmes  intéressants. 

L'objet  du  Chapitre  II  est  la  solution  des  deux  problf'mes  que 


Étant  donné  uii  cnsi^nible  de  points,  comment  opémra-l-on 
\our  les  relier  ensemble  pm-  intr  tr'i\-iire  riUiciiloirc.  inJéfor- 

able? 

Etant  donné  un  ensemhlc  fh>  barres  ou  plusieurs  groupes  île 
larres,  comment  procêfleru-t-im  pour  les  relier  il'une  furon 
nvan'abte? 

Dans  le  Chapitre  III,  l'Auteur  traite  ces  deux  questions  : 

Étant  données  les  pressions  et  les  tensions  que  peu\eni  et 

doivent  supporter  les  bnrres  d'une  Iravure  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  étant  donnés  les  dimensions  des  différentes  pièces 

W  le  taux  auquel  on  fait  travailler  la  matière  qui  les  compose, 

Ktrouver  les  forces  externes  que  l'on  doit  appliquer  à  chacun 

tes  nœuds  de  la  travure  pour  la  maintenir  en  équilibre. 

Étant  donné  un  système  de  forces  en  équilibre  appliquées 

iBtUX  nœuds  d'une  travure  réliculaire  donnée,  trouver  les  pres- 

t^ns  et  les  tensions  auxquelles  sont  soumises  (es  barres  qui 

imposent  cette  dernière. 

I  Dans  le  Chapitre  IV,  M.  Saviotli  considère  des  travures  réti- 
Blaires  strictement  indéformables,  dans  lesquelles  les  barres  sont 
Umises,  en  des  points  quelconques  de  leur  longueur,  â  des 
Mrges  concentrées  ou  i  des  forces  conlinues;  dans  les  Chapitres 
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précédents,  les  forces  avaient  toujours  été  supposées  appliquées 
aux  nœuds. 

Knfin  le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  Tétude  de  travnres 
réticulaires  strictement  indéformables,  pour  lesquelles  on  ne  sup- 
pose plus,  comme  précédemment,  que  toutes  les  barres  conipo> 
santés  niaient  que  deux  nœuds  d^appui.  Les  travures  considérées 
dans  ce  Chapitre  comporleut  des  barres  de  liaison  qui  viennenl 
s^attacher  en  des  points  quelconques  des  barres  du  système  pri- 
mitif. J.  T. 


VILLlf^:  (E.).  —  Compositions  d'Analyse  et  db  Mécanique  oon-néks  depuis 

iHticj  A  L\  SORBONNK   POUR  LA   LICENCE  ES   SCIENCES  MATIIÉMATIQL'ES,  SUIVIES 

i)*E\ERciCKS  SUR  LES  VARIABLES  IMAGINAIRES.  347  P*  în-S*".  Parîs,  Gauthîe^ 
Villars;   i885. 

Ia»  liuUetin  a  publié  le  Recueil  des  sujets  de  compositions  pour 
la  licence  es  sciences  mathématiques  donnés  depuis  1869  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  depuis  1880  dans  les  Facultés 
des  départements;  M.  Villié  a  jugé  utile  de  publier  la  solution 
tluii  eeiiain  nombre  de  ces  problèmes  et  de  quelques  autres.  Son 
Livre  rendra  des  services  immédiats  aux  candidats  à  la  licence,  en 
leur  montrant  des  exemples  des  solutions  qu^on  attend  d*eux. 

J.  T. 


n  ^ 


MULLER(F.).  —  Kilendbr-Tabellen.  In-8'.  Rerlin,  G.  Reimer,  i885. 

Trois  Tableaux,  dont  chacun  remplit  une  double  page  in-8", 
permettent  d'obtenir  immédiatement  le  jour  de  la  semaine  qui 
eorrt*spond  à  une  date  donnée,  les  dates  des  fêtes  mobiles,  l'âf^e 
de  la  Lune  à  une  date  donnée;  le  premier  Tableau  va  de  Tan  i  à 
Tan  :iooo,  les  deux  autres  de  Tan  600  à  Tan  2000.  H  est  inutile  de 
dire  que,  pour  faire  tenir  tous  ces  résultats  dans  une  aussi  petite 
surface,  Tauleur  a  dil  adopter  une  disposition  très  ingénieuse.  Son 
tra\ail  rendra  >er\iee  à  nombre  de  irens.  J.  T. 
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ffiTLEKSEN.  - 


Ilin 


I  Knr 


,  GUicksliidl,  i8S3. 


Dans  ce  travull  :  Lus  titmfnimns  ^/fs /larlies  fin  monde  H'aprèi 
Pline,  M.  Detlbfsbk  corrige  quelques  fautes  qui  lui  ont  échappé 
Pnns  MHi  édilion  de  Pline.  Il  igiinraîL  que  des  tVaf>tnenU  îtiiporlanls 
d'Artémîdnre  d'hphèse  el  d'isidurc  de  Charax,  écrivains  j;rec5 qui 
I  avaient  servi  à  l'Iiue  de  source  dans  ses  données  géograpiiiques, 
I  rxisuieiil  dans  l'original,  non  pa«  iiuinédialemenL,  il  est  vrai,  maïs 
dans  des  exirails  de  géographes  postérieurs,  Agathemfrre  et  Mar- 
cian,  publiés  par  Miiticr  {Geogr.  gr.  min.)  et  appliqués  par  lui 
\  la  correction  des  passages  corrompus  de  l'iine. 

M.  Detlefsen  uccepic  la  plupart  des  corrections  de  ce  savant.  Il 
'oit  que  Pline,  à  l'endroit  où  il  détermine  1rs  rapports  de  gran- 
deur entre  l'Kurope,  l'Asie  et  l'Afrique,  ii'a  pas  voulu  parler  de 
fll«ur  étendue  entière;  il   aurait  \ouhi  dire   seulement  jusqu'où  la 
iominalîon  romaine  avait  pénétré.  Pline  applique  k  l'estimation 
s  étendues  cette  fausse  idée  que  M,  Cantor  a  essayé  de  pour- 
liivr^htsloriqucnienl  dans  ses  Vorlextingen  ilber  dte  Geschic/ttc 
r  MalhematUi  (I,  i4'3-i  ^7);  il  suppose  que  les  aires  sont  pro- 
lorlionuelles  aux  périmètres.  11  est  hien  possîlile  que  Quinlilieu, 
mlemporuin  de  Pline,  ait  eu  dans  l'esprit  ce  passage,  en  croyant 
Kliic  de  démontrer  la  fausseté  de  ce  procédé.  Détail  qui  n'est  pas 
sans  importance  pour  l'histoire  des  Mathématiques,  M.  Detlefsen 
lire  des  manuscrils  cette  donnée  que,  rheï  Pline,  une  multiplica- 
tion par  100000  (supposant  que  l'autre facteursoitplus  grand  que 
10)  cslei;|»riinée  eu  eulerinaut  le  nnuihi-e  entre  deux  traits  verti- 
caux et  un  Irait  liorisunlal;  ainsi  1  LU  [  \V  D  =  .1  -^iS  5oo. 

II. 


R   (fUSnlIlCUTK    UKS   rnOni.KMS    OKR    A\ZILJ1IM.    111:11    ELLII-SUIDIi. 

SIi'swIk.  iHNl. 

I  Le  problème  de  l'attraction  des  ellipsoïdes,  dont  l'histoire  nous 
l  «»>]uissée  par  M,  GnDBK,  a  été  posé  lors  des  recherches  de 
>ur  l'attraelion  universelle  et  sur  la  forme  des  corps  cé- 
vst  aussi  N''\Mnn  qui  ;i  fail  les  prtniicr^  pas  vers  la  siilii- 
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^Qlt  d'un  ellip«ioïcic  tic  n'voliilion  dool  les  a\es  dilTi-iunl 
'un  de  l'aulrc.  11  ne  pHi-aîl  pas  avoir  cnnnu  les  Iraviiitx  du 
ng et  de  Clairaiit  :  SCS  méthodes  en  font  foi.  Une  remarque 
TnoulH  semble  prouver  qu'il  avail  cssavé  une  inéUiode  géné- 
wremcnL  aoalyliqne,  analogue  à  celle  de  Lagraage,  maïs  qu'il 
a. 

résutlala  rlc  Maclaurin,  quanta  notre  problème,  l'emportent 
iiiucoiip  sur  ceux  des  autres  lauréats.  Tandis  qu'on  s'était 
Iti  jusqu'alors  de  valeurs  approchées  pour  le  cas  où  l'cllip- 
tle  révolution  dîR'cre  peu  d'une  sphère,  Maclaurin  «^onne  une 
Cte  pour  l'attraction  exercée  par  tout  ellipsoïde  de  ré- 
ioo  sur  un  point  situ^  à  sa  surCuce  uu  daas  son  intérieur.  La 
Mleest  réputée  un  chel-d'œuvrc  de  synthèse.  Deux  ans  plus 
U  reprend  ce  sujet  dans  son  Treatise  of  jluxîons,  en  re- 
liant rmiraclinn  des  ellipsoïdes  sur  des  points  extérieurs. 
U  que  nous  trouvons  la  premiiVe  mention  de  ce  célèbre 
hne  appelé  depuis  le  théorème  de  Maclaurin,  «  que  des  el- 
les quelconques,  s'ils  sonl  cnnrocaun,  aLlirenL  un  point  exlé- 
quelconque  avec  une  force  proportionnelle  â  leur  masse  ». 
irïa  lui-mOuie  n'a  énoncé  cette  proposition  que  pour  des 
situés  sur  les  axes  :  lu  forme  plus  générale  de  l'énoncé  ap- 
il  à  Legendre  et  k  Laplace.  Une  partie  des  résultats  oluenus 
Sdauria  au  mojen   de  la  sjnthèse  fui  développée  analjli- 

it  par  Simpson,  en  1750. 
Jbniberl  s'occupa  à  deux  reprises  du  problème  en  question  : 
1^3  il  considère  dans  son  Traité  sur  la  figure  de  la  Terre 
Ctioo  d'un  ellipsoïde  à  trois  a\es  sur  des  points  intérieurs, 
lant  d'une  manière  analogue  k  celle  qu'a  employée  Mac- 
"jlkoar  l'ellipsoïde  de  révolution,  il  trouve  un  résultat  ana- 
)uis  celui-ci  ne  lui  donne  qu'un  rapport  entre  l'attraction 
Wv  lin  point  intérieur  et  sur  l'exlrémité  de  l'axe.  C'csl  );\ 
Uembert  échoua,  malgré  trois  tentatives  dilTérenles.  En  der- 
Hbl  il  se  contenta  de  formules  approchées,  en  supposant  que 
UBAxes  ue  dilVèrent  que  très  peu  l'un  de  l'autre.  Quant  aux 
extérieurs,  il  prf>uve  analyliquenient  le  théorème  de  Mac- 
nais  uniquement  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution, 
rcxaclitude  de  ce 


«met  même  quelques   doutes    quai 
ne  pour  l'ellî|ist>ïdi-à  trois 


J 
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Les  travaux  de  Lajçrange  (1773  et  1770)  ne  contiennent  pas  de 
résultats  non  veaux,  mais  ils  montrent  que  tous  les  résultats,  obtenus 
jusqu'alors  par  des  méthodes  différentes,  peuvent  être  atteints  par 
une  seule  et  même  méthode  analytique. 

En  1780,  d'Alembert  reprend  la  question  dans  le  Traité  Sur 
l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques.  Il  donne  quatre  preuves 
analytiques  du  théorème  de  Maclaurin  pour  un  ellipsoïde  à  trois 
axes,  mais  sans  le  généraliser  à  la  manière  de  Legendre  ou  de 
Laplace.  Chose  remarquable,  d'Alembert,  comme  Lagrange  et 
Legendre,  a  cru  que  Maclaurin  n'avait  prouvé  son  théorème  que 
pour  Tellipsoïde  de  révolution.  C'est  à  M.  Chasles  que  revient 
l'honneur  d'avoir  démontré  le  contraire.  En  effet,  la  démonstration 
pour  l'ellipsoïde  à  trois  axes  étant  exactement  la  même  que  pour 
l'ellipsoïde  de  révolution,  Maclaurin  a  bien  pu  se  contenter  de  dire  : 
«  et  l'on  prouve  de  môme,  etc.  » 

L'insuccès  de  ses  tentatives  précédentes  pour  évaluer  l'attraction 
exercée  par  un  ellipsoïde  sur  un  point  situé  à  l'extrémité  de  son 
axe  n'avait  pas  découragé  d'Alembert.  Dans  le  traité  Sur  l'at- 
traction, nous  le  voyons  poursuivre  ce  but  avec  une  persévérance 
vraiment  extraordinaire.  «  Une  formule  simple  pour  la  grandeur 
en  question  le  hantait.  »  Malheureusement,  là  encore,  après  avoir 
essayé  trois  méthodes  nouvelles  et  s'être  heurté  à  des  obstacles  in- 
surmontables, le  grand  mathématicien,  qui  venait  de  trouver  enfin 
dans  sa  septième  méthode  le  bon  chemin  qui  devait  le  conduire 
directement  à  la  solution,  commet  une  erreur  en  oubliant  une 
parenthèse.  Il  obtient  donc  un  résultat  qu'il  reconnaît  faux,  mais 
sans  pouvoir  parvenir  à  le  corriger.  M.  Grube  explique  cette  dé- 
faillance par  l'affaiblissement  que  les  facultés  du  grand  homme 
avaient  déjà  éprouvé  à  cette  époque.  H. 


»^^«^^*- 


SCHEMMEL  (Victor).  —  Zum  Problem  der  drei  Kôrper.  Programm  der  Ko- 
niglichen  Realschule.  Berlin,  1884.  Iii-4**»  20  pages. 

La  recherche  s'attache  à  la  solution  connue  du  problème  des 
deux  corps.  L'auteur  cherche  à  en  généraliser  les  propriétés  con- 
nues et  à  les  appliquer  au  problème  des  trois  corps.  La  forme  des 
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^miUoDS  difTërenlifilles,  la  aignificalion  g:t''om(:tnqiie  ou  i^tnéma- 
tîqu«  des  intégrales  connues  el  de  leurs  parties  servent  à  développer 
filusirurs  résultats  sur  la  position  CBractéristi(|uc  el  le  monve- 
menl  de  certains  points,  plans  et  droites  du  problème  des  trois 
corps. 

§1.  LcséquationsdilTérentiellesdu mouvement.  —  §2,  Lesdixin- 
ti^grales  connues  du  problème.  — §3.  Les  intégrales  composées  pour 
les  équations  différentielles  de  Hessc.  —  §  1.  Les  droites  suivant  les- 
quelles le  pinn  des  trois  corps  est  coupé  par  les  plans  osculateura. 
(La  droite  suivant  laquelle  le  plan  osculaleur  d'un  corps  coupe  le 
plan  commun  révèle  la  direction  de  l'accélération  du  même  corps 
h  l'époque  /,)  —  §5.  Le  point  d'intersection  des  trois  plans  oscula- 
leurs  {  Les  trois  droites  du  §  4  se  rencontrent  dans  un  seul  point). 

—  §  6.  La  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  R  des  trois  corps 
l^ifl^ii  ï*i  3U  point  d'intersection  des  trois  plans  de  direction 
£i,  Ej,  £,.  (Le  plan  parallèle  à  deux  positions  ou  directions  con- 
sécutives d'une  droite  mobile  est  nommé  plan  de  direction  de  la 
droite,  E(  est  le  plan  de  direction  de  Pj  Pj  et  passe  par  ce  cùté 
du  triangle  P,  P,  P3.  La  droite  dont  il  s'agit  est  parallèle  au  plan 
invariable),  —  §  T-  D'autres  droites  parallèles  au  plan  invariable- 

—  §  8.  Formules  relatives  au  tétraèdre  RP,  P^Pj.  E.  L. 


MÉLANCES. 
DISCO0RS  PRONONCÉS  AUX  ORSËQUES  DE  H.  BOUQUET. 


Mes 


DISCOURS  DB  M.  J.  BERTRAND, 
\0M  Dm  l'acaskuib  des  scienc 


Tous  les  géomètres  de  l'Europe  étaient  conviés,  il  j  a  huit  jours 
L  A  peine,  à  un  concours  qui  sera  mémorable.  Le  roi  de  Suède,  admi- 
rateur éclairé  des  Sciences  uiaLbcmaliqucs,  rappelai!  leurs  progrès 
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depuis  un  demi-siècle  et  les  espérances  qui  grandissent  chaque 
jour.  Dans  un  tableau,  tracé  de  main  de  maître,  quelques  noms 
brillent  en  tête  des  voies  les  plus  nouvelles  et  déjà  les  plus  suivies. 
Ceux  de  Briot  et  Bouquet  occupent  la  place  d'honneur,  et  cette 
consécration  d'une  gloire  que  le  temps  doit  accroître  a  été,  pour 
notre  Confrère  mourant,  une  suprême  récompense  et  une  dernière 
joie. 

BrIot  et  Bouquet!  L'hisloire  de  la  Science  retiendra  ces  deux 
noms  sans  les  séparer  jamais,  et  l'Académie  des  Sciences,  dont  les 
listes  n'en  ont  inscrit  qu'un  seul,  doit  à  leur  mémoire  les  mêmes 
hommages  et  les  mêmes  regrets. 

Jamais  union  scientifique  ne  fut  plus  complète  et  plus  fruc- 
tueuse. Liés  d'une  étroite  amitié  sur  les  bancs  de  l'Ecole  Normale, 
ils  se  retrouvaient,  presque  à  leur  début,  professeurs  tous  deux  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  L'habitude  d'étudier  ensemble  fut 
bien  vite  reprise.  Les  plus  difficiles  problèmes  furent  abordés. 
Dans  ces  conférences  de  chaque  jour,  presque  de  chaque  heure, 
leur  but  était  de  s'instruire;  plus  d'une  découverte  semblait  naître 
comme  d'elle-même;  sur  qui  tomba  d'abord  l'inspiration?  S'ils  ne 
l'ont  jamais  dit,  c'est  qu'en  vérité  ils  ne  le  savaient  pas.  Ils  arri- 
vaient au  but,  et,  pendant  la  route,  souvent  longue  et  pénible, 
leurs  esprits  ne  s'étaient  pas  quittés. 

Tous  deux  ont  glorieusement  rempli  leur  tache.  L'un,  plu» 
curieux  de  toutes  choses,  avait  aborde  toutes  les  études  et  laissera, 
sur  les  voies  les  plus  diverses,  les  marques  durables  d'un  esprit 
supérieur  ;  l'autre  est  resté  le  type  le  plus  aimable  du  pur  géomètre. 
La  Géométrie  le  délassait  de  l'Algèbre,  le  Calcul  intégral  de  la 
Théorie  des  nombres.  11  travaillait  sans  cesse,  publiait  peu,  mais 
inventait  souvent-,  ses  élèves  sont  nombreux,  ils  peuvent  en  rendre 
témoignage. 

11  a  été  dit  :  «  Bienheureux  ceux,  qui  sont  doux  et  ceux  qui  sont 
simples!  »  Bouquet  a  possédé  ces  deux  béatitudes.  Jamais  les  petits 
ennuis,  les  petites  déceptions,  les  injustices  même,  que  la  carrière 
des  Sciences  n'épargne  pas  plus  qu'aucune  autre  à  ceux  qui  s'y 
distinguent,  n'ont  fait  naître  chez  lui  la  plus  légère  aigreur.  Trop 
modeste  pour  mettre  son  amour-propre  de  la  partie,  la  résignation 
lui  était  facile.  Lorsque,  trop  tardivement  au  jugement  de  ses  amis, 
non   au  sien,  une  justice   plus  complète  lui  était  rendue,  sa  joie 
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aiiniL  été  sans  arrièrtî-pensre  s'il  n'iivaitregrcUi'-,  cl  d'un  cu'ur  bien 
sinuiie,  (lu*",  pour  penser  iV  lui,  on  en  eilt  oublié  d'autres. 

Adieu,  Bouqupl,  excellent  Conlrêre,  ami  toujours  d(!-voiié,  maille 
incomparable,  ta  perle  laissera  parmi  nous  de  longs  regrets.  Tes 
élèves  conserveront  de  toi  un  pieux  cl  reconnaissant  souvenir.  Je 
n'essayerai  pas  de  dire  l'inconsolable  douleur  de  la  famille. 


DISCOURS  DE  M.  HERMITE, 
ou  de:  l\  fagultk  ues  scie 


MEssiErn 


Je  viens  adresser,  au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  un  dernier 
adieu  à  l'un  de  nos  collï-^iies  les  plus  rcspeciés  et  les  plus  aimés, 
dont  les  travaux  malb<:mati(|uea  ont  bonoré  la  Science  française,  et 
qui  s'est  consacré  avec  dévouement  jusque  dans  ces  derniers  mois, 
jusqu'à  ce  que  la  maladie  eût  triomph/'  de  son  zèle,  à  ses  devuirs 

En  sortant  de  l'Ëcole  Normale,  M.  Bouquet  a  été  d'abord  pro- 
fesseur au  l^cée  de  Marseille,  puis  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Lyon,  pour  occuper  ensuite,  pendant  pii'S  de  vingt  ans,  la  chaire 
de  Mathématiques  spéciales  du  lycée  Condorcetet  du  lycée  Louis- 
!e-Grand.  Ces  deux  établissements  garderont  toujours  le  souvenir 
des  brillants  succès  dans  les  examens  d'admission  à  l'École  Poly- 
technique, dus  autant  à  l'homme  de  cœur  qui  portait  à  tous  ses 
élèves  intérêt  et  alTcction,  qu'à  l'éminent  géomètre  qui  mettait  un 
talent  supérieur  à  enseigner  les  éléments  de  la  Science  dont  ses 
travaux  reculaient  les  bornes.  C'est  en  collaboration  avec  Briot 
que  M.  Bouquet  a  donné  de  beaux  et  importants  Mémoires,  parmi 
lesquels  je  dois  surtout  mentionner  celui  qui  concerne  les  équa-; 
tionsdifférenlielles  du  premier  ordre,  puis  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  un  ouvrage  qui  compte  parmi  les  plus  importantes 
publications  analytiques  de  notre  époque.  D'autres  recherches  de 
notre  savant  cnllèf^uc  ont  pour  objet  la  variation  des  intégrales 
doubles,  les  langenles  aux  courbes  gauches,  les  surfaces  ortho- 
gonales,   les  éqiialionà  au\   diUcrenlielles    totales,   des  questions 
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difliciles  et  d\in  haut  iiilérèt  dans  la  théorie  des  intégrales  hvper- 
elliptiques  et  leurs  fonctions  inverses.  Le  mérite  de  ces  travaux, 
universellement  reconnu,  a  reçu  la  plus  liante  des  consécrations  : 
TAcadémie  des  Sciences,  en  1870,  a  appelé  M.  Bouquet  à  occuper, 
dans  la  Section  de  Géométrie,  la  place  de  M.  Bertrand  devenu 
Secrétaire  perpétuel. 

En  ce  moment,  je  ne  dois  pas  entreprendre  d'apprécier  les 
recherches  d'AnaIvse  qui  ont  été  l'œuvre  principale  de  notre  col- 
lègue, mais  je  ne  puis  omettre  de  rappeler  qu'elles  ont  été  inspirées 
par  les  découvertes  de  Cauchy.  Au  terme  de  sa  glorieuse  carrière, 
Cauchy  a  eu  le  bonheur  d*avoir  dans  nos  collègues  Puiseux,  Briot 
et  Bouquet,  des  disciples  dignes  de  lui,  qui  ont,  en  des  points  es- 
sentiels, complété  ses  travaux  et  mis  dans  une  plus  vive  lumière 
la  puissance  et  la  fécondité  de  ses  principes.  Ces  disciples  ont  été 
des  amis  dévoués  à  sa  mémoire,  au  culte  de  son  génie  ;  M.  Bouquet, 
pendant  les  treize  années  qu'il  a  occupé  la  chaire  d'Analyse  de  la 
Faculté,  s'est  fait  l'instituteur  des  doctrines  du  maître  immortel,  et 
ce  n'est  pas  le  moindre  honneur  de  sa  carrière,  d'avoir  élevé  ses 
leçons  au  niveau  de  la  Science  de  notre  temps,  et  aplani  pour  les 
élèves  le  chemin  qui  mène  à  ses  plus  hautes  régions. 

Au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  au  nom  de  l'amitié  qui  nous 
unissait,  j'adresse  un  suprême  adieu  à  Phomme  excellent,  au  col- 
lègue regretté  de  tous,  au  géomètre  éminent  que  nous  avons 
perdu. 


DISCOURS  DE  M.  J.  TANNERY, 
AU   NOM    DE    l'École   normale. 

Messikuus, 

D'autres  vous  onl  dit  les  mérites  du  savant  que  nous  venons  de 
perdre,  les  travaux  glorieux  qui  défendront  son  nom  contre  Toubli  : 
je  veux  seulenKMiL  lui  dire  un  court  adieu,  au  nom  de  TEcole  d'où 
il  esl  sorti,  où  il  est  rentré  comme  maître  il  \  a  dix-sept  ans,  et 
qu'il  vient  de  quitter. 

(icrles,  il  ne  Ta  pas  quittée  toutcnlier  :  ceux  qui,  dans  ces  dcr- 


nîère^  années,  onl  coIlaUnrtJuvec  lui,  rciii:  r|ni  aiimnl  k' grand  lion- 
tiriir  (Je  lui  succéder  sont  ses  élèves  ;  ils  sonL  pénélrés  de  son  cs- 
|irîl,  iU  répandront  les  vivants  tré.sor5  qu'ils  lui  doivent  duns  l'âtnc 
de  lt>urs  auditeurs,  qui,  comme  leurs  devanciers,  iront  les  dissé- 
miner dans  toulcs  les  écoles  de  la  Patrie,  ou  sauront  les  faire  friic- 
tiiîer  en  eux-mêmes  et  continuer,  dans  la  mesure  de  leurs  forces, 
l'iEUvre  scienlilicjue  du  maître  que  nous  pleurons. 

Ce  qui  nous  manquera,  c'est  l'iiomnie  lui-même,  la  grande  au- 
torité <]ui  s'attachait  à  ses  travaux  et  à  son  expérience,  lu  clarté 
merveilleuse  qu'i'  savait  donner  à  son  enseignement,  sa  bonté  pé- 
nétrante, celte  niTection  qu'il  avait  pour  ses  élèves,  que  sa  timidité 
viiiL-iit  d'Iialiitude,  mais  dont  ceux  qui  l'approchaient  ont  connu  la 
vivacité,  cette  gnîté  charmante  et  rare  qui  sortait  d'une  &me  où 
aucun  remords,  aucun  regret  n'avait  laissé  de  tristesse. 

Nous  voyons  tous  encore  la  joie  et  le  lionlieur  qui  naguère 
éclairaient  le  visage  de  M.  Bouquet  ;  ceux  qui  l'entouraient  et  qui 
onl  le  plus  contribué  à  ce  bonheur  saveni  quelle  en  était  la  source  : 
une  hontéque  rien  ne  pouvait  altérer;  il  n'avait  rien  à  se  reprocher, 
il  ne  savait  rien  reprocher  auï  autres;  un  conseil  même,  lorsqu'il 
ne  s'agissait  pas  de  Matliématiques,  lui  coi\lait;  il  v  mettait  une 


délicatesse  infinie:   c'est  qu'un   conseil    ressemble    souvent  ù   un 
reproche. 

Cher  et  excellent  maître,  après  une  vie  glorieuse  et  consacrée 
au  bien,  vous  êtes  entré  avec  calme  dans  le  mystère  de  la  mort  : 
au  nom  de  vos  élèves,  de  vos  collègues  de  Trcole  Normale,  je  vous 
dis  le  dernier  adieu  !  Sur  voire  tombe  encore  ouverte,  qu'il  me  soit 
permis  de  rappeler  les  noms  de  deux  hommes  qui  étaient  vos  com- 
patriotes, vos  camarades,  vos  collègues,  vos  amis  :  comme  vous. 
Kriot  et  iiertin  sont  restés  à  leur  poste  jusqu'au  dernier  moment; 
ils  ont  voulu,  par  une  sorte  d'ironie,  attendre  les  vacances  pour 
goûter  le  repos  définitif.  Adieu,  maître!  que  votre  souvenir  et 
votre  exemple  nou.s  donnent  la  force,  car  le  fardrau  ipie  vous  aveu 
rejeté  sur  nos  épaides  est  pesant  et  précieux. 
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,..L,««.«Li    /    ^î:^; 


Pa»  m.  stieltjes. 


; 


1.  Nous  nous  proposons  d*obtenir  le  développement  de  cette 
intt^grale  suivant  les  puissances  descendantes  de  a,  développement 
i|ui  ptMit  servir  utilement  pour  le  calcul  numérique  dans  le  cas  où 
li\  nombre  positifs  est  très  grand  et  que  b  ne  Test  pas. 

I^  méthode  qui  se  présente  d^abord  pour  cet  objet  est  la 
suivante.  Soit 

=  i:f  1-^ -) 
alors 

\a        la^        sa*  / 

OU  bien 

k.«P  =  -x~^-^~^'-^.... 
Il  NVn<uît 

■^  p»  »^  Pi 


•S* 


■•• 


F.  =  \^ 


^r  ^   Vi-  \    V.- tA?- 


I  "vtt;x'^rj\*  vr•,*tv:s^f  *e  twc  aia-JEtervint  <->c>  U  forme 


*         -T-7-       c. 

r 
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On  obtient  ainsi,  pour  les  premiers  termes, 


*  Sa  32a*  i28a3 

Mais,  comme  on  le  voit,  cette  méthode  ne  donne  aucune 
lumière  sur  le  reste  qu'il  faut  ajouter  à  un  nombre  fini  de  termes 
du  développement  pour  obtenir  la  valeur  exacte  de  l'intégrale  et, 
de  plus,  elle  deviendrait  très  pénible  si  Ton  voulait  pousser  plus 
loin  les  calculs. 

2.  Nous  allons  développer  maintenant  une  autre  méthode  qui 
ne  présente  pas  ces  défauts. 

On  trouve,  par  la  différentiation, 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


D 


xf^e-^  xx^'e-^  kxf'-^e-^  x^(x  —  b)e-^ 


•-^5)      ('+«)     ('-^5)     n'-^«) 


On  en  conclut,  lorsque  A"  >  o, 

x^e-^dx         k     /^•ir*-»c-*da?         1       f^  x^  {x  —  h)er^  dx 


et  pour  A*  =  o 

e-'dx  ,         I       p^{x  —h)e-'dx 


a-¥b-^\ 


r*       e-'dx       _  ,       J_       /*•  {x—b)e 


a-i-b-\-\ 


En  écrivant  dans  la  formule  (i)  successivement  A* —  i.  A'  —  2,  ... 
au  lieu  de  A*,  on  trouvera  par  une  combinaison  bien  facile  de  ces 
équations  avec  la  formule  (2) 

/*   x'^e-'dx     _  l\{k)       2_      r^i^  —  b)Tfç{x)e-'dx 
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< 


ou 


Il  importe  de  remarquer  que  la  valeur  de  Ta(x)  pourx  =  oest 
n  (A")  r  a*,  en  sorte  qu'on  peut  écrire 


Soit  maintenant  /(j^)  un  polvnôme  quelconque  de  x^  on  aura 
évidemment 

1  ■(,. jr— ■■-«<- /    (...)-  • 

en  désignant  symboliquement  par  /(.r)  le  polynôme  obtenu  en 
remplaçant  les  diverses  puissances  de  x;  x,  x^^  jr',  ...  dans/(jr) 
parT,(jT),  Ï2(x),Ts(^),  .... 

En  écrivant  t -h  /?  au  lieu  de  />,  nous  avons 

3.   Nous  allons  appliquer  celte  formule  dans  le  cas  particulier 
/(x)  =.{b  —  xY\  alors  il  viendra 

_  X(X-i)(A-2) 
ou  bien 


/A  ^(x^^\t^-^\x-^\)^.... 


/(x)=:(^-r/--(^-:r)A-i--^l^lnL)(^,_^)X-î_.... 


En  posant  donc 
il  vient 


/^*  (b  —  ./•/•  f    '^/.r  _  t  1      ,  J_       y"**  (  /'  -    b  —  n)V.\[b  —  .De -^ fis 


•  /  0  ^  '  ♦-     0 
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De  là  il  suit  immédialement  qu'en  supposant 

on  aura 

en  désignant  par  [V(6)]  le  polynôme  obtenu  en  remplaçant  dans 
V(6),  6  par  U|(6),  fc^  par  112(6),  6^  par  113(6),  ...,  tandis  que, 
naturellement,  [V(6  —  J?)]  s'obtient  en  écrivant  b  —  x  au  lieu  de 
h  dans[V(6)]. 

Ce  qui  précède  suppose,  bien  entendu,  que  les  coefficients  r^,  C| , 
^2,  ...  ne  renferment  point  b.  Si  cela  avait  lieu,  il  faudrait  d'abord 
écrire  B  au  lieu  de  b  dans  ces  coefficients,  opérer  ensuite  comme 
il  vient  d'être  indiqué  et  rétablir  enfin  de  nouveau  b  au  lieu  de  B. 
Ainsi  la  valeur  de  V(6  —  x)  dans  le  premier  membre  de  (4)  esl 
égale  à 

et  il  ne  faut  pas  substituer  b  —  x  à  la  place  de  b  dans  les 
coefficients  Coi  C|,  c^,  ...»  ca. 

i.    Revenons  maintenant  à  la  formule  (  a  ),  que   nous  écrirons 
ainsi 

=  \Ah\-\ î  , 


.1  {■■■■i) 

en  posant 


^'  {x  —  h)\o{b^x)e-^dx 

J 


Quant  à  l'expression  R|,  nous  pouvons  la  transformer  à  l'aide 
de  la  formule  (4),  où  il  faut  prendre  V(6)  =  —  6Vo(6),  /?  =  i.  Il 
vient 

a 

en  posant 


\i(b)  =  - 


1  ('■^'^) 


f\n-^h-i-t 


Itull.  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  I\.  (  I^iVriiibre  i««.5.)  :».» 
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(^<îlh;  <î\pn\ssioii  I^j  priil,  do  iiouv(*au,  se  transformera  l'aide 
(l<î  (4)  <*n  prenant  V(/>)  =  —  (b  -\-  i)  V  i(6)  et/ï  =  a.  Il  vient 

en  posant 


V,|J.,„  .  J|l/,-,-i,V„/,,|.    11.^     /"  ,        ,,„... 


Il   est  évident  (jiron   peut  rontinner  ainsi  et  Ton   Irouve  le  ré- 
sultat suivant  : 


/ 


^~^  y  oi  ff  )  -r-  —  —  -+-  — 


n 


('-7.) 


,r\'**f*  a  f/«  ^«-1  a« 


Ici   les    polynômes  Vo(^),   \\(h),   \'2{b)^  ...  se  calculent  de 
prorhe  (mi  procht»  par  les  relations 

\i{h)  =  —  \[{b  -^i  )V,  ib)], 
V,( /;)---       ■||(/>-.-^)Vi(^»)|. 


ÎSous  rappelons  (pie  [ /*(  b)]  s'ol)tii»nt  en  ordonnant  /*<  //  ^suivant 
l«'s  puissances  de  b  et  en  remplaçant  alors  6^  par 

Knsuite  le  reste  !{,,:</"  s'exprime  à  l'aide  du  polynôme  V„_4(ii 
ainsi  : 


f    II 


-  :  a' 


i^n  peut  reman|uer  que  \  «(  />»  e<t  la  valeur  de  R,,  pour  fi  =  ^ 
donc 


i 
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mais  cela  revient,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  à  l'expression 

V„(6)  =  -  i[(è  +  /.  -  i)V„_,(6)]. 
On  trouve  sans  difficulté  : 

\,(b)  =  -  J,-6v_  Jjé,-  ^fti_  ï^^èH-  J^, 

Notre  premier  calcul  se  trouve  vériGé  ainsi;  nous  avons  obtenu 
de  plus  le  reste  de  la  série  sous  forme  finie. 

Paris,  juin  i883. 


LES  APPLICATIONS  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ANTIQUITÉ; 

Pab  m.  Pacl  TANNERY. 

1.  Nous  avons  vu  (*)  Anatolius  et  Proclus  énumérer  l'un  cl 
l'autre,  d'après  Geminus,  quatre  sciences  empruntant  à  des  degrés 
différents  les  théories  de  la  Géométrie,  à  savoir  :  la  Géodésie, 
rOptique,  la  Mécanique  et  FAstrologie. 

Le  terme  de  yscoSaiata,  proprement  division  des  terres  y  date  de 
l'époque  d'Aristotc.  Lorsque  le  mot  de  géométriej  appliqué  tout 
d'abord,  ainsi  que  son  élymologie  l'indique,  aux  opérations  de 
l'arpentage,  fut  employé  couramment  pour  désigner  la  science 
théorique  créée  par  Pythagore,  il  fallut  bien  adopter  un  autre 
terme  pour  le  remplacer  dans  sa  première  signification.  Naturelle- 
ment aussi,  ce  nouveau  terme  ne  fut  pas  borné  exclusivement  à 
l'arpentage;  on  y  comprit  en  général  tout  ce  qui  concernait  les 


(*)  Voir  Tarticle  Le  classement  des  Mathématiques  dans  l'antiquite\  dans 
\r  numéro  prérécicnt. 
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mesinvN  pratiqiio<  Jo  surface*  el  df  volume*,  comme  le  témoigne 
1<*  ic\ic  <le  Gf*minus. 

Il  non*  reste,  pour  rcprrsenler  celle  branche  de  la  Gêomélrio 
appliquée  dans  i*anliqtii(/\  un  ensemble  de  documents  sufQsam- 
ment  romplet;  c'est  celui  que  forment  les  six  à  sept  recueils  de 
prohlrmes  métriques  (|ui  portent  le  nom  de  Héron  et  doDl 
F.  llultsch  a  publié  le  texte  grec  (*).  Il  est  bien  constant,  d'ail- 
leurs, que  leur  rédaction  date  de  différentes  époques  postérieures 
à  l'ère  chrétienne,  mais  que.  comme  fond,  ils  sont  empruntés  kun 
grand  Ouvrage  réellement  du  à  Héron  d'Alexandrie,  dont  les 
extraits  ont  été  mis  au  courant  des  nouveaux  besoins  et  des  nou- 
velles mesures,  ce  qui  est  le  sort  général  des  Ouvrages  destinés  aux 
applications  pnitiqurs. 

(>omme  Traité  un  peu  plus  relevé,   nous  avons  celui   Sur  la 

flioptrc  (*  )  également  attribué  à  Héron  et  dont  Tauthenticité  ne 

paraît  pas  douteuse.  A  coté  de  la  description  d'un  appareil  très 

perfectionné,  mais  beaucoup  trop  compliqué  pour  avoir  jamais 

été  n'cllement  mis  en   pratique  (').  a  coté  de   la  solution  de  la 

plupart  des  problèmes  qui  se  présentent  sur  le  terrain,  on  v  lrou\e 

la  plus  ancienne  démonstration  connue  pour  la  règle  qui  donne 

Taire  d*un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  cotés,  suivant  notre 

formule 

S  =  \^ p^  p  —  a  ){  p  —  b  )(  p  —  c). 

A  un  niveau  inférieur,  au  contraire,  nous  avons  encore  la  col- 
lection (les  Cromalici  IV/f/v.v  (Berlin,  iS48-i852)ou  arpenteurs 
romains,  qui,  en  dehors  de  leurs  procédés  traditionnels,  ont  fait  de 
nombreux  emprunts  à  des  sources  grecques  dont  quelques-unes 
sont  perdues  pour  nous. 

Je  ne  nrarréle  pas  à  ces  divers  écrits,  qui  ont  été  Tobjet  d'ana- 
Ivscs  el  de  discussions  approfondies,  notamment  de  la  part  de 
M.  Cantor,  et  auxquels  j'ai  d'ailleurs  déjà  consacré  des  élude^ 
spéciales.  Je  remarquf»  seulement  que  Héron  n'avait  pas  adopté  le 


C)  Va\  y  juiijnant  les  Mesures  des  marbres  et  des  divers  l>ois  «le  I)i(lynio  ïl'\- 
Icxandric. 

(0  I*nl»liô  pi«r  Vinrent  (lan«i  les  \oftees  et  extraits  des  manuscrits  de  la  f!i- 
bliothrtjite  nationale.  \1\,   ».  i'^)î<. 

(    )  Il  C(»ni|»orlc  ù  la  loi>.  ilc  lait,  un  lliro«l»»Iile  cl  un  ni\cau  deaii. 


j 
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Ufi  iei:liniqiic  da  Gt^odûsie.  Son  Ouvrage  s«aiblc  avoir  àlé  iali- 
filé  Mirputt  (c'est  le  titre,  du  moins,  que  lui  duntia  Euiocius,  et 
t  csl,  certaïuGiUtinl,  très  biea  choisi),  et  ses  deux  parties  princi- 
pales paraissent  uvoir  èlé  désigni.'es  comme  riuifiETpoûtttva  et  Zxt^io- 
ttTfoO[tMa((Jcomélric  et  Stéréométrie). 

Héron  aurait  donc  au  moins  tenté  de  relever  sa  matière  au  rang 
e  la  Science  tliéoriqiic.  Mais  Tusage  du  mot  de  Géodésie  était 
wéjh  trop  consacré,  par  suite  sans  doute  de  l'existence  d'Ouvrages 
mtmeura  assez  nombreux,  pour  que  Héron  réussit  à  cet  égard 
■illeurs  que  chez  les  Romains.  \  vrai  dire,  ceux-ci,  sous  le  nom 
e  géométrie,  n'ont  jamais  l'ail  que  de  l'arpentage;  le  terme  de 
hdésie  resta,  au  contraiœ,  classique  chez  les  Grecs,  pour  repa- 
raître dans  les  temps  modernes,  à  son  tour  élevé  en  di^uilé,  et 
té*ignant  désormais  dos  opérations  dont  les  anciens  n'ont  jutnais 
■êti  la  moindre  idi^e  (  '  ). 


2.  Le  Traité  De  fa  Oiopfrc  donne  lieu  à  une  obseiv^ilion  spé- 

\  claie  nu  point  de  vue  de  la  classification  des  sciences.  D'après  un 

I  abrégé  latin  des  Catoptiiijuei  de  Héron,  opuscule  doiil  rurig:miJ 

grec  est  perdu  et  i|ui  a  été  faussement  attribué  l'i  l'toléméc  ('), 

lîngénieur  alexandrin  divisait  l'Oplique  en  Optique  proprement 

Itte,  en  Caloplrique  et  en   Diopti-ique.  Ce  dernier  mot  n'a,  au 

!sle,  jamais  eu  dans  l'antiquité  le  sens  qu'il  a  chez  les  modernes; 

I  désignait  ce  qui  concerne  la  visée  des  objets,  et  cela  partieutié- 

bmenl  au  movendein  Uioptt-e  qui  consistait,  à  proprement  parler, 

une  règle   munie  de  deux  pinnulcs  percées  de  trous  ou  de 

Il  est  donc  clair  que  Héron  devait  considérer  comme  l'ai- 

fcnl  partie  de  l'Optique,  sinon  tout  son  Traité  De  la  D'toplre,  au 

ïÎDS  lu  description  de  son  ÎDStrumenC. 
I  Noas  voyons,    au    contraire,    Geiuinus    cliisser    la    Oioptrique 
unie  subdivision  de  l'Astrologie;   il  est  clair  que  t'înslrunient 
Pe  Héron  ponvuil  tipi-vir  pour  observer  les  astres;  non  seulement 


I  (<)  Je  remarque  ijuc,  d'iipi'ds  t'u^i^cdc  la  Iingiic  ^l'erquc,  on  doit  A\^c géodéle 

o  géodtaien  |i<iur  ditigDcr  l'Iagénlcur  qui  GlTcctiic  rxi  ti]H>rulions. 
k  (')  yoir  !l  cp  »uj«l  Td.'II.  MtiiTi),  Iteckerclir»  tiir  ta  vie  et  ici  Ouvntget  de 

j  d'AleTimJrw.   Mcni'ikv  |ii-Osciili' à  fAi'inIrmit  ilts  Iii5i'iipli..fis  n  Mk-.- 


riibM 
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il  en  indique  Temploi  dans  ce  but,  mais  encore  c'est  seulement 
alors  que  lui  servent  les  graduations  de  ses  cercles,  puisque  les 
anciens  ne  faisaient  pas  de  Trigonométrie  rectiligne.  D'autre  pari, 
Geminus,  dans  son  Introduction  aux  phénomènes  (éd.  Petau, 
42  B),  nous  parle,  pour  vérifier  le  mouvement  circulaire  des 
étoiles,  de  dioptres  qui  doivent  avoir  été  semblables  à  celle  de 
Héron,  c'est-à-dire  avoir  consisté  en  un  théodolite  dont  Taxe  fût 
susceptible  de  prendre  une  inclinaison. 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  le  classement  empirique  de  Ge- 
minus suppose,  pour  son  temps,  Texistence  de  Traités  qualifiés 
de  dioptriques,  et  spécialement  consacrés  à  l'Astronomie.  Plu- 
tarque  (*)  attribue  de  fait  à  Euclide  un  tel  Ouvrage;  mais,  même 
si  l'on  regarde  comme  valable  ce  témoignage  unique,  ou  si  seule- 
ment on  admet  l'existence  de  traités  de  Z^/o/^^r^'^rwe  correspondant 
dans  une  certaine  mesure  à  des  éléments  d'Astronomie  pratique, 
une  grave  question  s'élève. 

il  est  clair  que  Tinstrument  très  compliqué  de  Héron  a  dû  être 
précédé  d'esspis  plus  simples;  en  supposant  une  dioptre  réduite 
seulement  à  la  règle  de  visée  montée  sur  un  cercle  divisé,  à  quelle 
époque  cet  instrument  élémentaire  a-t-il  été  connu  des  Grecs? 

On  ne  fait  souvent  aucune  difficulté  pour  le  regarder  comme 
connu  d'Hipparque  et  môme  comme  lui  étant  bien  antérieur.  11 
convient  d'opposer  à  ce  préjugé  les  considérations  suivantes  : 

Toutes  les  positions  d'étoiles  antérieures  à  Euclide  (comme 
celles  d'Eudoxe)  sont  tellement  erronées  que  l'on  ne  peut  supposer 
qu'elles  aient  été  observées  directement. 

Ptoléraée  attribue  à  Hipparque  une  dioptre  toute  spéciale;  c'est 
une  règle  graduée  avec  une  pinnule  fixe  et  une  pinnule  mobile, 
les  fentes  des  pinnules  étant  à  difi'érentes  hauteurs.  C'est  le  prin- 
cipe du  bâton  de  Jacob,  où  l'angle  est  connu  par  sa  tangente,  ou 
estimé  d'après  des  triangles  semblables. 

Si  Ptolémée  ne  témoigne  pas  qu'Hipparque  se  soit  servi  de  cet 
instrument  pour  des  mesures  effectives,  mais  seulement  pour  la 
comparaison  des  diamètres  du  Soleil  et  de  la  Lune  à  l'apogée  et  au 
périgée,  l'emploi  de  cette  dioptre  semble  lié  à  celui  des  mesures 


(')  .\on  posse  suavitcr  vivi  sccundum  Epicuruin,  cd.  Didot,  iM,  iS.>8,:>. 
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p:haMéi;nDC9  àc.  coudêed  de  doigt  pour  les  jHililcs  dUUnccs  aiigu- 
s  dea  étoiles,  mesures  dont  Ilippiirque  se  servull.  et  qui  iiitl 
1>a5sé  des  Grecs  aux  Arabes.  D'unlre  part,  on  j)i:iil  bien  voir  un 
pn^trumcnt  analogue  dans  la  dioptre  dont  sVsi  servi  un  disciple 
l]\^ristotc,  Dîci'arqiie  de  Messine  ('],  jionr  mesurer  les  biiuteitrs 
s  munlagnes  dt;  la  Grèce. 

L'instninient  principal  d'observation  d'ilippanpie  et  de  i*lu- 

M:  nne  splii^re  armillaire,  sans  ligne  de  visée;  un  anneau 

mobile  (le  cercle  astrolabe)  pouvait  (ïtre  placé  de  fa<;un  que  son 

■  plan  passât  par  l'astre  observé;  ce  ct:rr.te,  perpendiculaire  à  celui 

Bigiii  représentait  l'éclipliijue  (")  clcfui  était  grudué,  donnait  îmmc'- 

lltalemcnt  la  position  en  longitude.  Or  c'est  là  le  problème  {") 

c  lo  texte  de  Gcminiis  donne  comme  étant  l'objet  spécial  de  lu 

Dioplrifjiifi,  et  l'on  doit  observer  que,  quoiqu'il  nV  eiïl  nullement 

e  dioptrr,  Ptolémée  se  sert  du  mol  ittmxeâsw  pour  désigner  l'opé- 

(ralioa  qu!  amène  le  plan  du  cercle  astrolabe  à  passer  par  réloile. 

On  «e  peut  donc  s'umpôcber  de  penser  ijne,  pour  Geminus,  la 

ynùjptriqtie  devait  *!lrc  surtout  représentée  par  des  écrits  sur  des 

jinstrumcnts  autres  que  celui  de  Héron,  quoiqu'il  diU,  sans  aucun 

§doule,  connaître  ce  dernier. 

3.  Les  remarques  que  je  viens  de  faire,  et  celles  qne  Je  vais 
l>jou(.er  sur  les  autres  branches  de  l'Astronomie  ancienne,  n'ont 
on*  pour  but  de  trancher  des  questions  historiques  qui  demandc- 
t  nne  discussion  proportionnée  à  leur  importance  ;  elles  ten- 
seulement  jt  les  préciser  et  à  montrer  que  l'histoire  des  obser- 
vations pratiques  est  à  refaire  pour  les  origines.  De  quels  procédés 
se  servaient  Hipparque  et  ses  précurseurs?  pourquoi  prenaient-ils 
directement  telle  mesure  plutôt  que  telle  irulre?  Il  y  a  bl  une  série 
de  nombreuses  questions  qui  attendent  une  solution  raisonnée; 
inalheurcnsement,  les  documents  que  nous  l'ournissent  les  ouvrages 

Iil';Vstronomie  ancienne  sont  totalement  insuffisants,  et  il  fnudmit 
essayer  de  les  compléter,  soit  par  l'étude  des  écrits  astrologiques. 


(•)  Thton  d<^  Smyrni^  {Attronomte.i). 

(•)  Ce  dernier  rcrcle,  igilcmcnt  nmbik.  a  d'abord  Ht  inacai  A  eiUncid'r  avec 
l'écliptiqiic  par  unp  observuliuii  si^mblabic  fiitc  »iir  un  t^Ue  ilr  loii^îtiiilr  •  iinnuc. 

(■|  11  convient  lir.  rcmurquer  c]iip  Ir  di^lurminudon  dp  lu  longitude  dc"  iduorlrs 
.•Uil  k  pi.im  de  li.'parl  dti  lu'iJicUuns  ailrulugiqucs. 
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jusqu'à  prt'senl  trop  ni'gligrs,  soit  par  les  résultats  des  déchJffre- 
iiienls  des  écritures  cunéiformes  qui  peuvent  nous  fournir  quelques 
données  sur  les  procédés  d'observation  des  Chaldéens;  car  c'est 
(le  ('es  procédés  (]ue  sont  partis  les  Grecs. 

Sous  ces  réserves,  il  me  semble  que  la  Météoroscopie  de  Ge- 
niinus  concerne  spécialement  l'observation  des  hauteurs  lors  des 
passages  au  méridien,  observations  dont  se  déduisaient  les  lati- 
tudes. J'observ(»  qut»  l'instrument  des  hauteurs  de  Ptolémée,  celui 
(jui  correspondait  à  notre  mural,  s'appelait  précisément  météoro- 
sco/x*  (  '  ). 

C'était  donc  principalement  à  cette  partie  de  rAstronomie  que 
devait  se  rattacher  l'emploi  des  tables  des  cordes  de  cercle  qui 
remonte  à  Hipparque.  Mais  jusqu'à  quel  point  la  Trigonométrie 
sphérique  était-elle  déjà  développée,  il  est  difficile  de  le  savoir, 
puisque  le  théorème  fondamental  qui  sert  de  base  à  tous  les  calculs 
de  Ptolémée  ne  se  rencontre  pas  avant  les  Spkériques  de  Méné- 
laos,  à  la  iin  du  premier  siècle  de  l'ère  chrétienne.  Quoique  je  le 
considère  comme  étant  connu  et  pratiqué  déjà  par  Hipparque,  je 
(lois  remar(|uer  (jue  Ton  ne  possède  à  cet  égard  qu'une  simple 
présomption,  et  que  c'est  une  pure  invention  de  Delainbre(^)que 
son  affirmation  qu'Ilipparque  aurait  dit  avoir  déterminé  par  la 
Trigonométrie  sphérique  les  levers  et  couchers  vrais  des  étoiles. 
Le  texte  du  Commentaire  sur  Ara  tus  ne  dit  rien  de  semblable, 
et  (]uant  aux  déterminations  qu'il  donne,  elles  ne  sont  pas  assez 
précises  pour  qullippanpie  n'ait  pu  les  obtenir  par  de  tout  autres 
proiH'dés. 

Au  reste,  Geminus  semble  avoir  voulu,  contrairement  à  la  tra- 
dition, faire  rentrer  lu  S[>hérique  dans  la  Géométrie;  il  ne  parle 
pas  non  plus  d'une  découverte  géométrique  très  importante  pour 
TAstroMomie,  celle  des  projections  stéréographiques.  On  la  sup- 
posa» Ci>nnue  ifllipparque  d'apivs  la  lettre  de  Synésius  sur  le  dou 


V  M  II  olait  l'oniic  *ie  iloux  .iniioaiix  roncciilri«jue5.  l'un  fixe  gradue.  Tautrc  m«>- 
l»ili\  portant  ilt'iix  iùiinuio>.  (ii.niirtralonient  opposées.  Là  encore,  on  ne  lrou\ciw> 
la  \<iitaMr  iii-.'pfrt',  eost-a-tlire  la  nule  portant  les  pinnules.  Les  ancien^  a-stn»- 
inMii" '«  II»*  >inil»l<  ni  l'azur  aili»pt««"  «jur  pi»ur  la  Uwo  île  l'astrolabe  plani<pbiTeqn: 
Irur  "»fM\ail  a  pu-n«lrr  l«'>  hanlt-ur"  p«iur  ilcimiiiniT  l'heure. 

|n'    .    •-•   ••     ,    I.    p.     I  i  '-  »  ;  '. 
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d'un  astrolabe  (  '  );  mnis  ce  triimignage  n'esL  guiTe  !tiinisuiil  jumi- 
K'Itcr  celle  question,  qui  se  Irouvc  lîét'  à  celle  de  rinventiim  tic 
l'astrolabe  plaiiispliéri?. 

Quant  à  la  Iroisicme  brandie  de  l'Astrologie  éuumi'irt-e  par  Gc- 
I  minus,  la  Gnomonù/ue,  nous  n'avons  absoluotcnt  nnciin  Ouvrage 
[  grec.  Copendanl,  il  y  itvait  liéji'i,  de  son  temps,  une  litlérature  très 
[  Dombrensc,  cl  toutes  les  invcnlions  possibles  semblent  avoir  éié 
I  déjà  faites,  si  l'on  en  juge  par  le  passage  où  Vilruve  (IV,  9)  les 
I  énnmèrc  sous  des  noms  où,  malheureusement,  il  est  bien  difficile 
e  les  rcconaaitre.  Quelques  cadrans  solaires  anciens,  notamment 
I  sphériques,  coniques  et  celui  en  forme  Ae  jambon  ('),  sont,  vn 
Lrcvanclie.  parvenus  jusqu'à  nous;  mais  c'est  seulcmenl  en  cludianl 
I  la  Gnomoniquc  des  Arabes  que  l'on  peut  arriver  ii  ae  former  une 
L  idée  précise  de  celle  des  Grecs. 

4.  Je  reviens  à  l'Optique,  que  Geminus  divise  en  i}\<\n\\u'.  pro- 
I  prement  dite,  Catoptrlque  et  Sei^nograpbique. 

Je  ne  reproduis  pas  le  trt'-s  long  fragment (1 3,  i^)  des  Varia- 
1  Collficfionr'.i  [lliUiin,  èA.  Hullscb,  p.  34y-ar)a),.que  je  crois  avoir 
\  eut.  emprunté  in  Geminus  par  rintcrmédiaire  d'Analolius  {*)■  et 
qui  se  relrouve  aussi  dans  YOptique  de  Damianus;  j'^  relève  seu- 
lement que,  comme  dans  l'Iiypotb^se  admise  par  les  matht^mati- 
cicns  Irailant  de  l'Optique,  les  rayons  visuels  sont  supposi^s  partir 
des  yeux  pour  aller  ù  l'objet  vu  ;  il  y  avail,  au  resie,  en  dehors 
des  trots  branches  énumérées,  un  ensemble  de  théories,  distinctes 
au  fond  de  l'Optique  proprement  dÎLe,  c'est-à-dire  des  lois  de  la 
vision,  mais  y  rentrant  en  raison  de  la  similitude  de  leur  objet  et 
de  leurs  hypothèses  (  '  1,  et  traitant  de  l'illumination  et  des  ombres, 


(')  Ot  aslrulabu  de  S.yru'sius  n'est  aiiptlO  «insi  iiuc  |iiir  un  i^lrangc  abu^ 
(le  mots;  c'est  simplcmenl  une  l'cprùsenutioii  de  U  9|ilii;rc  «i:tc»ic,  ou  du  moins 
de  la  punie  visïlilc,  sur  un  câac,  soit  par  projecLion,  le  tommct  du  ciinc  ËUnt  au 
pAle  borfai,  soJL  par  penpecUve,  le  summet  du  cùdc  et  le  point  de  vue  élanl  sur 
l'axe  du  monde.  La  ileacription  d;  Sjnésiu»  jtf  permet  pai  de  iir.idtr;  c'est  par 
une  inadvertanec  singulière  que  Victor  Prou  a  admis  une  projcriiop  eyliodriqur. 

(')  Cadran  piirulif.  Voir  Monlocta,  j*  ^lition,  [,  I,  p.  73). 

(■)  It  »  drjA  ftr  iradiiil  par  TU.-II.  Martin  dans  l.s  tioli-s  <)<-  seâ  Bechenktt 
tur  ta  l'ieei  leâ  rrritt  île  Héron  el'Ale.ranilrù: 

t  '  t  Geminus  pamlt  d'ailleurs  let  mUaclier  ti  l;i  Cjli<|<ti'ii|iii.-,  r-ii  Uni  .|ui'  l.i  vi 
"■iixi  f»l  intlirpitf  pmir  rr.  plir'noini'nc*. 
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des  miroirs  ardents  et  môme  des  lentilles  ardentes,  très  nellc- 
inent  drcrites.  Les  anciens  s^occupaient  aussi  des  points  brillants 
(àj^iXXeï;)  et  de  la  réfraclion.  Mais  cette  dernière  théorie  était  à 
peine  constituée  et  se  bornait  à  peu  près  à  des  discussions  phv- 
siques;  Texplication  de  Tarc-en-ciel  (c'est-à-dire  des  essais  impuis- 
sants comme  celui  des  Météorologiques  d'Aristote)  rentrait  de 
même  dans  la  Catoptrique. 

Si,  de  toutes  ces  théories  accessoires,  il  ne  nous  reste  aucun 
Traité,  pour  V Optique  proprement  dite  et  pour  la  Catoptrique, 
nous  possédons  les  Ouvrages  attribués  à  Euclide;  le  second  ne 
semble  pas  authentique,  mais  Geminus  connaissait  certainement 
une  Catoptrique  sous  le  nom  d'Euclide,  et  ce  Traite  ne  devait 
guère  éti'e  supérieur  à  celui  qui  nous  reste,  car  les  hypothèses  des 
anciens  étaient  trop  insuffisantes  pour  leur  éviter  des  erreurs 
même  grossières.  La  Catoptrique  de  Héron  n'en  est  pas  exempte, 
quoi<prelle  soit,  d'ailleurs,  bien  au-dessus  de  celle  du  Pseudo- 
Euclide.  On  doit  y  signaler  la  proposition  géométrique  citée  par 
Damianus,  que  la  ligne  suivie  de  Tœil  à  Tobjet  par  un  rayon  rc- 
lléchi  sur  un  miroir  est  un  minimum  ('  ). 

En  somme  pour  TOptique,  les  anciens  n'ont  bien  connu  que 
les  lois  de  la  perspective  et  la  théorie  des  miroirs  plans;  à  cet 
égard,  aucun  progrès  n'a  été  réalisé  depuis  Héron,  j>ar  exemple 
dans  les  Optiques  de  Plolémée  (^'-)  et  de  Damianus. 

La  perspective  appliquée  était  appelée  scéno  g  m pliiq  ue ,  D'après 
\  itruNo  (\  in,  le  premier  écrit  sur  la  matière  aurait  été  composé 
par  un  Agatharque,  vivant  du  temps  d'Esohyle,  c'est-à-dire  dans 
la  première  moitié  du  \^  siècle  avant  J.-C.  Anaxagore  et  Démo- 
crite  l'auraient  ensuite  traitée  méthodiquement.  Vitruve  n'indique 
pas  d'Ouvrages  plus  récents  ^^^);  il  ne  devait  cependant  pas  en 
manquer;  en  tout  cas,  nous  n'avons  aucun  document  sur  le  déve- 
loppement réel  de  cette  application  de  la  Géométrie. 


(')  Lo  principe  do  l\';;alik'  tle>  angles  pour  la  rctlcxion  semble  n'avoir  éli* 
ronnu  que  peu  <ie  temps  avant  Eueliile:  Aristote  dit  que  ces  quesliims  n'ont  éltr 
»*lueidêes  (|ue  réoeinnient.  wvax-^  lui-même  ne  parait  i:uère  avoir  didées  nettes,  et 
ne  parle  nullement  du  principe  d'e^alile. 

^M  I.a  reei>nn.ii<Nanee  de  la  retraelinu  atmosphérique,  dans  les  termes  où  la  fail 
l'ttdemee.  n'a  dinlerèt  qu'au   p«»inl  de  vue   ph\>ii|ue. 

(M  l'eut-ètrc  faut  il  e.uielure  île  ce  ipi  il  dit  que  la  l\'r"»peetive  était  surt«uil 
traitée  par  le>  .ir«liilei'U>.  ««'unuL'  elle  le  lut  aus>i  à  la  Renai>sance. 


autres  parties  accessoires  de  l'Optique,  il  bous  reste  encore 
des  TragnieDls  d'Ouvrages  relatifs  aux  miroirs  ardenU,  quesUoii 
que  la  tradiiion  fait  lenionter  h  Arcliinit-de,  cl  (jui  a  élv,  chez  k-s 
anciens,  l'objet  de  sérieii»  travaux  (').  Diodes,  anténcur  à  Ge- 
minus,  avait  écrit  un  Traité  Ut?<  mpeUv  tlonl  KuLucius  a  extrait 
U  solution  lie  deux  problèmes  (duplication  du  cube;  parte^^c  d'une 
sphi;rc  en  deux  segments  de  rapport  donné),  dont  on  ne  voilgui^re 
la  liaison  avec  le  sujet.  Au  vi'  siècle  de  l'ère  chrélieune,  Anthé- 
niiiis  composa  un  Ouvrage  Sur  des  mue/unes  étonnantes,  dont  il 
lions  reste  quelipcs  débris  précisément  relatifs  à  cette  question 
des  miroirs  ardents,  et  où  l'on  trouve,  pour  la  première  fois,  la 
proposition  sur  l'égalité  des  angles  de  la  tangente  à  la  parabole 
avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe.  Il  y  a  donc,  pour  la  date 
de  la  d<)couvcrte  de  cette  proposition,  une  question  intéressante 
sur  laquelle  je  me  propose  de  revenir. 

Pour  le  moment,  je  mécontente  de  remarquer  que,  si  la  Catoji- 
triguc  du  Pseudo-Euclide  se  termine  par  un  théorème  où  l'on 
essaye  de  prouver  que,  dans  un  miroir  sphériqne  convexe  exposé 
au  soleil,  le  foyer  sera  au  centre,  une  erreur  aussi  grossitrc  ni; 
peut  élre  attribuée  aux  géomètres  antérieurs  à  l'ère  chrétienne. 
A  la  vérité,  leur  hypothèse  sur  la  marche  des  rayons  visuels  était 
pour  eux  une  cause  d'erreur  inévitable  dans  la  détermination  de 
l'image  sur  les  miroir»  spliénques,  mais  pour  le  lover  des  miroirs 
ardents  cette  cause  d'erreur  n'existait  pas.  D'autre  part,  il  y  a 
certainement  eu  des  expériences  faites,  et  la  situation  du  foyer  a 
dû  être  mieus  reconnue. 

K.  U  ne  me  reste  plus  qu'à  piisser  rapidenirnt  en  rev  uc  les  bran- 
ches de  la  Mécanique,  au  point  de  vue  des  applications  de  la 
Géométrie. 

En  premier  lieu,  Geniinus  parle  des  engins  de  guerre.  Si  Archi- 
mède  n'avait  pas  décrit  ses  célèbres  inventions,  la  littérature,  sur 
ce  snjet,  n'en  était  pas  moins  riche;  elle  remontait  mânie  avant 
lui,  puisque  Vitruve  (X),  qui  donne  d'ailleurs  d'assez,  précieux 
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d<*tails^  en  <;('iirral,  sur  la  Mécanique  ^recf|ue,  cite  deux  ingé- 
nieurs d'Alexandre  le  Grand,  Diadès  et  Charias. 

I^»s  écrits  grecs  de  cette  nature  qui  nous  restent  ont  été  réunis 
dans  les  Mntheinalici  vetercs  de  Thévenot  (Paris,  lôpS);  on 
pourrait  croire  qu'une  bonne  partie  est  du  temps  de  l'empire 
romain;  mais,  si  Ton  écarUî  deux  compilations  sans  importance 
réelle  ('),  tous  les  auteurs,  sauf  un,  sont  antérieurs  à  l'ère  chré- 
tienne (2). 

Nous  avons  ainsi  :  d'un  laiton,  qui  avait  aussi  écrit  sur  l'Optique, 
un  Traité  de  la  construction  des  engins  de  guerre  et  des  catapultes, 
dédié  à  un  des  rois  de  Pergame  (un  Atlale);  de  Philon  de  Byzancc, 
contemporain  de  Ctésibios,  deux  Livres  analogues,  seul  reste  d*un 
Ouvrage  beaucoup  plus  étendu;  de  Héron  d'Alexandrie,  les 
JUXoTcoiixa  {Sur  les  armes  de  jet)  et  un  Traité  sur  la  Chiroba- 
liste  (•*);  enfin  d'un  Athénée,  un  Livre  sur  les  machines  de  guerre. 

il  est  à  remarqu(îr  que  la  solution  du  problème  des  deux 
moyennes  proportionnelles  d'après  Philon,  qu'Eu tocius  nous  a 
conservée,  figurait  dans  le  premier  Livre,  aujourd'hui  perdu,  de 
son  Ouvrage;  celle  de  Héron  se  retrouve  dans  les  BiXoTroitxa  que 
nous  avons,  mais  il  devait  l'avoir  insérée  également  dans  ses  In- 
troductions mécan  iques, 

La  seconde  branche  de  la  Mécanique,  indiquée  par  Geminus. 
est  caractérisée  par  les  noms  de  Ctésibios  et  de  son  disciple  Héron, 
et  par  son  but  qui  est  bien  celui  de  deux  des  Ouvrages  de  ce  der- 
nier, aussi  édités  dans  les  Matheinatici  veteres,  à  savoir  les 
Pneumatiques  et  les  jiu tomates.  L'ingénieur  mécanicien  s\ 
propose  bien  moins  de  décrire  des  ap|)licati()ns  utiles  que  des 
objets  d'amusement,  de  véritables  jouets  ou  encore  des  artifices 
propres  à  entretenir  la  superstition.  Ces  deux  Livres  répondent 
exa(;tenient  à  deux  des  subdivisions  de  la  Tliaumatopœ'ùjue  de 
Geminus;  la  troisième  devait  élre  représentée  par  un  Livre  de 
Héron,  aujourd'hui  perdu,  Ilspi  C^yio)v. 


(')  Los  fra;;nicnls  des  Gestes  de  Julius  Africanus,  cl  le  Traité  anonyme  sur  Jj 
tlélense  des  plaee  f«ule>. 

(■■)  Le  seul  postérieur  est  Apollodore.  (jui  vivait  au  ii"  siècle,  sous  rempercur 
Adrien.  M  a  Irait»''  des  uiacliine-5  pour  l'atlaciue  des  plaee"5  fortes. 

(  j  Sorh*  d'arbalète  reslitut'e  par  \  ietor  Prou  {  Vo/.  et  exlr.  des  Mss.  de  lo 
liihl.  lui  t.  ). 
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ffcminiifi  fait  aussi  allusion,  d'une  part,  â  lu  lliéoi-ic  ili;  ré(|u)- 
bre  el  des  L'entres  de  gravilé,  créée  par  Aroliimède  dans  ses 
Ouvrages  qui  nous  rcstenl  sur  l'équdîbrc  des  plans  el  dans  son 
Trait»!  perdu  Sur  les  hnlntices  (');  â  un  autre  Traité,  (également 
perdu,  <lu  grand  Svracusain,  à  sa  célèbre  Sphéropde,  qui  décrivait 
ppareil,  mA  par  l'eau,  où  les  mouvemcnls  célestes  (étaient 
représcntfS  dans  une  spbére  de  verre;  enfin  à  divers  autres  Cu- 
rages qui  Iraitaicnl  des  mouvements. 

6.  Eu  dehors  des  Traités  que  nous  avons  énuméri's,  c'est  d'iiprès 
le  Livre  VIII  de  la  Collection  mathématique  de  Puppus  qu'on 
peut  se  l'aire  l'idée  la  plus  précise  de  la  Mécanique  des  anciens  et 
se  rendre  compte  du  rôle  capital  qu'y  jouaient  les  recherches  pure- 
ment géumélrtques. 

Pappus  reconnaît  d'ailleurs  pour  lu  Mécanique  une  division  it 
peu  près  analogue  h  celle  de  Geinînus  ;  s'il  place  en  première  ligne 
l'art  des  manganaiicnx,  c'csi-â-dire  des  constructeurs  de  ma- 
chines servant  à  l'élévation  des  fardeaux  (des  moufles  en  parti- 
culier}, il  se  réfère  â  cet  égard  aux  anciens,  et  c'est  bien  là  ce 
qu'au  temps  de  Geminus,  d'après  Philon  el  Ht^ron,  on  cnlenduit 
proprement  sous  le  nom  de  mécaniques.  Pappus  parle  ensuite, 
comme  branches  suivantes,  de  la  l'ubricution  des  engins  de  guerre 
et  des  macbinos  proprement  dites  (''').  de  celle  des  Wfiata, 
eafia  de  la  sphéropée.  C'est  bien  la  même  série  d'applications  que 
donne  Geminus,  et  pour  les  Oaû[*«to  Pappus  fait  aussi  une  subdi- 
vision analogue,  en  indiquant  les  Ouvrages  précités  de  Héron; 
seulement,  il  cite  aussi  le  Traité  d'Archimède  Iltplâ/^oujjLiviuv  (dont 
lu  texte  grec  est  perdu)  et  celui  de  Héron  sur  les  horloges  à  eau. 
Si  ce  dernier,  que  nous  n'avons  plus,  pouvait  avoir  en  réalité  un 
but  pratique  (*),  il  est  bien  à  remarqucrque  l'objet  des  admirables 


('  )  Ilfpi  Iv^Sf,  l'appus,  I 

de  la  lingue.  La  (i.inniii  - 
de  machines  pour  i    i  " 
rcnse,  i(uo(i|u'il  > 

[BieM>jepréci»'iii<  iii  <i'  ' 

(  ')  Mail  il  semble  Ijîfm  q 


Iri!  les  iiiucliinus  de  ^ucrr?,  d'upnîs  l'usagr 
ria  le  texte,  et  it'aprés  Imtuellc  il  s'agiruit 
■ne  gomlile  une  ioterpulatjou  molencnn- 
ii'uitts  sur  la  niati^.  .Unis  Vitruve  (\), 
iiiuchines  «l  les  eus'in»  (argana),  appelle 
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recherches  d'Archimcdc  sur  les  centres  de  gravilé  el  les  mêla- 
centres  des  segments  de  paraboloïdes  flottant  sur  l'eau  est  de  faire 
la  théorie  de  petits  jouets  donnant  des  effets  paradoxaux  d'équi- 
libre ou  d'instabilité;  à  cet  égard,  ce  Traité  peut  tout  à  fait  être 
comparé  aux  Zuy'*  ou  aux  Ouvrages  analogues  de  Héron. 

Le  Livre  Vlil  de  Pappus,  au  reste,  paraît  à  peu  près  en  totalité 
emprunté  à  des  sources  antérieures  à  l'ère  chrétienne  (*),  surtout 
à  Héron  d'Alexandrie,  et  les  manuscrits  se  terminent  par  des 
extraits  des  Mécaniques  de  ce  dernier;  c'est  là  que  se  trouvent 
décrites  les  cinq  puissances  simples  des  anciens  :  le  treuil,  le 
levier,  la  moufle,  le  coin  et  la  vis  sans  fin  (2),  tandis  que  plus 
haut  Pappus  avait  donné  la  théorie  d'une  machine  passablement 
complexe  d'après  le  BapouXxoç  (')  de  Héron.  C'est  dans  ces  Ouvrages 
perdus  de  Tingénieur  alexandrin  comme  dans  ceux  analogues  de 
Philon  que  se  trouvaient  réunies  les  connaissances  de  mécanique 
pratique  des  anciens,  et,  après  eux,  ces  connaissances  ne  semblent 
guère  avoir  réellement  progressé. 

7.  L'histoire  de  la  Mécanique  pratique  dans  l'antiquité  (*)  offre 
au  reste  une  double  obscurité.  Un  premier  point  ne  sera  proba- 
blement jamais  éclairci  d'une  façon  suffisante,  car  les  documents 
manquent  pour  déterminer  la  date  réelle  des  inventions  fonda- 
mentales; il  semble,  toutefois,  qu'elles  doivent,  en  thèse  générale, 
cire  regardées  comme  très  antérieures  à  Archimède,  sauf  toutefois 
celle  de  la  vis.  Mais  une  autre  question,  non  moins  grave,  est  sus- 
ceptible d'être  élucidée,  au  moins  dans  une  très  large  mesure,  par 
l'élude  approfondie  dos  documents  qui   nous  restent.   Comment 


(les  horloges  les  anciens  se  soient  surlout  préoccupes  d'obtenir  des  effets  curieux, 
comme  l'apparition  de  fi{j:ures  indiquant  les  heures,  etc. 

(')  C'est  dans  son  VJl*  Livre  (jue  Pappus  énonce,  comme  étant  de  son  inven- 
tion, le  ihéorrme  ordinairement  connu  sous  le  nom  de  Guldin. 

(')  Ces  extraits  ne  semblent  pas  l'œuvre  de  Pappus. 

(^)  Tireur  de  fardeaux.  Cette  machine  se  compose  d'un  treuil,  actionné  par  un 
équipage  de  cinq  roues  dentées,  dont  la  dernière  est  commandée  par  une  vis  sans 
fin  mue  par  une  manivelle.  Héron  a  inséré  partie  de  son  Traité  sur  cette  ma- 
chine dans  son  Ouvrage  Sur  la  Dioptre.  Le  BapoO)xo;  existe  encore  en  arabe. 

(*)  Je  me  borne  à  signaler  sur  reltr'  maliére  1rs  intéressants  travaux  de  M.  Ho- 
chas d'Aigluii. 
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es  anciens  pouvaipnl-ils  siiiipléer,  dans  la  pratîqiif,  à  rinsiil'lt- 
aoce  (lo  leurs  connaissances  théoriques? 

Pour  ces  dernières,  leur  histoire  est  suriisaminent  claire;  les 
ninbiosisoDS  de  mouvemenls,  un  point  de  vue  ciuëmatique.  ont 
\là  connues  de  très  bonne  heure  ('),  el  les  Grecs  y  otil  déployé 
me  grande  ingéniosité;  mais  ils  u'oul  jamais  précisé  le  concept 
le  vitesse. 

Le  génie  d'Archimèdc  créa  la  théorie  de  la  composition  des 
orces  parallèles,  des  centres  de  gravité  et  celle  de  l'équilibre  des 
iorps  flottants.  Mais  l'antiquité  n'alla  pas  plus  loin;  non  seule- 
nent  let  premiers  principes  de  la  Dynamique  ne  furent  pas  soup- 
^nnés,  mais  la  composition  statiqne  des  Ibrces  concourantes  fut 
toujours  ignorée,  et  l'explication  des  machines  se  borna  à  l'exten- 
■ion  du  principe  d'équilibre  du  levier,  qui  est  le  poini  de  départ 
des  travaux  d'Archimède,  mais  peut  cependant  avoir  été  reconnu 
l  lui,  au  moins  empiriquement  ('), 

y  a  donc  une  singulière  exagération  à  attribuer  aux  anciens 
un  pressentiment  eOectîf  d'un  principe  comme  celui  des  vitesses 
virtuelles.  Il  sul'flt  de  remarquer  qu'ils  étaient  incapables  de  faire 
la  théorie  si  simple  du  plan  incliné. 

Voici  comment  Pappus  (p-  tohj)  traite  celte  question.  Un 
corps  de  poids  P  est  traîné  sur  un  plan  horizontal  par  une  force 
P/.  Pour  connaître  quelle  i'orce  sera  nécessaire  pour  lui  faire 
gravir  un  plan  incliné  sur  l'horizon  d'un  angle  «,  il  suppose  que 
corps  est  une  sphère,  et,  menant  une  verticale  par  le  point  de 
contact  de  cette  sphère,  et  du  plan,  it  détermine,  d'après  le  prin- 
cipe du  levier,  le  poids  qui,  appliqué  k  rpxtrémilé  du  rayon  que 
rencontre  celle  verticale,  empêcherait  la  sphère  de  descendre.  Ce 
poids  est  P^^^ La  force  clierchée    serait   dès   lors,    d'après 


(<}  Le  pins  ancien  uicniple  est  la  distinctioa  du  ntouvciiienl  propre  des  planètes 
M  de  leur  iniiuTemctiL  diurne  par  l'êvole  pythagiiricitinaei  le  sysf^me  des  sphâres 
!Onrenlrii|uea  d'Eudutc,  piiur  ifpri'sFnler  tcsiiiouvemenls  céiesles,  ulFredc^eum- 
linaisnns  di'jâ  très  suranics,  et  un  passage  de  l'Iatun  ^Loù,  X,  %3,  d)  prouve 
igalemeot  qutf,  d^i  sun  lenips,  la  tliéurie  eiainîniiïl  ks  eus  tes  plus  rompliquff. 
(■]  Il  9C  trouve  éuuucé  diint  \vi  Aff'eanii/uet  d'\t'nlotr,  et  l'cxplii^alion  du  coin 
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Pappiis. 

\  1  —  sina/*         I  —  sina 

Un  n'sultal  aussi  mani'feslemcnt  erroné,  déduit  de  raisonne- 
ments en  apparence  géométriques,  nous  montre  bien  tout  ce  qui 
restait  h  faire  avant  Stevin  et  Galilée  sur  la  question  la  plus  capi- 
tale de  la  Statique.  Si  Arcliiméde  avait  su  ramener  à  des  problèmes 
géométriques  la  recherche  de  l'équilibre  dans  le  cas  de  forces  pa- 
rallèles, les  essais  faits  après  lui  dans  le  même  sens  ont  été  des 
plus  malheureux;  on  n'en  doit  qu^admirer  d'autant  plus  la  puis- 
sance de  son  génie. 


FIN    DR   LA    PREMIERE    PARTIE    DU    TOME  I\. 
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BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France. 

Tome  XI;  i883. 

Lemoine  (E.).  —  Quelques  questions  de  probabilités  résolues 
géométriquement.  (i3-25). 

L'exemple  suivant  donnera  une  idée  des  problèmes  que  se  pose  M.  Lemoine 
et  des  solutions  qu'il  trouve  : 

«  On  prend  au  hasard  un  point  M  dans  Tintérieur  d'un  triangle  quelconque 
ABC,  de  côtés  a,  bj  c.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que,  si  de  ce  point  on 
abaisse  des  perpendiculaires  MA,,  MB,,  MC,,  sur  les  trois  côtés  : 

»  I*  On  puisse  former  un  triangle  avec  MA,,  MB,,  MC,  ; 

«  3"  On  puisse  former  un  triangle  qui  n'ait  que  des  angles  aigus?  » 

Voici  comment  Tauteur  résout  la  première  partie  de  la  question  : 
Le  point  M  doit  être  situé  à  l'intérieur  du  triangle  A'B'C  déterminé  par  les 
intersections  des  bissectrices  intérieures  avec  les  côtés  du  triangle  ABC.  La  pro- 
babilité cherchée  est  donc 

surf.A'B'C  a  abc 


suri.  ABC         (a -+-6)  (a -h  c)  (6 -t- c) 

Picard  (Emile).  —  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes 
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des  intégrales  abéliennes,  et,  en  particulier,  dans  le  cas  des 
courbes  du  second  genre.  (25-53). 

La  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  au  problème  général  de  la  ré- 
duction du  nombre  des  périodes. 

M.  Picard  démontre  le  théorème  suivant  : 

«  Si  parmi  lesp  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  relatives  à  une  couriie 
de  genre  p,  il  y  en  a  ç(q  <p)  ayant  seulement  2q  périodes,  savoir 

les  q  fonctions 

^p  «^t»  •  •  •  »  ^f  » 

résultant  de  Tinvcrsion  de  ces  intégrales,  sont  racines  d'équations  algébriqaes, 
ayant  |K)ur  coefficients  des  fonctions  uniformes  de 

^1»  '•'j»  •  •  •»  -5^» 
avec  a  y  systèmes  de  péri(»d('s,  en  posant 

z^r.-.  i/^(jF,)  -hUt{x^)-^...-hUi{x^)        (1  =  1,  a,  ...,  q). 

-De  plus,  ces  fonctions  'jq  fois  périodiques  pourront  s'exprimer  à  l'aide  des 
fonctions  6  de  ç  variables  indépendantes.  » 

Dans  la  seconde  Partie,  Fauteur  traite  des  courbes  du  second  genre,  et  résoDt 
ce  problème  : 

<c  Etant  donnée  l'équation 

y-  =  x{i  —  x)  (i  —  k^x)  {i  —  /*x)  (i  — w'j:), 

trouver  les  expressions  générales  de  A**,  P,  m',  telles  qu'il  existe  une  intégrale 
de  première  espèce  relative  à  cette  courbe  et  n'ayant  que  deux  périodes. 

Dans  la  solution  intervient  un  entier  arbitraire  D.  En  lui  donnant  la  valear 
•jy  M.  Picard  retrouve  un  résultat  de  Jacobi. 

Il  montre  que  si,  pour  une  courbe  donnée  du  second  genre,  il  existe  ooe 
intégrale  n'ayant  que  deux  périodes,  il  en  existe  nécessairement  une  seconde. 
Dans  certains  cas  particuliers,  il  peut  arriver  qu'il  n'y  ait  pas  seulement  deax 
intégrales,  mais  une  infinité  n'ayant  que  deux  périodes. 

Revenant  au  cas  général,  Tauteur  fait  connaître  Téquation  par  laquelle  s'ef- 

/*  I  *    ♦-Or 
fcclue  rinversion  de  l'intégrale  /  —  ^  '    dx^  supposée  n'avoir  que  deux  pc- 

riodes. 

Finalement,  il  indique  le  moyen  d'obtenir  la  transformation  qui  raméocn 
l'intégrale  liyperelliptiqnc  à  une  intégrale  elliptique. 

Fouret.  —  Sur  une  propriété  relative  à  deux  systèmes  matériels, 
composés  d'un  même  nombre  de  points  ayant  des  masses  égales 
chacune  à  chacune.  (53-65). 

Soient 

O,  0'  les  centres  de  gravité  respectifs  des  deux  systèmes; 


ï 
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mj  la  masse  commune  de  deux  points  correspondants  A^,  A^  ; 

Bj,  B/  ce  que  deviennent  les  deux  points  A^,  A/  lorsqu'on  transporte  les  deux 

systèmes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  k  faire  coïncider  leurs 

centres  de  gravité; 
M  =  Smi  la  masse  totale  de  chaque  système. 

On  aura 


Lm^A^A/    =M00'   -f-Sm^B^Bj. 

En  particularisant  de  diiTérentes  manières  ce  théorème  très  général,  on  retrouve 
diverses  propositions  connues  de  Mécanique. 

Zeller  (Ch.)»  —  Problema  duplex.  Calendarii  fundamenlale.  (09- 
61). 

Perrin.  —  Sur  les  cas  de  résolubilité  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré. 

L'auteur  a  déjà  résolu  l'équation  du  cinquième  degré  privée  de  second  terme 
(1)  jr*-f-io/>j;^4-ioça?^-H  5ra? -h#  =«  o, 

lorsque  les  coefficients  satisfont  aux  deux  conditions 

«7  =  0,    r  =  4/?». 
{Bulletin,  t.  X,  p.  iSg.) 
Dans  le  cas  de 

p  —  Oj     i6q* -\- iqrs -^  r*  —  0, 

les  cinq  racines  de  l'équation  (i)  sont  données  par  la  lormule 

^p  =  -  ^'{/j^  -^  ®'' v?'      ^^  =  ''  ^'  ^'  *'  ^^' 

où  6  représente  une  même  racine  cinquième  imaginaire  de  l'unité,  quelconque 
d'ailleurs,  et  où  les  radicaux  sont  pris  avec  leurs  valeurs  arithmétiques. 

Pour  le  cas  général  de  résolubilité  par  radicaux  de  l'équation  du  cinquième 
degré,  M.  Pefrin  fait  connaître  une  réduite  d'une  simplicité  remarquable.  Cette 
réduite  est 

25  T»—  UP  =  o, 

U  désignant  la  forme  générale  binaire  du  cinquième  ordre,  T  son  covariant  ca- 
nonique, P  son  covariant  linéaire  le  plus  simple. 

AppelL  —  Sur  certains  développements  en  série  de  puissances. 
(65-69). 

Soient  C,  C  deux  cercles  qui  ne  sont  pas  entièrement  intérieurs  l'un  à  l'autre  ; 
fi,  a'  les  affixcs  de  leurs  centres.  Toute  fonction  /(x),  holomorphe  en  tous  les 
points  du  plan  à  la  fuis  extérieurs  aux  deux  cercles,  est,  en  ces  points,  repré- 
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senlée  par  la  série 

(0  /(x)  =  A,  +2  [(^  ^  ^^]  • 


Telle  est  la  formule,  établie  antérieurement  par  M.  Appell  {Mathematitche 
Annalen,  t.  Wl,  p.  iiS,  et  Acta  mathematica,  t.  I,  p.  i43).  Elle  donne  lien 
aux  remarques  suivantes  : 

Si  les  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  le  déyeloppement  (i)  n'est 
possible  que  d'une  manière; 

Si  les  deux  cercles  se  coupent  ou  se  touchent,  ce  développement  est  possible 
d'une  infinité  de  manières.  11  existe  une  infinité  de  séries  de  la  forme  (i)  ayant 
pour  somme  zéro  :  on  peut  donc  ajouter  une  pareille  série  au  développement  (i) 
sans  qu'il  cesse  de  représenter /(a:). 

Mêmes  remarques  dans  le  cas  où  les  deux  cercles  ne  sont  pas  entièrement 
extérieurs  l'un  à  l'autre  :  toute  fonction  /(x),  holomorphe  dans  la  partie da 
cercle  C  extérieure  au  cercle  C,  est  alors  développable  en  série  de  la  forme 

v  =  i 

Ces  remarques  s'étendent  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  cercles. 

Lucas  (Edouard).  —  Démonstration  du  théorème  de  Clausen 
et  de  Staudt  sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (65-71). 

On  a,  pour  les  nombres  de  Bernoulli,  l'expression 

B    =\    _i_l-i 1, 

dans  laquelle  Ao,  A,,  A,,  . . .,  A^  désignent  des  nombres  entiers,  et  2,  a,  ^,  ...,X 
tous  les  nombres  premiers  qui  surpassent  de  Tunité  tous  les  diviseurs  de  n. 

M.  Lucas  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  directe,  fondée  sur  les 
théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson,  et  sur  lu  méthode  de  sommation  des  puis- 
sances due  à  Fermât. 

David.  —  Sur  deux  séries  nouvelles  qui  expriment  le  sinus  et  le 
cosinus  d'un  arc  donné.  (j'j>--G). 

Ces  séries,  qui  mettent  en  évidence,  dans  les  numérateurs  de  leurs  termes,  les 
zéros  successifs  des  fonctions  sinx  et  cosj7,  sont  les  suivantes  : 

rosx  =  I — -  -f- .,    .     . - .,  ,   .  y- -t-.-» 


■^.X  IJL'i   1.7-      -T.-) 

sinjr  --  —  — '     ., 

r  1 , 2 .  .1  t:  ' 


Elles  convergent  pour  toute  valeur  finie  de  x. 


I 
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Vanecek  {J.-S.  et  M.-N,),  —  Sur  les  ellipses  décrites  par  les 
points  invariablement  liés  à  un  segment  constant  et  sur  une 
surface  circulaire  du  huitième  ordre.  (76-88.) 

Perrin.  —  Sur  les  résidus  des  invariants  et  covariants  des  formes 
binaires.  (88-106). 

L'auteur  appelle  résidu  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  de  la  forme  binaire 
d'ordre  m 

U  =  (ao,  a„  aj,  ...,  aj  (x,  y)'^ 

ce  que  devient  l'invariant  ou  la  source  du  covariant,  lorsqu'on  y  fait  a„  =  o. 

Tout  invariant  ou  covariant  d'une  forme  binaire  est  complètement  détermine 
et  entièrement  calculable,  lorsqu'on  connaît  son  résidu. 

Le  résidu  d'un  covariant  jouit  de  l'une  des  propriétés  essentielles  de  la  source 
de  ce  covariant  :  toute  relation  identique,  ou  syzygie,  entre  des  covariants  et 
invariants  subsiste  entre  leurs  résidus,  et  réciproquement.  Dès  lors,  la  recherche 
des  invariants  et  covariants  distincts  d'une  forme  binaire  est  ramenée  à  la  re~ 
cherche  des  résidus  distincts. 

La  méthode  de  M.  Cayley,  pour  la  recherche  des  sources  ou  péninvariants 
distincts,  est  applicable  à  celle  des  résidus. 

M.  Perrin  forme  le  système  des  résidus  distincts  relatifs  à  la  forme  binaire 
du  cinquième  ordre. 

Poincaré,  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions, (l  12-125). 

Soit  y  une  fonction  analytique  quelconque  de  Xy  non  uniforme.  On  peut  tou- 
jours trouver  une  variable  z  telle  que  x  ei  y  soient  fonctions  uniformes  de  z. 

Ce  beau  théorème,  fondé  sur  la  démonstration  que  M.  Schwarz  a  donnée  du 
Principe  de  Dirichlet,  ramène  l'élude  de  toutes  les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable à  celle  des  fonctions  uniformes. 

Bobek,  —  Remarque  sur  la  ligne  de  striction  de  Thyperboloïde  à 
une  nappe.  (125-129). 

Poincaré,  —  Sur  les  fonctions  8.  (129-134). 

Soit  une  fonction  8  à  ^  variables 

e(x,,  x^y  ...,  x„)  =  Se?+'"«'i-^'"i'a+— +'"»'«, 

9   représentant   une  forme   quadratique   par  rapport  aux   n    nombres  entiers 
m,,  mj,  . ..,  m^.  Soient  ensuite  n^  constantes  quelconques 


««>» 


(  -:  =  I,  3,   ...,  n\, 


M.  Poincaré  pose,  pour  abréger, 
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el  considère  les  n  équations  simultanées 

Combien  ces  équations  ont-elles  de  systèmes  de  solutions  communes? 

Telle  est  la  question  que  M.  Poincaré  résout,  en  s'aidant  de  la  formule  de 
M.  Kronccker  qui  exprime  sous  la  forme  d'une  intégrale  déGnie  multiple  le 
nombre  des  solutions  communes,  k  un  système  de  n  équations  à  n  inconnaes, 
lorsqu'on  assujettit  ces  solutions  à  être  comprises  dans  un  domaine  donné.  Ce 
domaine  est  ici  le  prismatoïde  des  périodes. 

La  réponse  à  la  question  est  n\  On  ne  compte  pas,  bien  entendu,  comme 
distinctes  les  solutions  congruentes. 

Apres  avoir  résolu,  par  l'application  du  même  principe,  un  problème  plas 
général,  M.  Poincaré  se  pose  la  question  suivante  : 

et  Quel  est  le  nombre  des  fonctions  ^{x^ —  a^)  qui  s'annulent  pour  n  systèmes 
donnés  de  valeurs  de  x^'i  » 

Ce  nombre  est  n\  Mais  la  connaissance  de  n  de  ces  fonctions  entraîne  celle 
des  n\  —  n  autres. 

D^Ocagne,  —  Sur  le  centre  de  courbure  des  courbes  de  pour- 
suite. (  i3/(-i35), 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  entières.  (i3&-i44)* 

Un  facteur  primaire  de  M.  Weierstrass 

(.-f)eP(x., 

est  dit  de  genre  /t,  lorsque  le  polynôme  P(:r)  est  de  degré  n. 

Une  fonction  entière  est  de  genre  /i,  lorsqu'elle  ne  contient  que  des  (acteurs 
de  genre  n  ou  de  genre  inférieur. 

M.  Poincaré  fait  connaître  quelques  résultats  sur  la  façon  dont  les  fonctioos 
de  genre  n  se  comportent  à  l'infini. 

Soient  F(x)  une  fonction  de  genre  /i,  a  un  nombre,  aussi  petit  qu'on  voudra, 
mais  d'argument  tel  que  lime**""^'  =  o,  on  aura 

limF(x)c""-^*  =  o, 

lorsque  x  tendra  vers  l'infini  avec  un  argument  déterminé. 
Il  suit  de  là  que  l'intégrale 


•^  0 


représente  une  fonction  «!>(  —  )»  4>  étant  une  fonction  entière. 
M.  Puincarc  en  conclut  que  dans  une  fonction  entière  de  genre  n 

on  a 

Iiiii.\^"*^V/>î    -  o. 

lorsque  p  croit  indcfinimcnl. 


j 
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lursal,  —  Sur  les  cquulions  dilTérenli elles  linéaires  du  qua- 
trième ordre,  donl  les  intégrales  vérifient  une  relallon  homogène 
du  second  degré.  (144-17*)- 

H.  Fuobs  a  montré  qoe,  »i  les  intégrales  d'uoc  i^iuation  dilTérentielle  linéaire 
lu  lroïsi*ine  ordre  A  coetCcicnts  rMionuels  vi^rilîeal  une  rcJalion  Uomogène  du 
second  dcgr^,  tes  iotégml»  sont  les  carrés  des  intégrolei  d'une  lîqualioo  du 
Hcood  ordre  A  cocfQcicnIs  rationnels. 

M.  GourKit  commence  par  retrouver  cette  propriété  en  supposant  les  coeflî- 
cients  d«  l'équation  du  troisième  ordre  functioui  uuiformcs  d'un  point  analj- 
tiqne.  Pui3  il  étudie  tes  cas  de  réduction  aualogues  qae  présente  l'équation 
liu^Bire  (lu  quatrième  ordre,  eu  supposant  que  les  coeflicients  soient  uniformes; 
résultats  subsistent  quand  ce  sunl  des  fonctions  uniformes  d'un  point 
analjtique. 

Deux  cas  sont  i  distinguer,  suivant  que  la  relation  quadratique  considérée 
contient  elTL-ctivcnii^ul  quatre  inlégrales,  et  alors  on  peut  l'écrire 

elle  n'en  contient  que  trois,  et  prend  conaéqueniment  la  foruic 

L'î  =  LijLi,. 

s  le  premier  cas,  les  intégrales  de  l'équation  du  quatrième  ordre  sont  les 
produits  des  intégrales  de  deux  équations  linéaires  du  second  ordre  dont  les 
coefficients  sont  racines  d'équations  quadratiques  i  coeflicients  uniformes. 

Dans  le  second,  l'équation  du  quatrième  ordre  (qui  n'est  pas  irréductible) 
admet  comme  juliïgrales  les  carrés  des  intégrales  d'une  équation  linéaire  du 
Mcond  ordre  à  coeflicients  uniformes, 

Mais  on  peut  aussi  supposer  que  la  intégrités  de  l'équation  du  quatrième  ordre 
«érilient  rfeits  relations  homogènes  et  du  second  degré.  Ces  quatre  intégrales 
MBt  nlors  les  coordonnées  homogénn  d'un  point  d'une  biquadratique  gauche.  De 
mime  que  dans  le  problème  précédent  il  s'agissait  de  trouver  tes  substitutions 
qni  font  revenir  sur  elle-même  une  surface  du  second  ordre,  la  question  est  ici 
de  chercher  les  substitutions  qui  font  revenir  sur  elle-même  nne  biquadratique 

Si  la  courbe  rsi  une  véritable  biquadratique  gauche,  une  intégrale  quelconque 
de  t'équalion  différentiel  le  du  quatrième  ordre  sera  racine  d'une  équation  entière 
a  coefficients  uniformes,  pourvu  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  de 
l'équation  dilTérentielle. 

" mpose  d'une  droite  et  d'une  cubique  gauche, 

itégrales  d'une  équation  linéaire  du   second 


Si  la  biquadratique  gauche  se  1 
■  intégrales  sont  les   cubes  des 
ordre  t  coefficients  uniformes. 

M.  Goursat  termine  par  quelqi 
tant  que  joue  dans  la  théorie  des  équal 
substitutions  linéaires  qui  reprodi 


considérations  générâtes  sur  le  r61c  Irapor- 
dilTérentielles  linéaires  l'étude  des 
forme  homogène  donnée. 


'erolt.  - 


•  Sur  le  problème  des  foit! 


J 
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Lévy  {Lucien).  —  Mémoire  sur  les  surfaces  développables  formées 
par  la  réfraction  d'un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
sur  une  courbe  donnée.  (186-199). 

Grouper  les  rayons  réfractés  de  manière  à  former  des  surfaces  développables. 

L'auteur  ramène  ce  problème  à  une  équation  de  Riccati,  dont  il  trouve  deux 
solutions  particulières.  Le  problème  ne  dépend  plus  alors  que  d'une  seule  qua- 
drature. 

L.  R. 


JOURNAL  DE  Mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  Liouvillb 
et  continué  par  H.  Rbsal. 

3*  série.  —  Tome  VIIL  —  Année  1882  ('J. 

Mathieu  [E.),  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes.  (5-i8). 

L'auteur  étudie  les  propriétés  d'un  système  de  coordonnées  /leta  défini  de  la 
manière  suivante  :  Supposons  une  courbe  tracée  dans  un  plan,  et  considéroos 
une  portion  u)  de  ce  plan  qui  contienne  cette  courbe,  et  dont  tous  les  points  en 
sont  très  voisins;  de  chaque  point  M  du  champ  &>  abaissons  une  normale  MP 
sur  la  courbe;  le  point  M  sera  déterminé  par  la  longueur  n  de  la  normale  MP 
et  par  la  longueur  9  de  la  courbe  comprise  entre  un  point  fixe  de  cette  courbe 
et  le  point  P. 

Les  Coordonnées  n  et  a  ne  forment  pas  un  véritable  système  de  deux  variables, 

//  ri 

c'cst-ù-(iire  (lue  les  signes  -p-  et  -7-  ne  peuvent  être  intervertis  sur  une  même 

an       UQ 

expression.  Si  l'on  désigne  par  u  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires 

X,  y  d'un  point  situé  à  rinlcrieur  du   contour  7,  par  v  l'angle  de  la  normale 

intérieure  ù  la  courbe  avec  l'axe  des  x,  on  aura 

, du  , du 

dn        du   dv  __   d'y         du  dv 
dv  dz  du  ~     dn  dn  dn 

Caucliy,  dans  sa  théorie  de  la  lame  élastique  courbe  {Exercices  de  Mathé- 
matiques, i8.>^{,  3*  année,  p.  jSS  à  3j.')),  a  traité  les  coordonnées  n  et  ff  (qu'il 
appelle  r  et  s)  coniriic  des  variables  ordinaires  :  de  là  les  erreurs,  et  la  nécessité 
de  rectifier  les  calculs. 

M.  Mathieu  donne  les  formules  exactes  de  double  dérivation  par  rapport  aux 
coordonnées  «  cl  a;  en  les  appliquant  au  problème  du  mouvement  vibratoire 
d'une  plaque  élastique  à  contour  libre,  il  parvient  à  mettre  sous  une  forme  très 
élégante  les  deux  conditions  au  contour  trouvées  par  KirchhofT. 

M.  Mathieu  étend  ses  formules  à  une  surface. 


(')  Voir  Ihdletiny  VI,.  i)\. 
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IFest.    —    Exposé    des    mélhocles    en    Malhéma tiques,    d'après 
Wronski.  (Deuxième  Note.)  (19-54). 

ResaL  —  Sur  la  détermination  du  niveau  potentiel  de  l'ellipsoïde. 
(55-6o). 

Cet  article  et  les  suivants,  du  même  auteur,  se  trouvent  réunis  dans  le  Traité 
de  Physique  mathématique  de  Resal,  dont  on  a  rendu  compte  dans  une  autre 
partie  du  Bulletin. 

David,  —  Applications  de  la  dérivation  d'Arbogast  à  la  solution 
de  la  partition  des  nombres  et  à  d'autres  problèmes.  (61-72). 

La  loi  de  dérivation  d'Arbogasl  {voir  le  grand  Traité  de  Lacroix,  n"  123) 
permet  de  former  immédiatement  les  termes  successifs  du  développement  d'une 
fonction  de  série 

«p  (  a  +  a, 37  H-  a, a?' 4- . . . )• 

En  comparant  la  formule  d'Arbogast  à  une  autre  formule  donnant  une 
expression  différente  d'une  fonction  de  série,  M.  David  résout  simplement  le 
problème  de  la  partition  des  nombres,  qui  consiste,  comme  on  sait,  dans  la 
résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation 

/>,  -h  2/?j  -4-  3/?  j  -f- . . .  =  /i. 
La  loi  d'Arbogast  résout  immédiatement  un  certain  nombre  d'autres  problèmes. 

Clausius.   —  Sur  une  formule  relative  à  Télectrisation   par  in- 
fluence (*).  (Extrait  et  annoté  par  la  rédaction.)  (73-77). 

Soient 

C,,  G,,   ...,  C^,  n  corps  conducteurs  qui  agissent  les  uns   sur  les  autres  par 

influence; 
Qi»  Q2»  . . .,  Qa  les  quantités  d'électricité  qui  se  trouvent  sur  ces  corps  à  la  suite 

d'une  première  charge; 
V,,  Vj,  ...,  V„  leurs  niveaux  potentiels; 

Qi»  Qî»  •••>  Q/i  et  Vi,  V'j,  ...,  V'/t  les  équivalents  des  Q  et  des  V  pour  une 
seconde  charge;  on  aura 

V.Q',  -+-  V,q;  H-. . .  -f-  V,Q;  r-.  \\  Q,  +  V,  Q,H-. .  .4-  V'«Q,. 

D'après  M.  Bertrand  {Journal  de  Physique  de  d'Almeida,  t.  III,  p.  73),  cette 
formule  aurait  été  antérieurement  établie  par  Gauss. 

ResaL  —  Commentaire  à  la  théorie  analv tique  de  la  chaleur  de 
Fourier.  (79-124)- 


(*)  WiEDEMAîfM,  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  p.  /|93  et  suiv. ;  1877. 
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ïïesf,    —    Expose   des    méthodes    en    Mathématiques,    d'après 
Wronski.  (Troisième  Note.)  (i  20-1 66). 

Mannheim.  —  Sur  la  détermination,  en  un  point  d'une  surface 
du  second  ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et  des  ravons  de 
courbure  principaux.  (16^-172). 

Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur  aux  élégantes  démonstrations  géo- 
métriques (le  M.  Maonlicini. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  hypergéométriques  de  deux  variables. 

(173-216). 

Les  séries  les  plus  simples  qu'il  convient  de  considérer  comme  généralisation 
(le  la  série  hypergéomclrique  de  Gauss  sont  les  suivantes  : 

w.  /      o  »  X  V      (a,  m-f-/i)(û,  m-i-/i) 

La  sommation   s'étend  aux  valeurs  entières  de  m  et  ra  de  zéro  à  rinfioi;  le 
symbole  {\  k)  représente  le  produit 

X(X  -1-  i)  ...  Çk  -f- A— i), 

avec   la   convention    (X,  o)=i.    On    forme  ces  fonctions  en  multipliant  deux 

séries  de  Gauss  F(a,  ?,  y,  x)  F(a',  ?',  y'>.>')>  et  remplaçant  dans  le  terme  général 

du  produit 

(g.m)  («',»)(?. m)(^\/i)^^    ^ 


certains  produits  tels  que  (a,  m)  (a',  /i)  par  (a,  m  —  w)  de  toutes  les  manières 
possibles. 

M.  Appcll  examine  les  différents  cas  où  ces  séries  se  ramènent  soit  à  une 
série  de  (iauss,  soit  les  unes  aux  autres  (F,  peut  toujours  se  ramener  à  F,);  il 
discute  les  conditions  de  leur  convergence. 

De  même  que  la  fonction  de  Gauss  satisfait  à  une  équation  diiTérentielle  qui 
permet  de  la  définir  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable,  de  même  les  quatre 
fonctions  F,,  F,,  V^,  F^  satisfont  à  des  équations  différentielles  simultanées  per- 
mettant de  les  définir  pour  tous  les  groupes  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  L'intégration  de  ces  quatre  systèmes  amène  l'auteur  à  formuler 
une  théorie  des  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 

r  r-  n^s  -r-  n^p  --  a^f]  -r-  a^z. 
t  —  b^s  -r-  b^p  -\-  b^q  -h  b^z, 

analogue  à  celle  des  é«|uations  fiifféreiiliolles  linéaires  à  une  seule  variable. 
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On  connaît  la  liaison  intime  qui  existe  entre  la  série  de  Gauss  et  les  fonctions 
de  Laplare.  M.  Appell  rattache  de  la  même  façon  à  la  série  F,  les  polynômes 

que  M.  Hermite  a  indiques  comme  généralisation  des  polynômes  de  Legendre 
{Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences,  t.  LX,  p.  870,  43a»  t^^i,  5ia,  et 
Journal  de  Crelle,  t.  LXIV),  et  qui  ont  été  étudiés  par  Didon  {Annales  de 
r École  Normale,  t.  V,  année  1868). 

Les  fonctions  de  M.  Appell  peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'intégrales  définies 
doubles  (la  fonction  Fj  peut  même  s'exprimer  par  une  intégrale  simple, 
comme  Ta  montré  M.  Picard,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  y 
t.  XC|  p.  1267).  Il  en  résulte  des  relations  importantes  entre  ces  fonctions. 
L'expression  de  F,  par  une  intégrale  définie  permet  de  démontrer  pour  cette 
fonction  une  proposition  intéressante  par  son  analogie  avec  la  question  du  déve- 
loppement d'une  fonction  d'une  variable  en  fraction  continue. 

M.  Appell  étudie  ^nalement  les  fonctions  définies  par  l'équation  différentielle 
unique 

^  ^         l  {x  —  œ^)r  —  iœys-{-  {y—y^)t 
(i)  •: 

I      h-[y  —  (a-f-6H-i)a?]/?-h  [y'—  («H-  6  -Hi)y]^  —  aSx  =  o, 

obtenue  en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  équations 

{x  —  x^)r  —  xys-\-  [y  —  («4-  P  -M)a?]^—  ^yq  —  «P  ^  =  o, 

et  faisant  p4-  p'=  5. 
La  solution  entière  la  plus  générale  de  l'équation  (i)  est 

m=m,  11=.» 

OÙ  l'on  a 

«-..^A»»)- 7 /('»  +  ')+  "^"~'V(m  +  a)  4-.. ■+ (-!)'/('»  +  /') 

/    s       "*     /          X        m{m  —  i)     .  .  /      V-    ., 

^  ?(/!) 9(/n-i)  H ^ f-)(/n-2)  4-...-f- (— O^fpCm-f-n), 

les  fonctions  /  et  9  étant  arbitraires. 

L'équation  (1)  comprend  comme  cas  particulier  celle  des  fonctions  de  La  place. 
Elle  fournit  ainsi  une  extension  intéressante  de  la  propriété  fondamentale  de 
ces  fonctions.  Si  x  est  une  solution  de  l'équation  (i),  ^,  une  solution  de  l'équa- 
tion obtenue  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  a  par  a  —  X,  et  6  par  S-t^X, 
l'intégrale 

I  -  //xT - •  vT'- ^{i  —  x  —y  )«+*-ir7' zz,  dx  dy 

est  nulle  tant  que 

X(o  —  a  4-  X)  <  0. 

M.  Appell  fait   l'application  de  cette  théorie  générale  à  certaines  classes  de 
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polynTniu-i.  parmi  lesquels  nous  citerons  les  polynômes, 

11     _  —  Jc'    Ty»-T' 1 '—— ;^^ '—^ , 


m^H 


Ox^'ày 


qui  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  ceux  de  Jacobi.  Le  théorème  fonda- 
mental 1  ~  o  permet  de  calculer  les  coefficients  du  développement  d'une  fonc- 
tion de  deux  variables  en  série  de  polynômes  U^.^. 

ResaL  —  Théorie  de  rÉlectrostalique.  (ai^-aSo). 

Poincaré,  —  Mémoire  sur  les  courbes  définies  par  une  équation 
diflerenlielle  (*).  (251-298). 

Nous  renvoyons,  pour  les  définitions,  à  Tanalysc  du  premier  Mémoire  de 
M.  Poincaré  {Bulletin,  VIj,  100). 

V.  Théorie  des  conséquents.  —  L'auteur  considère  une  demi-caractéristiqne 
quelconque.  On  la  prolongera  indéfiniment,  si  Ton  peut  le  faire  sans  rencontrer 
un  point  singulier;  si,  en  suivant  la  demi-caractéristique,  on  arrive  à  un  noeud, 
on  l'arrêtera  à  ce  ncnud  ;  si  Ton  arrive  à  un  col,  on  prendra  Tun  des  chemins  de 
droite  ou  de  gauche.  Ces  conventions  conduisent  l'auteur  à  la  théorie  des  con- 
séquents. 

Soit 

un  arc  algébrique  sans  contact,  dont  les  extrémités  A,  B  correspondent  am 

valeurs  de  t 

/  -  a,     t  —'p. 

D'un  point  (juclconquc  .M„  de  l'axe  AB  partent  deux  demi-caractéristiques  : 
considérons  celle  de  gauche.  Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

Cette  deuii-caraclérislique  peut  se  prolonger  indéfiniment  sans  qu'on  rencontre 
jamais  Tare  AB;  elle  i)eut  finir  en  tournant  autour  d'un  foyer  ou  aboutir  à  od 
nœud  avant  d'avoir  rencontré  de  nouveau  rot  arc  :  alors  M,  n*a  pas  de  consé- 
quent. Au  contraire  la  deini-raractéristique  peut  venir  rencontrer  AB  en  M, 
avant  d'avoir  passé  par  un  point  singulier  :  M,  est  alors  le  conséquent  de  M,. 
La  demi-caractéristique  peut  encore  aboutir  à  un  ou  plusieurs  cols  avant  d'avoir 
rencontré  de  nouveau  l'arc  AB,  et  dans  co  cas  le  point  M,  peut  avoir  plusieurs 
conséquents.  La  loi  de  conséquence  est  la  relation  qui  lie  t^  à  ^,,  t^  et  /,  étant 
les  deux  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  M^  et  à  M,. 

Si  f j  =  t^,  la  caractéristique  est  un  cycle;  si  /^  <  /,,  c'est  une  spirale. 

Toute  caractéristique  qui  n'aboutit  pas  à  un  nœud  est  un  cycle  ou  une 
spirale. 

Si  l'on  considère  /^  et  t^  comme  les  coordonnées  d'un  point,  la  loi  de  consé- 
quence 


(')  Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  VIL  p.  357. 
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li-carartéristiqurs  sr  diviti^nl  en 
iirales  sans  nnurl  ni  fnyer:  3*  Ip« 
il;  -l' rfllps  qui  loiirneTil  indénoi- 


VI.  Throrit  dti  rytifi  limiln,  — 
quatre  calé^ri»  :  i*  Ira  nyirlps;  a*  ks 
dcmi-cararlf  riïUquri  qui  abuuiisaeni  à 
menl  sutuur  d'un  fojrr. 

Ix»  drini-cararii'risiiqucs  de  la  «ronde  ratégorie  rencontrent  certains  rydes 
■)gébri(|ucs  «ans  cnatarl  rn  une  inlinilp  de  point».  L'un  de  cet  points  e*t  son 
propre  conséquent  :  ia  earartcrUliqiie  rorres|innclsale  eil  un  rycle,  qnr 
M.  Poineard  appelle  cycle  limite  de  la  denii-caractéristique.  Ou  peut  trouver 
un  point  tie  la  de uii-carartiiri clique  aussi  rapprut'lif  qu'on  voudra  d'un  point  du 
«jela  limite. 

A  rinl^rieur  cl  i  l'citt^ieur  d'un  rycio  limite  quelconque,  il  y  a  tuujoun  au 
moins  un  foyer  pu  un  nreud. 

t'n  rycle  al^brique  qui  panse  par  tous  les  nœuds  et  par  tuus  les  fnycrs  ren- 
contre tous  Ira  cycles  limites  et  par  suite  toutes  les  raracti'ristiqucs. 

I>es  cycles  limites  sont  en  nombre  fini,  pourvu  qu'aucun  d'eux  nr  pa^M  par 
un  col. 

Alllour  d'un  cycle  limite  quelconque  te  trouve  une  région  annulaire,  limili'e 
pST  deni  cycle*  san«  contact  que  M.  Poincaré  appelle  cyclei  frnntiéreii,  et  sil- 
lonnés de  cycles  sans  ronlacl  qui  ne  ae  coupent  en  aurnn  point. 

Ce»  N^ons  annulaires  sont  le«  anneaux  limite»  :  elle*  sont  en  nombre  fini; 
le*  DŒuds  et  les  foyers  ont  aussi  leurs  anneaui  limites. 

Les  cycles  frontières  divisent  la  sphère  en  deux  catégories  de  régions  :  i*  les 
anneaux  limites;  a*  les  régions  interannulaires,  sillonnées  comme  les  anneaux 
liiHtlcs  par  des  cycles  sans  contact. 

Il  «liste  toujours  un  système  topo^aphique  formé  de  cyclr.s  sans  contact, 
de  polycycles  sans  contact  et  de  cycles  limites.  Ce  système  lopoiiraphique  sil- 
lonne toute  la  surface  de  la  sphère.  Les  fonds  cl  les  •omniets  sont  les  nœuds  et 
lec  (oyen  de  l'équation  donnée.  Ij;s  roi»  sont  les  rots  de  l'équation  donnée.  La 
connaissance  de  ce  système  topoRraphique  permet  de  discuter  complètement  le* 
formas  des  courbe»,  définies  par  l'cquation  diffcrrulirllr  donnée. 


VU.  Exemple!  de  dMcmjio/in  cimplèU 
Vni.  Rechfrehe  des  cycles 


contact.  —  Quand  le*  cjrli-<.  limite*  ne  sont 
pas  algébriques,  une  discussion  complète  est  évidemment  impossible  ;  car  on  ne 
pourra  trouver  en  termes  finis  l'èqualion  de  ces  cycles. 

M.  Poincaré  suppnse  alors,  pour  simplifier  :  i*  qu'il  n'y  »  que  dent  points 
siniçuliers  situés  en  dehors  de  l'èqiiatenr  (ces  deni  point*  «ont  par  conséquent 
des  fovcrs  ou  de»  nirnrtsj;  i'  que  re*  deux  pnion  onl  pour  coordonnées 


On  diviser. 
1'  En  r^fior 


Pull,  du  Scirnre»  mnt/iei 
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•  u"  Kn  régions  monocycliques,  qui  contienncnl  un  cycle  limite  tout  entier  el 
lie  soiiL  traversées  par  aucun  autre; 

3«  Kn  régions  cycliques,  qui  contiennent  certainement  un  cycle  limite  tout 
entier,  et  sont  peut-être  traversées  par  un  ou  plusieurs  autres  cycles  limites; 

'i"  Kn  régions  douteuses,  qui  contiennent />eii/-^^re  un  cycle  limite  tout  entier, 
peut-être  plusieurs,  et  qui  peut-être  ne  sont  traversées  par  aucun  cycle  limite. 

On  cherchera  à  éten<lre  les  régions  acycliques  de  façon  à  resserrer  les  cycles 
limites  dans  des  régions  monocycliques  de  moins  en  moins  étendues,  et  i  faire 
disparaUi*e  les  régions  cycliques  et  les  régions  douteuses. 

L'auteur  enseigne  à  résoudre  ces  deux  problèmes  : 

I"  Heconnaitre  si  une  région  douteuse  est  cyclique; 

a**  Heconnaitre  si  une  région  est  nionocyclique. 

I\.  exemples  Je  discussions  incomplètes. 

De  Saint-Germain,  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Resal. 
(.>.97-2()8). 

On  peut  obtenir  sous  une  forme  simple  le  potentiel  d'une  couche  homogène 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques,  en  parlant  de 
l'expression  donnée  par  Legendre  pour  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  en  un  point 
qui  fait  partie  de  sa  masse. 

Cent  y,  —  Mémoire  de  Géométrie  vectorielle  sur  les  complexes 
du  second  ordre  qui  ont  un  centre  de  figure.  (299-334)- 

Klégante  application  de  la  méthode  des  quaternions  à  l'étude  de  la  surface 
de  Kummer,  dont  on  connaît  la  liaison  intime  avec  ces  complexes. 

Gatty.  —  IVopagalion  des  ondes  lumineuses,   eu  égard  à  la  dis- 
persion. (335-35()). 

('e  Mémoire  a  pour  objet  l'élude  des  mouvements  par  ondes  planes,  et  en 
parti»  ulior  de  ceux  qui  correspondent  à  la  lumière  homogène. 

Dans  (le  tels  niouvcnieiits,  il  y  a  tieux  vitesses  à  considérer,  bien  différentes 
l'une  de  l'autre  dans  les  milieux  doués  d'une  grande  dispersion  :  la  vitesse  indi- 
xidueiie  des  ondes,  égale  au  qutitienl  de  la  longueur  d'onde  X  par  la  période 
vibratoire  T,  el   la  vitesse  de  transport  de  l'intensité  lumineuse,  égale  à  la 

déri\éc  de  -  par  rapport  à  ;r-«  Suivant  l'auteur,  celte  dernière  est  la  vitesse  de 

la  lumière;   telle  qu'on    la  mesure  par   les   méthodes  directes  qui  mettent  i 
prijlil  des  variations  d'intensité. 

Cette  conclusion,  publiée  antérieurement  sans  démonstration  {Comptes  rendus 
de  r Académie  des  Sciences^  29  novembre  1^80  et  3  janvier  1881),  a  été  com- 
battue par  M.  Cornu  (nicnie  Hecueil,  ^7  décembre  1880  et  10  janvier  liWi). 

Mathieu  (^'.).  —  Sur  Téqualion  différentielle  à  laquelle  satisfait 
la  fonction  F(a,  3,  v,  x)  de  Gauss.  (357-388). 

La  fonction  F  (a,  ,3,  7,  x)  n'a,  en  général,  aucun  sens  si  7  est  un  entier  négatif. 
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Il  y  a  exception  si  l'un  des  nombres  ot,  ^  est  lui-même  un  entier  négatif, 
moindre  que  y  en  valeur  absolue  :  l'expression  de  F(a,  fl,  fyX)  se  change  alors 
en  un  polynôme  entier. 

Cette  remarque  permet  à  M.  Mathieu  d'intégrer  dans  certains  cas  sous  forme 
finie  l'équation  différentielle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper- 
géométrique.  Toutes  les  fois  que  deux  des  nombres  a,  p,  y,  y  —  a,  y  —  ^  sont 
entiers,  l'équation  admet  une  intégrale  particulière  qui  peut  s'exprimer  sous 
forme  fmie.  Quand  il  n'y  a  qu'une  solution  particulière  susceptible  d'être  ex- 
primée ainsi,  l'auteur  ramène  immédiatement  le  calcul  d'une  seconde  solution 
particulière  à  celui  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme  non  intégrable 
exactement. 

Dans  les  applications  où  intervient  la  série  hypcrgéomctrique,  la  variable  x 
représente  souvent  le  carré  d'un  sinus.  M.  Mathieu  examine  le  cas  où 

F(at,  ?,  y,  sin^9) 
est  périodique  et  a  pour  période  ai:. 

ResaL  —  Formules  approchées  relatives  à  l'équilibre  d'une  por- 
tion de  chaîne  ou  de  corde  pesante,  comprise  entre  deux  appuis, 
et  très  tendue.  (383-388). 

Les  formules  de  deuxième  approximation,  données  par  l'auteur,  reviennent  à 
remplacer  l'arc  de  chaînette  compris  entre  les  deux  points  d'appui  par  un  arc 
de  parabole  du  troisième  degré  :  elles  diffèrent  quelque  peu  de  celles  de 
MM.  Peaucelier  cl  Wagner,  reproduites  dans  le  Traité  de  Mécanique  générale 
de  M.  Resal  (t.  VI);  cette  différence  tient  à  la  régularité  avec  laquelle  M.  Resal 
a  conduit  les  approximations. 

La  théorie  exposée  par  l'auteur  n'offre  d'intérêt  que  dans  le  cas  où  la  tension 
est  voisine  du  maximum  qu'elle  doit  atteindre  et  qui  est  fixé  d'avance. 

Dawidoff.  —  Sur  une  formule  générale  des  intégrales  définies. 

(389-412). 

Soient 

V{x)  un  polynôme  de  degré  n,  dont  les  racines  a,,  atj,  ...,««  sont  toutes  diffé- 
rentes entre  elles  ; 

«(x)  une  fonction  quelconque  dont  le  module  de  discontinuité  p  est  supérieur 
au  plus  grand  module  des  racines  a;  9(.r)  est  alors  développable  en  série 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x  dans  les  limites  des  racines  de  l'équa- 
tion F  (a:)  =  o; 

a,  h  deux  quantités  moindres  que  p. 

On  aura 

e  tendant  vers  zéro,  lorsque  le  nombre  des  termes  du  développement  de  9(ar) 
augmente  indéHnimenl. 
Kn  particularisant  le  polynôme  K(a7),  on  retrouve  la  plupart  des  théorèmes 


•jio  SECOND^  PÂKTIB. 

cuiiiiiis  sur  les  inlêgrales  définies.  M.  Dawidoff  rattache  ainsi  à  une  même  for- 
mule plusieurs  propositions  isolées  de  l'analyse. 

Bourget,  —  Sur  un  problème  de  permutations  successives  nommé 
Batte  ment  de  Mons'c, 

On  considère  dix  objets,  et  Ton  forme  la  substitution  suivante  : 

I      '2     3     \     '»     ^)    -     8     g     fo 

Cette  substitution,  qu'on  peut  réaliser  en  battant  d'une  manière  con%'eoabIe 
des  cartes  numérotées,  se  nomme  Battement  de  Monge. 

M.  Bourgot  s'est  proposé  de  résumer  les  Mémoires  antérreurs  relatifs  à  la 
théorie  de  cette  opération,  et  d'élucider  certains  points  restés  obscurs,  qui  n'oot 
pas  été  traités. 

Tome  IX.  —  Année  i883. 

Appell  [P.).  —  Généralisation  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce.  (5-24). 

Soient  x  cl  y  deux  variables  liées  par  une  équation  algébrique  F(jr,^)  =o 
représentant  une  courbe  d'ordre  m  et  de  genre  p.  Les  fonctions  que  M.  Appell 
étudie  sont  les  fonctions  ^{x^y)  du  point  analytique  {Xyy)  qui  n'ont  sar 
toute  la  sphère  que  des  pôles  et  des  points  critiques  algébriques,  i  savoir  les 
points  crili(nies  de  la  fonction  y  de  x;  de  plus,  ces  fonctions  se  reproduisent 
multipliées  par  un  facteur  constant,  quand  le  point  {x^y)  décrit  un  cycle 
quelconque.  Désignant  par  H(//,  )  la  fonction  de  p  variables  formées  avec  les 
périodes  normales  Hj.^  des  intégrales  ahéliennes  de  première  espèce  relatives  à 
la  courbe  F  —  o,  on  a  une  première  expression  de  la  fonction  «I>(ar,^)  en  pre- 
nant 

Dans  cette  équation  R(j:,^*)  représente  une  fonction  rationnelle  de  x  et/: 
Xj,  gi  et  A',  sont  des  constantes.  Les  p  constantes  A*^  sont  arbitraires;  les  3/» 
constantes  de  X,  et  g^  sont  déterminées  par  les  équations  suivantes,  qui  expri- 
ment que  la  fonction  4»  possède  les  ip  multiplicateurs  donnés  \l^  : 

Cela  posé,  l'auteur  se  propose  d'obtenir  pour  la  fonction  <l>(x,^')  une  for- 
mule de  décomposition  en  éléments  simples  analogue  à  celle  que  M.  Hennite 
a  donnée  pour  les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Il  écarte 
d'abord  le  cas  exceptionnel  où  les  constantes  ^.seraient  nulles  à  des  multiple* 
près  de  périodes  conjuguées,  et  prend  pour  élément  de  décomposition  la  fonc- 
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la   A  dr-fiRnc  i'eipreasion 


»W(J,.v)-u"'(S.r,)-f-A,-y,l 
e[«i''c«.J')-«wa.n)-H/',J      ' 


Celle  hanioa  -i  uilmct  les  mi^ioes  mulliplicaict 
oser:  elle  dcvicnl  inlïaic  du  preniEcr  ordre  aui^ 


-■)• 


t  suppusi^.  dun 


s  p   poinU.    ks 

«■seul  ifr.)  '■ 
1,  Appell,  cutnridvr 
UaU  K,  qui  S^uri!  dans  l'expretsiot 
gur  riofini  .r  =  E  te  rëaidu  de  "' 


Ue 


i:,,y,)  9ou[  entièreiiiput  arbîu-aïrei;  le 
a  rurmiile  de  décuniposilion  que  doaue 
ec  ks  inlinis  de  la  fonclion  *.  La  cou- 
de .T,  est  di^tprminée  de  manière  que 
>  de  ,f  soit  égal  à 


.  exceptionnel,  étarti  d'abord,  est  cnsaite  trait*  dirertcinent  par  l'au- 
s'appuyanl  «ur  U  loruiple  de  Ronh  qu'a  fait  coaniIlK  M.  Lindemanu. 
cas,  r<ïl<imcnt  de  U  décomposition  est  la  function 


,  dMgnaot  l'intégrale  ibélieune  de  seconde  espire  dont  le  pfÀe  se  trouve  au 

De  la  formule  générak  qu'il  a  obtenue  pour  Icï  fouctions  4>(j',^],  l'au- 
eur  déduit  la  formule  de  Hoeli  pour  la  défomposiliun  en  éléments  simples 
'aoe  tanetiun  ralinnnelle  du  point  (ji.y).  de  même  que  M.  Hrrmilc  a  déduit 
t  la  formule  de  décomposition  des  fonctions  doublement  périodiquei  de  sc> 
onde  Cïpéee  celle  des  foaetîons  périodiques  ordinaires.  Puis  il  présente  une 
ouvclle  déraoDstratlon  de  sa  formule  fondamentale,  et  indique  le  principe  d'un 
«  mode  de  décomposition  des  fonctions  *. 

En  lerminanl.il  étudie  les  relations  entre  les  résidus  d'une  fonction  ♦(j;.^). 

s  relations  paraissent  être  en  nombre  inlini.  mais  il  n'y  en  a  que  p  —  i  qui 

icnt  distinctes.  Dans  k  cas  d'esceplion  signali!  plus  haut,  les  résidus  vérifient 
I  relations  que  l'on  obtient  immédiatement  i  l'aide  des  relations  entre  les  ré- 
idns  d'une  fraction  rationnelle  qui  ligure  dam  1c  théorème  de  Roch. 


:sal.  —  Exposé  iJps  principes  de  la  ihét 
triques,  (a.l-42). 

L'auteur  se  borne  à  l'étude  des  rnurauLA  perma 
l,  il  démontre  la  loi  de  Jouk  pour  les  conducl 
I  TKÎabk,  i  l'aide  de  l'hjpothésc  des  iranclu-s 
JtBiroique  i  l'électrodynamique.  Pour  rendre  com[ 
!t  la  loi  de  n'eber  :  il  ralrnle  alors  le  potentiel  d 
Uémenta  de   courant,  k  potentiel  luliil  rctaiif  à  dei 


ouranls  élec- 


tion 1res  petite 

ortcdc  l'hydro- 
ction,  M.  Kesal 
utuelle  de  deut 
fermas  d'inlen- 
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sites  constantes  agissant  Tun  sur  l'autre,  et  la  force  élcclromotrice  d'un  courant 
induit  produit  dans  un  circuit  par  un  courant  extérieur. 

Aoiist,  —  Des  bissectrices  d'un  réseau  de  lignes  tracées  sur  une 
surface  quelconque.  (43-64). 

Deux  faisceaux  de  courbes  étant  tracés  sur  une  surface,  il  s'agit  de  détermi- 
ner les  courbes  qui,  en  un  point  quelconque  de  leur  parcours,  divisent  en  deai 
parties  égales  Tanglc  formé  par  une  ligne  du  premier  faisceau  avec  une  ligDe 
du  second.  Les  calculs  stmt  facilités  lorsqu'on  peut  prendre  pour  réseau  de 
lignes  coordonnées  les  deux  faisceaux  de  courbes  données  :  ce  cas  a  été  tnilé 
par  M.  l'abbé  Aoust,  dans  son  Analyse  infinitésimale  des  courbes  tracées 
sur  une  surface  quelconque.  Comme  cette  simplification  n'est  pas  toujours 
possible,  Tautcur  reprend  actuellement  la  question  d'une  manière  tout  à  fait 
générale. 

Soient  F(p,  p, )  ^  a,  F, (p,  p,  )  ~  u^  les  équations  des  deux  faisceaux  rappor- 
tés à  des  coordonnées  curvilignes  p,  p,  faisant  un  angle  s  généralement  variable; 
e/9,  d9y  les  composantes  obliques  suivant  les  coordonnées  d'un  déplacement 
élémentaire  sur  une  courbe  du  faisceau  u  k  partir  d'un  certain  point;  n  le  rap- 
port —■  ;  /i,  le  rapport  correspondant  pour  la  courbe  du  faisceau  u,  qui  passe 

par  le  point  considéré;  S?,  89,  les  déplacements  composants  sur  Tune  des  bis- 
sectrices curvilignes  de  l'angle  de  ces  deux  courbes  :  l'équation  différeotielle 
de  la  double  bissectrice  sera 

(2  C0S9  -4-/1-4-  /i,)Sjf  -h  2(1  —  /t/t.)09  89, —  2 /in,  (C0S9  -+-  /i-i-  II,  )oj'=o. 

On  en  conclut  aisément  la  réalité  et  Tortliogonalité  des  bissectrices  curvilignes, 
lorsque  les  courbes  des  deux  faisceaux  donnés  sont  réelles  ou  imaginaires  con- 
jugués. La  forme  signilicutivc  de  l'équation  précédente  permet  de  passer  a» ec  la 
plus  grande  facilité  d'un  système  coordonné  à  l'autre.  L'auteur  présente  quel- 
ques observations  sur  l'intégrulion  de  l'équation  de  la  double  bissectrice;  iHail 
remarquer  que  cette  intégration  n'exige  pas  que  l'on  connaisse  sous  forme  finie 
les  équations  des  courbes  u  et  i/,. 

Après  quelques  applications  particulières  des  théories  qui  précèdent,  l'auleor 
passe  au  problème  inverse:  «  Trouver  tous  les  couples  de  courbes  tracées  sur 
une  même  surface  (fui  admettent  un  même  système  de  bissectrices.  »  L'cqualion 
difTérenticlle  de  ces  couples 

(H, -r  K)d's\  -h  i ( L  -:-  A  ros9 )rfff, rf»  -4-  ( U  -h  A )«/»»  =  o 

contient  trois  fonctions  déterminées  H,  U,,  L  et  une  fonction  arbitraire  A  des 
coordonnées  p,  p,.  Il  existe  donc  une  infinité  de  réseaux  répondant  à  la  quc^ 
tion. 

Les  lignes  de  courbure  se  présentent  comme  conséquence  naturelle  de  cette  ana- 
lyse. L'auteur  retrouve  l'équation  de  ces  lignes,  en  les  considérant  comme lesbis- 
seclrices  d'un  réseau  formé  par  le  double  système  des  lignes  asymptoliquesd'eoe 
surface.  Toutes  les  propriétés  connues  des  lignes  de  courbure  se  déduisent  alors 
de  la  théorie  générale  des  bissectrices  d'un  réseau.  L'auteur  démontre,  en  ter 
minant,  quelques  théorèmes  importants  en  ce  qu'ils  donnent  divers  modes  ^ 
génération  des  lignes  de  courbure. 


J 
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fat,  —  (Junimcnlaire  â  lu  lliiioric  malliémaliijtie  du  jeu  <ic  bil- 
lard. (t)5-(i8). 

£a  cammcntanl  rOuvra{:<:  li'  CiiriulU,  M.  ttesa\  n'a  pas  muIfihc^dI  en  vun  de 
aipIiOer  Im  ijëmonsiratioas.  Le  th^réme  E^néral  qu'il  établit  au  commencc- 
eat  de  ce  Ménioii'i!  lui  permet  île  corrigrr  rMUines  impcrfcctiuri»  de  la  Ihia- 
ie  de  Coriolis.  notumnicnt  ea  ce  qui  eouceme  l'elTet  d'uD  coup  de  queue  bori- 
idUl. 

Voici  le  théorème  auquel  nous  faisons  alhuion.  Il  s'a^iit  de  U  Torce  vire  per- 
tdani  le  choc  de  deux  corps  imparTaitemcnl  élasiiques;  au  motnenl  de  la  plus 
inde  eanipreisioii.  ces  eorp*  se  meurent  connue  deux  solides  invariables  qui 
iveat  rouler  ou  i,'lis«er  l'un  sur  l'un  Ire.  Soi  en  l  J  l'irapubinu  due  fi  l'iictioD  mo- 
nlairc  d«ieloppi>e  au  contact,  tv  la  projection  de  la  vitesse  de  glisseneot  sur 
dirtrlion  de  J,  v,  la  vitesse  d'une  moMcule  de  masse  m  avant  le  cboc,  f  sa 
esse  ipn'-s  le  choc,  U  la  vitesse  perdue  A  la  An  du  ehoe.  La  perte  totale  de 
ce  vive  sera,  d'après  M.  Desul,  etprimi^e  par  la  formule 


iSmU'- 


îJlV. 


ta  symboles  S  ei  S'  ont  la  sigailication  de  «omme  étendue  à  l'un  el  à  l'autre 
>rp«i  les  coefUcients  c,  ■'  sont  caractéristiques  des  deui  corps  en  présence;  ils 
Codent  non  seulement  de  leur  nature,  mais  aussi  de  leur  forme,  de  leurs 
mensioas  el  de  leurs  positions  respectives. 

Noos  nous  contentons  de  signaler  ce  Ihéorénie,  Toodc  d'ailleurs  sur  des  hypo- 
léses  simples  et  naturelles,  sans  Entrer  dans  le  diïtail  des  applicatioDS  que 
.  Hesal  en  fait  A  la  théorie  du  jeu  ilc  billard. 

iguerre.  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  numériques. 
(99-46)- 

L'auteur  fait  connaître  certains  critériums  pour  obtenir  une  limite  supérieure 
Il  nombre  des  raeîues  comprises  dans  un  intervalle  donné.  Ces  critériums  sont 
tndé*  sur  la  notion  i'alternance  :  P -t- Q -i- R  +  S  + , . ,  di^ignant  une  tuile 
nelconque  de  termes,  le  nombre  des  allcniances  de  cette  suite  est  le  nombre 

I'.  !■  ^-  1,1,  r  -I-  O  -  II,  1'  +  (J  4-  R  +  5 

ilireu^ica  prnpositioi 


erons  rellc-r 


F(',r)  =  Aa;»-t- Bj;?-kCiH-..  .-.- Lx», 


lonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  le 
es  de  t'A) nation  F(;r)  =o,  qui  sont  infih'ieurcs  i  u 
.  an  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

Ao»4-BaP-FCai-i-...-FLa^, 

si  i:es  lieux    nombres  dilTcrcnt,   leur  différence  est  paire.    Dans  le  cas  < 

X)   est  nrdunoii   par  rapport  aux   puissaaces  dccroissantcs  de  x,   la   mèn 

M  donna  par  ses  alternances   une  limite  supÉricnre  du  nombre  des  racin 

de  flx)  =  o  supérieures  au  nombre  poËitiTa.  Les  ex  posants  a,  ^,  v,  . . .,  \  au 
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lies  quantités  réelles  quelconques,  positives,  négatives,  commeosurables  on  in- 
cominensurables. 

M.  Laguerre  cherche  à  déterminer  avec  la  plus  grande  approximation  pos- 
sible le  nombre  des  racines  d'une  équation  algébrique  entière /(x)  =  o,  supé- 
rieures à  un  nombre  positif  donné;  il  démontre,  à  ce  sujet,  un  théorème  dont 
l'application  m  fait  de  la  façon  la  plus  simple  au  moyen  d'un  algorithme  en- 
ployé  déjà  par  Horner  et  Budan.  Le  théorème  auquel  nous  faisons  allusioa 
conduit  naturellement  à  la  remarque  suivante  :  z  désignant  un  nombre  positif 
quelconque,  le  nombre  V  des  variations  de  e**f{x)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  est  au  moins  égal  au  nombre  p  des  racines  positives  de 
l'équation  f{x)  =o;  ce  nombre  V  ne  peut  que  diminuer  quand  z  augmente, 
et,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  £,  V  devient  égal  à  />.  De  là  une 
méthode  entièrement  différente  de  celles  de  Lagrange  et  de  Sturm  pour  déter- 
miner exactement  le  nombre  des  racines  positives  d'une  équation  algébrique. 
Ce  procédé,  quoique  peu  pratique,  doit  être  mentionné  eu  égard  au  petit 
nombre  de  méthodes  qui  permettent  de  résoudre  la  question. 

M.  Laguerre  aborde  ensuite  les  équations  de  la  forme 

/(ar)  =  A,  F(«,jr)-f-A,F(ajX)4-...-4-A,  F(a,a:)  =.0, 

où  V{x^)  —  a, -4-  a, ar  -4-  rtj ar*  4- . . .   est  une  série  entière  à  coefficients  positifs. 
Lorsque  les  quantités  s,,  a,,  ...,01^  sont  positives  et  rangées  par  ordre  croissant 
de  grandeur,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  /(x)  =  o  est  an  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite  A, -h  A,-^.  .  .-^  A,. 
Prenant  F(x)  égal   au   développement  de  e*,  et  faisant  croître  a,,  s„  ...a, 

par  degrés  égaux  et  insensibles,  on  obtient  pour/(j:)  l'expression  /    e~*'^i)dz, 

où  ^(z)  désigne    une  fonction  arbitraire,  et  l'on  peut  énoncer  le  résultat  lai- 


vant  :   le   nombre  des  racines  de  l'équation    /    e~*'^{z)dz  =  o  est  au  plus 

égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  /     ^{x)dx  =  o,  qui  sont  comprises 

entre  a  et  b.  Celte  proposition  sert  de  point  de  départ  à  M.  Laguerre  pour  dé- 
duire d'une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles  une  infinité  d'antres 
équations  qui  jouissent  de  la  même  propriété 

Signalons,  en  terminant,  l'élude  que  l'auteur  consacre,  toujours  dans  le  même 
ordre  d'idées,  aux  équations  de  la  forme 

-+■  --7„  -H ...  -4-   , —  =  O, 


OÙ   les  nombres  a„  a,,  • . . ,  ^n  ^^^^  rangés   par  ordre   croissant  de  grandeor, 
et  OÙ  Cri  désigne  un  nombre  positif  arbitraire. 

}  allier.  —  Étude  sur  les  lois  de  la  résistance  de  Tair.  (i47"'9i)* 
Resal  {IL),  —  Du  magnétisme  statique.  (195-244)- 

Il  s'agit  des  aimants  doues  de  force  coercitive.  Coulomb  admet  que  les  dcas 
fluides,  après  leur  sf'paration,  se  sont  rcsperlivemenl  concentrés  en  deux  point» 
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ou  pôles  de  rélémenl  magnétique.  Au  point  de  vue  analytique,  l'bypothèsc 
d'Ampère  revient  à  celle  de  Coulomb.  Poisson  n'a  recours  à  aucune  supposition 
particulière  sur  le  mode  de  répartition  des  deux  fluides  à  la  surface  de  l'élé- 
ment. M.  Rcsal  commence  par  montrer  que  Faction  exercée  par  un  aimant  sur 
un  point  extérieur  est  la  même  dans  la  théorie  de  Poisson  et  dans  celle  de 
CouloiÀb.  Il  laisse  de  côté  la  théorie  de  Grcen  qui  pèche  par  ^plusieurs  points. 
Il  ne  s'arrête  pas  davantage  à  celle  de  M.  W.  Thomson,  qui  se  trouve  implici- 
tement comprise  dans  le  premier  Mémoire  de  Poisson. 

Pour  établir  les  équations  de  l'équilibre  intérieur  d'un  aimant,  Poisson  a  re- 
cours à  une  savante  analyse  qui  n'implique  aucune  hypothèse  particulière  sur 
la  forme  de  l'élément  magnétique.  Les  calculs  se  simplifient  beaucoup  si, 
comme  le  fait  M.  Besal,  on  substitue  à  cet  élément  une  sphère  de  même  volume. 
On  sait  que  le  problème  de  l'équilibre  intérieur  des  deux  fluides  dans  un  corps 
aimanté  consiste  à  déterminer  les  trois  composantes  a,  p,  y  de  l'intensité  ma- 
gnétique en  chaque  point.  Lorsque  la  température  du  corps  est  uniforme,  ces 
composantes  sont  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires Xf  y  y  Zy  d'une  même  fonction  /,  qui  satisfait  à  l'équation 

iP/       â\f       ()\f 
ôx^        dy'        àz*   ~ 

La  fonction/ doit,  en  outre,  vérifier  la  condition 

Vh-Q-  '^y  (i-A)/=o, 

qui  achève  de  la  déterminer.  Dans  cette  dernière  équation,  k  représente  un 
coefficient  constant,  V  le  potentiel  des  aimants  extérieurs  et  Q  une  intégrale 
définie  dont  voici  la  signification  :  si  l'on  désigne  par  dtù'  un  élément  de  la 
surface  du  corps  aimanté,  par  w'  la  normale  extérieure  à  cet  élément,  par  (/' 
sa  distance  au  point  intérieur  considéré,  Q  sera  donné  par  la  formule 


La  détermination  de /exige  l'intervention  des  fonctions  sphériques. 

M.  Kesal  applique  cette  théorie  générale  aux  cas  particuliers  d'une  enveloppe 
sphériquc  et  d'un  ellipsoïde  magnétiques.  Il  examine  ensuite  l'action  simul- 
tanée de  plusieurs  sphères  aimantées  par  l'influence  de  la  Terre  sur  un  point 
<|ui  leur  est  extérieur.  Ce  dernier  problème  lui  fournit  l'occasion  de  relever  une 
singulière  inadvertance  de  Poisson,  d'où  l'illustre  analyste  avait  conclu  à  tort 
(|ue  les  actions  des  sphères  ne  pouvaient  jamais  s'en tredétru ire  pour  toutes  les 
directions  du  magnétisme  terrestre. 

L(*auté  (//.).  —  Note  sur  le  profil  des  lames  du  dynamomèlre  de 
Poncelct.  (245-256). 

M.  Uesal  a  donné  l'équation  exacte  de  la  fibre  neutre  des  lames  de  dynamo- 
mètre dont  la  face  intérieure  est  plane.  Cette  équation  est  trop  compliquée  pour 
être  utilisée  d'une  manière  immédiate.  M.  Léauté  se  propose  de  présenter  sous 
une  forme  pratique  le  résultat  obtenu,  c'est-à-dire  de  trouver  une  forme  du 
profil  extérieur  suffisamment  exacte  et  farile  à  tracer. 

Bull,  des  Sciences  mnthem.,  2'  série,  t.  I\.  (Février  188').)  \\/.\ 
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Collet,  —  Des  enveloppes  des  courbes  dans  Tcspace.  (257-268). 


Vanecek  (M,-N.).  —  Sur  la  génération  des  surfaces  et  des 
courbes  a  double  courbure  analogue  à  celle  de  Maclauriu.  (269- 

Voici  d'abord  la  généralisation  du  théorème  de  Maclaurin  ,  telle  que  la 
donne  rautetir  :  «  Lorsqu'un  polygone,  de  forme  variable,  se  meut  de  maaiérr 
(juc  tous  SOS  ciMés  enveloppent  respcrlivement  des  courbes  C'i,  Cj,  ...,  Ci  de 
classe  c'ifC], . .  .,0^,  et  que  tous  les  sommets,  moins  un,  parcourent  des  courb» 
C,,  ('j,  . . .,  C,^,  d'ordre  c,,c,, . .  .,c„_,,  le  sommet  libre  engendre  une  courbe 
d'onlre  aC|  Cj  . . .  C/|C, c, . .  .r,_,.  » 

Ce  théorème  a  pour  correspondant  dans  l'espace  la  proposition  suivante  : 
«  Lorsqu'un  polyèdre  P,  de  forme  variable,  à  n  faces,  se  meut  de  manière  qoe 
toutes  ses  faces  enveloppent  respectivement  des  surfaces  développablcs  S,, 
Sj,  . .  .,S^  de  classe 5,,  53,  ...»*,  ^^  «l^e  toutes  ses  arêtes,  moins  une,  rencoDlrenl 
des  courbes  C,,  Cj,  ...,C^_,  d'ordre  CpCj, . .  .,c^_p  l'aréle  libre  engendre  uoe 
surface  gauche  de  degré  •Js^s^. . .  s^c^  . . .  c, .,. 

L'auteur  fait  connaître  d'autres  propriétés  intéressantes  des  polyèdres  P. 

Doussinesq  («/.).  —  Équations  de  petits  mouvements  d'un  liquide 
pesant  quand  ils  sont  principalement  horizontaux,  que  les  frot- 
tements s'y  trouvent  peu  sensibles,  et  que  le  liquide  est  contenu 
soit  dans  un  bassin  à  fond  presque  horizontal,  soit  dans  un 
tuyau  ou  un  canal  de  peu  de  pente  longitudinale,  la  surface 
supérieure  soumise  à  des  pressions  constantes  ou  légèrement 
variables,  n'ayant  aussi  que  des  pentes  faibles.  (2-3-3oo). 

On  suppose  la  hauteur  des  ondes  petite  vis-à-vis  de  la  profondeur  !I  du  bas- 
sin, et  les  vitesses  de  propagation  très  supérieures  aux  vitesses  moyennes  des 
filets  fluides.  Le  choix  des  coordonnées  est  naturellement  indiqué  :  on  prend 
pour  plan  des  xy  un  plan  horizontal  très  voisin  de  la  surface  libre  primitive 
et  pour  axe  des  z  une  verticale  dirigée  vers  le  bas.  Les  trois  inconnues  prin- 
cipales sont  alors  l'ordrMinée  variable  — h  d'un  point  de  la  surface  libre,  elles 
composantes  horizontales  moyennes  L\  V  de  la  vitesse  tout  le  long  d'une  niémf 
verticale.  Voici  les  équations  Ac  deuxième  approximation,  auxquelles  parvitMii 
M.  Boussinesq,  dans  le  cas  où  la  pression  à  la  surface  est  constante  : 


dh        „/r)U        c)V\ 

7t-^''[-.rx-^ôj) 


t)h\]       Oh\ 


T    -    --      =    O, 


Ox  (h 


(U        '^  Ox  t)x  Oy        .J    01^  ôx 

f)\'  f)h       ,,  i)\       ,.0\'        II     O^h 


-_-    _L-     rr  _    _i_  tl  -IJ.   -i_  v   -—    —   —    —  - 

fU        ^  Oy  dx    '       ity    •     .3   fH'Or 


=  o. 


Lorsqu'il  s'agit  d'un  canal  sensiblement  rectangulaire,  ayant  pour  a\c  \'»^^ 
des  X,  il  convient  de  prendre  pour  inconnues  :  i"  la  liaulenr  moyenne  du  liiiiiidc 
au-dessus  de   son  niveau  primitif  dans    toute  l'étenflue  d'une  «îe<tn>n  lran*»or- 
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sale;  2<»  la  valeur  moyenne  que'possède  dans  toute  la  section  la  composante  de  la 
vitesse  suivant  Taxe  des  x.  Si  Ton  désigne  encore  par  A  et  U  ces  deux  incon- 
nueSf  on  aura,  pour  les  déterminer,  les  deux  équations 

i)t  dx         àx    ~~    * 

àV  àh         dV       H    â'h    _ 

dt  "^  ^  da?  "^     dj:  "*"  3  ôt'dx  "  ^* 

La  forme  de  ces  équations  montre  que,  dans  le  cas  où  le  fluide  se  meut  par 
filets  rectilignes  et  parallèles  de  vitesses  inégales,  les  ondes  de  translation  se 
propagent  exactement  comme  si  la  masse  liquide  se  mouvait  tout  d'une  pièce 
avec  la  vitesse  moyenne  des  filets. 

La  même  loi  régit  les  longues  ondes  dans  un  canal  prismatique  de  forme 
quelconque,  pourvu  que  les  difi'érences  initiales  de  vitesse  des  divers  filets 
fluides  soient  très  inférieures  aux  vitesses  de  propagation. 

West  {E,),  —  Exposé  des  méthodes  en  Mathématiques,  d'après 
Wronski.  (3oi-4o6). 

Schiff.  —  Sur  l'équilibre  d'un  cylindre  élastique.  (407-424). 

L'auteur  résout  complètement  ce  problème  :  «  Trouver  l'état  d'équilibre  d'un 
cylindre  de  révolution  isotrope,  soumis  à  des  forces  normales  appliquées  à  sa 
surface  latérale  et  à  des  forces  tangentiellcs  appliquées  à  ces  bases,  ces  der- 
nières forces  ayant  la  même  valeur  à  la  même  distance  de  l'axe.  » 

Les  formules  de  M.  Schifl  concordent  avec  ses  expériences  sur  le  caoutchouc  : 
les  fibres  intérieures  subissent  des  pressions  normales,  alors  même  que  la  sur- 
face latérale  n'est  soumise  à  aucune  pression,  et  le  cylindre  se  change  en  un 
corps  de  révolution  légèrement  convexe.  La  solution  de  M.  Schiff  généralise  de 
la  manière  la  plus  heureuse  celle  de  M.  de  Saint-Venant  :  elle  fait  disparaître 
les  contradictions  que  des  hypothèses  trop  particulières  semblaient  créer  entre 
l'expérience  et  la  théorie. 

Boussinesq  (*/.).   —  Sur  la  pression   moyenne  en  chaque  point 
intérieur  de  l'espace  qu'occupe  un  liquide  agité.  (425 -43o). 

M.  Boussinesq  fait  connaître  une  particularité  curieuse  de  la  théorie  de  la 
houle  et  du  clapotis.  La  moyenne  des  pressions  en  un  point  toujours  occupé 
par  le  liquide  agité  est  inférieure  à  la  pression  hydrostatique.  La  différence  a 
pour  expression 

—  [moyenne  (m'-h  w')  —  moyenne  générale  (m' —  w'], 

g  désignant  la  gravité,  u  et  tv  les  composantes  horizontale  et  verticale  de  la 
vitesse  au  point  considéré.  En  prenant  la  moyenne  de  u^ —  iv'  par  rapport  au 
temps,  puis  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs  moyennes  ainsi  obtenues  pour 
tous  les  points  d'un  même  plan  horizontal,  on  aura  ce  que  M.  Boussinesq 
appelle  la  moyenne  générale  de  m'—  w^. 
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ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  pububes 

sous   LES  ArSPICES  DV  MINISTRE  DE  l'IxSTRUCTION  PUBLIQUE,   PAR    UN  COMITÊ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAITRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L'ÉcOLE. 

7,*  série,  t.  XII  (i883).  —  Supplément. 

André  {D,),  —  Mémoire  sur  la  multiplication  don  tic  multiplicateur 
est  la  somme  x  -{-a,  (3-3a). 

L'ol)jct  principal  de  ce  Mémoire  est  la  recherche  des  caractères  qui  permettent 
de  déterminer  à  priori  le  nombre  exact  des  couples  de  variations  perdues  dan» 
la  multiplication  d'un  polynôme /(x)  par  j: -i- a.  La  solution  de  ce  problémf 
repose  sur  la  notion  des  trinômes  abaisseurs. 

Le  poI}'nùmc/(:r)  est  supposé  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissaotn 
de  x\  deux  termes  sont  dits  consécutifs  lorsqu'ils  ne  sont  point  séparés  par  une 
lacune. 

M.  André  appelle  trinôme  abaisseur  tout  groupe  de  trois  termes  consécutifi 
où  les  coefficients  extrêmes  sont  de  même  si^ne,  et  où  ie  carré  du  cocflicieni 
moyen  ne  dépasse  pas  le  produit  des  coeflirients  extrêmes. 

On  dit  qu'un  nombre  positif  a  est  compris  dans  un  trinôme  abaisseur, 

±:  (LxP-^'zp  Mj:/'-+-  NarP-  ),     M'<  LN, 

lorsqu'il  satisfait  à  la  double  inéf;alité 

M  .,      .    N 
ïï    -^'-M* 

l'n  trinôme  abaisseur  est  de  première  ou  de  seconde  espèce  suivant  qu'il  prr- 
sontc  deux  variations  ou  deux  permanences. 

Dans  un  même  polynôme,  deux  trinômes  abaisseurs  de  même  espèce  sont 
distincts,  lorsiiu'ils  nont  aucun  terme  commun  ou  qu'ils  en  ont  un  seul:  il> 
sont  imbriqués  lorscju'ils  en  ont  doux. 

Plusieurs  trinômes  abaisseurs,  tous  de  même  espêci»,  sont  distincts,  lorsqo»" 
deux  quelronijurs  d'tMitrc  eux  st»nl  toujours  di^^tinrls;  ils  s<mt  conipatiblet, 
lorsqu'il  existe  un  nombre,  au  moins,  que  rhiirun  d'eux  comprenne. 

Ces  délinitions  [Misées,  l'anleur  démontre  le  théorème  suivant,  qui  est  fonda- 
mental : 

Lorsqu'on  multiplie  par  x  r-  a(a  >  o)  un  polynôme/(  jr)  ordonné  par  rapp-:»!! 
atix  puissances  déeroissantes  de  a-,  on  perd  juste  autant  de  couples  de  variations 
qu'il  y  a,  dans  ce  polynôme,  tb'  trinômes  abaisseui*s  de  la  première  especf, 
«listincts  les  uns  des  autres,  et  eomprenant  le  nombre  a. 

Ce  ihétuèm»',  si  remarquable  par  sa  préri'^ion,  permet  k  M.  André  de  n-Si^udir 
un  certain  n«»mbro  «le  problèmes  importanti*.  relatif^^  à  la  multiplication  d'on 
polynôme  j)ar  ,r  -;  rt.  La  ré*«oliition  de  ces  problèmes  est  sinipiilièo  par  un 
eertain  mode  de  rcprcsenfation  sra/tliif/uc  du  s\>lème  des  trinômes  al'aisst'nr* 
de  [)reniière  e>p«ee  «|ui  tii;urent  dan'*/(.r;. 
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Appliqué  à  Tabaisscnienl  des  limites  des  racines  fournies  par  la  rè^lc  des 
signes  de  Dcscarles,  le  théorème  fondamental  conduit  à  deux  propositions,  qui 
présentent  le  double  avantage  de  donner  tout  rabaissement  qu'on  peut  tirer  de 
la  multiplication  par  j7H-  a,  et  d'être  applicables  dés  que  les  coefficients  satisfont 
simplement  à  certaines  inégalités. 

1**  Si  l'on  désigne  par  v  le  nombre  des  variations  du  polynôme /(x),  par  0  le 
plus  grand  nombre  des  trinômes  abaisseurs  de  première  espèce,  distincts  et 
compatibles,  que  présente /(j?),  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
/{x)  =  o  est  au  plus  égal  à  i>  —  2O,  et  s'il  est  supérieure  cette  limite,  c'est  un 
nombre  pair. 

2*»  Si  l'on  désigne  par  w  le  nombre  des  variations  du  polynôme /(— jr),  par 
T  le  plus  grand  nombre  des  trinômes  abaisseurs  de  la  seconde  espèce,  distincts 
et  compatibles,  que  présente  le  polynôme  f{x),  le  nombre  des  racines  négatives 
de  l'équation /(J7)  =  o  est  au  plus  égal  à  tv  —  at,  et,  s'il  est  inférieur  à  cette 
limite,  c'est  un  nombre  pair. 

L'auteur  termine  par  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  sur  les  équations 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  sur  les  sommes  des  produits  /i  à  /?  de  ces 
racines. 

André  {D-)*   —  Mémoire  sur  Ja  mulliplication  dont  le  mullipii- 
caleiir  est  la  diflérence  x  —  a.  (33-44)- 

L'analyse  du  Mémoire  précédent  nous  dispense  d'insister  longuement  sur 
celui-ci. 

^L  André  appelle  trinôme  élévateur  tout  groupe  de  trois  termes  consécutifs, 
qui  présente  deux  permanences,  et  où  le  carré  du  coefficient  moyen  est  moindre 
que  le  produit  des  coefficients  extrêmes. 

On  dit  qu'un  nombre  positif  a  est  compris  dans  le  trinôme  élévateur 

±:  (  Laf^^  4-  Ma:" -h  N  jrP-'),     M'  <  LN, 

s'il  satisfait  à  la  double  condition 

M   .  N 

L  -     ^  M 

Les  mots  distincts,  imbriqués,  compatibles  se  définissent  pour  les  trinômes 
élévateurs  de  la  même  façon  que  pour  les  trinômes  abaisseurs. 

Un  trinôme  élévateur  comprenant  a  est  superflu  lorsque  ses  deux  premiers 
coefficients  composent  ou  terminent  une  suite  de  coefficients  consécutifs,  tous 
de  même  signe,  formant  une  progression  de  raison  a,  et  précédés  immédiatement 
soit  d'une  lacune,  soit  d'un  coefficient  de  signe  contraire,  soit  d'un  coefficient 
de  même  signe,  trop  petit  en  valeur  absolue  pour  faire  partie  de  la  progression. 
Los  trinômes  superflus  ne  peuvent  évidemment  se  présenter  que  dans  des  cas 
exceptionnels. 

Le  théorème  fondamental  est  le  suivant  : 

«  Dans  la  multiplication  du  polynôme /(jr)  par  x  —  «(a  >  o),  il  se  gagne  : 
autant  de  variations  qu'il  y  a  dans/(x)  de  trinômes  élévateurs  comprenant  a 
cl  non  superflus;  plus  autant  <le  couples  de  variations  qu'il  y  a  dans/(j?)  de 
lacunes  présentant  une  permanence;  plus,  enfin,  une  \arialion  unicfue.  » 


—    ■  «M 
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ATri  nRLLA  R.  ÂccADEMiA  DEi  LiNCBi.  In-4'**  3' Série  (O* 

Transunti,  t.  II;  187 7- 1878. 

Betti,  —  Sur  une  extension  des  principes  généraux  de  la  Dvna- 
miquc.  (32-33). 

Knonré  de  quelques  théorèmes  et  en  particulier  du  suivant  : 

«  Lorsque  le  principe  d'IIamilton  est  applicable  et  que  la  fonction  des  forces  V 
dépend  seulement  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières  par  rapport  aa 
temps,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'on  puisse  appliquer  le  principe  de  la  conser- 
vation du  mouvement  du  centre  de  gravité,  que  V  ne  change  pas  quand  00 
change  rorigine  des  coordonnées  et  que  Ton  communique  à  tous  les  points  des 
vitesses  égales  en  grandeur  et  en  direction.  » 

Gaiitero  (G-),  —  Sur  les  roues  à  turbine.  (52-53). 

Volpicelli,  —  Observations  sur  Pinduction  électrostatique.  (53- 

54). 

Cerruti  (  V\),  —  Un  nouveau  théorème  général  de  Mécanique. 

(-5-76). 

L'auteur  énonce  sans  démonstration  le  théorème  suivant  : 
«  On  considère  un  système  matériel  en  mouvement.  Soit  *  le  complexe  déter- 
miné par  les  forces  (jui  ajîisscnt  sur  ces  divers  points.  On  suppose  :  1"  quel? 
comj)lexe  <I>  soit  constamment  en  involulion  avec  un  autre  complexe  linèaiir  6; 
2"  (juc  le  système,  supposé  n<m  invariable,  puisse  prendre  à  tout  instant  le  moa- 
vcment  hélicoïdal  inlinimcnl  petit,  défini  par  le  complexe  0.  Dans  ces  conditions 
il  existe  une  intèf^rale  linéaire  par  rapport  aux  composantes  des  vitesses  dts 
divers  points,  qui  exprime  que  le  moment  du  complexe,  déterminé  par  les 
quantités  de  mouvement  rai)porlées  au  complexe  0,  est  constant  pendant  toute 
la  durée  <lu  mouvement.  Si  l'on  désigne  par  /,  m,  n,  />,  7,  r  les  coordonnées  da 
complexe  0,  par  jx  la  masse  du  point  x,  y,  z,  l'expression  de  cette  intégrale 
est 

1^    ^^  ^.    dv         „    dz         ^    (    dz         dy\ 

^    /    dx  dz\         „    /    dy         dx\ 

+  g  Z^l^z  _  _  ^  _  j  +  rZiL{x  ^-y-j=  const. . 

Brioschi,  —  Sur  quelques  formules  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (n5-ii8). 


('  )  Voir  Bullelin,  H,,  p.  77. 


i 
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L'auteur  donne,  pour  passer  de  la  forme  canonique  des  difTérentielles  elliptiques 
de  première  espèce  à  celle  introduite  par  M.  VVeierstrass,  la  relation 


où  5  désigne  le  discriminant  g\  —  '^']g\'  H  exprime  ensuite  les  périodes  w  etw' 
de  la  fonction  p  au  moyen  de  K  et  K'  et  établit  Téquation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  que  vérifie  w. 

11  donne  enfin  une  série  de  relations  concernant  le  problème  de  la  transfor- 
mation. 

De  Gasparis.  —  Sur  une  relation  remarquable  qui  se  présente 
dans  un  double  changement  de  variables.  (192-195). 

Le  premier  changement  de  variables  consiste  à  substituer  aux  coordonnées 
rectangulaires  x^^  y^  d'un  point  d'une  courbe  l'abscisse  et  l'ordonnée  à  l'origine 
Xxt  Xx  de  la  tangente  en  ce  point,  ce  qui  donne 

dx^  dvj 


2 


Le  second  changement  de  variables  s'obtient  en  posant 


^2=^i-r37r7'     >'a  =  rt-^a 


On  en  conclut  la  relation 


V  -i^iri  =  A.rt  +  V^Ti^t      ou 


\/x,y,       s/x^y,       >fy\Xt 


Tome  III,  1878-1879. 

Battaglini,  —  Sur  les  complexes  du  second  degré.  (43-44)' 

De   Gasparis.  —   Produit  de  deux  déterminants  à  trois  indices 
exprimé  par  un  déterminant  ordinaire.  (44*45). 

Brioschi.  —  Sur  l'équation  modulaire  du  huitième  degré.  (45-47). 

M.  Klein  et  M.  Brioschi  ont  démontré,  par  des  considérations  dificrcntes,  que 
l'équation  modulaire  jacobienne  correspondant  à  la  classe  étudiée  par  M.  Brioschi 
dans  son  Mémoire  5o/?ra  una  classe  di  equazioni  modulari  {Annali  di  Mate- 
maiica,  t.  IX)  est 

y*  —  i/|j«-f-  G3^'«  —  7oj'-f-  4  ^^  —  7  =  o. 
Si  l'on  pose 
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i'.  )•".  1  **  seront  racines  des  rqualions  modulaires  jacohienncs  du  liuilièmc  degré: 
et  si  l'un  pose 

V  Y  ^--  p  V  J  -+-  q  vy  -+-  r  v<p  -h  s  ^^, 

/7,  7,  /',  5  étant  des  quantités  indépendantes  de  y  y  1  équation  du  huitième  degré 
en  Y  sera  la  plus  générale  de  son  espèce. 

Dr  Gasparis,  —  Sur  Tcxpression  d'un  des  termes  de  correction 
des  coordonnées  elliptiques  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires.  (92). 

Kantor.  —  Génération  simple  de  la  jacobienne  d'un  réseau  de 
courbes  du  troisième  ordre.  (gS-pS). 

De  Gasparis,  —  Sur  quelques  éléments  elliptiques  en  fonction  de 
Tanomalie  movenne  exprimée  en  parties  du  rayon.  (111-112). 

De  Gasparis,  —  Sur  la  valeur  inverse  du  cube  du  rayon  vecteur 
d'une  planète,  exprimée  au  moyen  d'une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  du  temps.  (i41-i45)- 

De  Saint-Robert,  —  Du  mouvement  d'un  pendule  simple  dans 
une  voiture  de  chemin  de  fer.  (i45). 

Siacci.  —  Sur  la  rotation  des  corps.  (146). 

Quand  un  corps,  sur  lequel  n*af;it  aucune  force,  tourne  autour  d'un  point 
li\e,  il  existe  un  liyperbolonle  dont  les  axes  coïncident  avec  les  axes  printipaui 
du  corps,  qui  tourne  sans  glisser  sur  un  c\lindre  de  révolution,  dont  l'aie 
passe  par  le  point  fixe  et  est  normal  au  |)lan  invariable. 

Klein,  —  Sur  la  résolvante  du  onzième  dej^ré  de  l'équation  mo- 
dulaire du  douzième  degré.  (177). 

Cerruti.  —  Sur  une  transformation  des  équations  du  mouvement 
d'un  point  matériel.  (ic)()-ic)7). 

In  point  matériel  se  meut  dans  l'espace  sous  l'action  d*unc  force  quelconque. 
On  considère  un  complexe  linéaire  *I».  On  peut  décomposer  la  force  en  d«ii 
autres  :  l'une  diri};ée  vers  le  pôle  du  plan  osculateur  à  la  trajectoin*  par  rapport 
au  complexe  «l»,  l'autre  suivant  la  tanp:enteà  la  trajectoire.  I^  première  a  poar 

expression  — —^>  la  seconde  ^^j  -y*  si  l'on  appelle 

pT"  "Z       lis 

T  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  par  rapport  ao  complrie  ♦' 
T  le  moment  par  rapport  au  même  complexe  de  la  tan«:ente  à  la  trajectoire; 
/'  la  distance  du  moliile  au  pôle  du  plan  osculateur  à  la  trajectoire: 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  tnijccloire  au  pi>iiit  occuf>é  par  le  mobile: 
V    \o  r«)sinu«^  «le  l'angh"  ctimpri'i  eulrr  l'axe  du   complexe  et   la   normale  au  pi*" 
o^^ulaleu^. 
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Brioschi.  —  Sur  Téquation  de  roclaèdre.  (a35-237). 

Soient  F(Xp  x^)  une  forme  binaire  du  sixième  degré, 

H  =  1(F,  F)„    A  =  1(F,F).; 

on  suppose  que  le  covariant  biquadratique  (F,  F)^  soit  identiquement  nul.  Alors 
F  est  le  covariant  du  sixième  degré  d'une  forme  biquadratique  /  et 

4H'+^ArF,  =  o 

l'équation  oclaédrique  du  vingt-quatrième  degré  en  J?  =  --  •  Cette  équation  est 

/dx 

on  obtient  une  intégrale  elliptique  par  rapport  à  t.  Si  Ton  pose/=  x\  -h  arj,  on 

obtient  pour   forme   normale   F  =  j:,ar,  (arj  —  j:J),   et   l'équation  octaédrique 

devient 

I      (n-i4a?* -4-iF«) 


t  — 


io8      ir*(i  — ^)* 


Tome  IV;  1879- 1880. 

Bertini.  —  Sur  la  congruence  du  second  ordre,  de  sixième  classe 
et  de  première  espèce,  douée  seulement  de  surface  focale.  (3o- 
3i). 

Battaglini.  —  Observations  sur  Téquation  différentielle  elliptique. 
(49-5o). 

Résumé  d'une  Note  lue  à  l'Académie,  qui  contient  une  méthode  directe  de  ré- 
solution de  l'équation  différentielle  d'Euler.  Conditions  pour  qu'une  forme  qua- 
dratique de  trois  variables  soit  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 
elliptique. 

De  Gasparis.  —  Sur  la  variation  des  excentricités  des  orbites 
planétaires.  (5o-5i). 

Gautero  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'une  surface  qui  touche 
constamment  une  autre  surface  fixe.  (106-109). 

Conditions  pour  que  les  deux  surfaces  se  touchent  constamment.  Application 
aux  surfaces  réglées.  L'auteur  parvient  dans  ce  cas  particulier  à  une  formule 
qui  diffère  par  un  terme  additif  de  celle  qu'a  donnée  M.  Resal  dans  sa  Ciné- 
matique pure,  p.  1^6. 

De  Gasparis  (A,).  —  Sur  la  variation  de  Taire  décrite  par  la  Lune 
autour  de  la  Terre  produite  par  Faction  du  Soleil.  (116-117). 
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Veronese  (G.).  —  Sur  quelques  configurations  remarquables  de 
points,  de  droites  et  de  plans,  de  conique,  et  de  surfaces  du 
second  ordre.  (iSa-i.^ç))- 

Énonces,  donnes  sans  démonstration,  d'un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  les 
groupes  projcctifs,  ouverts  ou  fermés. 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  ordre  et  un  point  P,  on  détermine  le 
plan  polaire  p  de  P  par  rapport  à  Tune  de  ces  surfaces,  le  pùle  P,  de /?  par 
rapport  à  l'autre  surface,  le  plan  polaire  p^  de  P,  par  rapport  à  la  première,  le 
p<Me  P3  dcp^  par  rapport  à  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Les  points  P,  P,,  ...et  les 
plans /?,  /?,,/>!,  ...  forment  des  groupes  projectifs  (P)  et  {/)).  On  a  un  groupe  cy- 
clique si  P^  coïncide  avec  P. 

Le  problème  traité  est  celui  de  savoir  quelle  relation  déposition  doivent  avoir 
les  deux  surfaces  pour  que  les  points  (P)  forment  un  cycle. 

Les  cas  de  /t  =  a  et  n  =  3  sont  soumis  à  un  examen  particulier. 

Siacci.  —  Sur  une  proposition  de  Jacobi.  (236-240' 

Dans  le  premier  des  Mémoires  posthumes  qui  font  suite  aux  Vorlesungen 
liber  Dynamik^  Jacobi  affirme  sans  démonstration  que  les  théorèmes  10,  11  el 
la  du  Mémoire  donnent  tous  les  systèmes  possibles  d'éléments  dont  les  dérivées 
ont  la  forme  canonique  et  qui  se  déduisent  tous  de  Tun  d'entre  eux.  Cette 
assertion  a  été  contestée  par  M.  Mathieu.  M.  Siacci. démontre  un  lemmeqai  lai 
permet  de  prouver  l'exactitude  de  la  proposition  de  Jacobi  en  ce  qui  concerse 
les  théorèmes  10  et  11,  et  de  la  corriger  à  propos  du  théorème  12.  En  outre,  il 
donne  un  nouveau  théorème  qui  comprend  comme  cas  particulier  celui  qoe 
Jacobi  appelle  théorème  fondamental  dans  le  Mémoire  précité. 

JBrioschi.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  intégrables 
par  les  fonctions  elliplitjues.  {^i^i-'i^ii), 

.Méthode  nouvelle  pour  former  des  équations diiïércnticlles  linéaires  intégrables 
par  les  fonctions  elliptiques. 
Soit 

On  pose  

^(x)=iviil£)-v5ir), 

^  a  iC  —  Ç 

\  étant  d'une  constante  indéterminée.  On  forme  la  suite 

A,.-      jx        -r-vCx), 
A,-     Aj        -A'iv?, 
A,    -    A,  Aj      -  A'jv  r» 


A,  ■---  A,  V_,—  \'r-i\  ?. 


où  ;i  désigne  une  nouvelle  ronslanle  indéterminée,  et  Ax  la  dérivée  -r-**  Eo''* 
le*»  fondions  A  existent  deux  séries  de  relations  linéaires  dont  les  roeflkieni» 


I 

i 
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sont  des  fonctions  de  x.  De  plus,  ces  fonctions  A  sont  liées  à  une  fonction  ^  qui 
s'exprime  par  les  fonctions  elliptiques  par  la  relation 

dry  _       Kry 
du'  ~ 

en  posant 

X  —  e,  =  (^2  —  e,)sn'ii) 

et  désignant  par  e,,  e^y  e,  les  trois  racines  de  l'équation  çp(j7)  =  o.  Des  relations 
linéaires  entre  les  A  résultent  par  suite  des  équations  différentielles  linéaires 
qui  sont  intégrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

De  Gasparis  {A.).  —  Vérification  et  application  d'une  nouvelle 
formule  pour  le  calcul  des  perturbations  planétaires.  (246-a47)» 

Maggi  {A.).  —  Sur  riiistoire  des  fonctions  cylindriques.  (^54- 
263). 

Tome  V;  1 880-1 88 1. 

Battaglini  [G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  bilinéaires.  (24-25). 

De  Gasparis  {A.),  —  Sur  une  équation  entre  les  dérivées  par- 
tielles des  inverses  des  distances  de  trois  planètes  qui  s^attirent 
mutuellement.  (79-80). 

De  Gasparis  {A.).  —  Sur  une  nouvelle  formule  pour  le  calcul 
des  orbites  des  étoiles  doubles.  (i33-i34). 

Betti  {E.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  hétéro- 
gène. (201-202). 

La  masse  fluide,  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la  loi  d'attraction 
ncwtoniennc,  est  supposée  formée  de  couches  ellipsoïdales  homothétiques  et 
concentriques,  la  densité  étant  la  même  dans  toute  une  couche,  mais  variant 
d'une  couche  à  l'autre. 

Le  problème  revient  à  trouver  une  intégrale  complète  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  à  neuf  variables.  On  en  obtient  facile- 
ment cinq  intégrales  qui  forment  avec  la  proposée  un  système  jacobien.  On  est 
ramené  (d'après  les  travaux  de  Lie  et  Meyer)  à  la  recherche  d'une  intégrale 
commune  à  six  équations,  d'une  intégrale  commune  à  quatre  équations  et 
d'une  intégrale  commune  à  deux  équations  différentielles,  toutes  équations  dif- 
férentielles ordinaires.  Au  cas  où  la  figure  de  la  masse  est  invariable,  le  mou- 
vement est  permanent;  on  peut,  connaissant  le  mouvement  de  la  masse  et  sa 
figure,  obtenir  une  condition  que  doit  vérifier  la  densité  du  fluide. 

Casorati  {F.).  —  Observations  sur  le  mode  d'exposition  commu- 
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iK^incMit  suivi  pour  plusieurs  questions  fondamentales  de  TAna- 
lyse  infinitésimale.  (216-217). 

Soiont  /,  (2),  /j(-2),  ...,  /«(-s)   les   polynùmcs    entiers  en  5,  et  soient  c,. 
Cj,  •.  •«  c,  autant  de  constantes  différentes.  On  considère  le  déterminant 

ecî/,(5)      eci/,(5)     ...     ec=/,(3) 


^-*c\/,{z)  e-«cî/,(5)    ...   e--«cS/,(c) 

dans   lequel   les  symboles  6 /(s),  6'/(5),  ...    représentent  respectivement  le> 

expressions  /(  3  +  1  ),  /( 5  -H  2  ), 

l^)ur  que  ce  déterminant  soit  identiquement  nul,  il  faut  et  il  suffît  que  I'udc 
des  fonctions  f{z)  soit  identiquement  nulle. 

Hermite,  —  Lettre  à  M.  de  Gasparis.  (217). 

Respif^hi{L.),  —  Sur  les  observations  du  diamètre  horizontal  du 
Soleil,  faites  en  1880,  à  TObservatoire  du  Capitule^  {^^^l)- 

Schiaparclli  (C).  —  Observations  astronomiques  et  physiques 
sur  Taxe  de  rotation  et  la  topographie  de  la  planète  Mars.  (a66- 
269). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  à  l'Ob- 
servatoire du  Collège  romain.  (277  ). 

Tacchini.  —  Sur  la  comète  de  1807.  (279). 

V^eroncse  {G.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. (i^o3-3o4). 

Hésumé  très  court  de  la  Note  mentionnée  ci-aprcs  sous  le  même  titre. 

Respif^hi  et  Celoria.  —  Détermination  de  la  différence  de  loniri- 
lude  de  Home  et  de  Milan  (3o8-3io). 

La  différence  trouvée  est  de  iS^io'jO^S  avec  une  erreur  probable  de  ±  o'.oiV 

Ih*  Gasparis  (A.).  —  Sur  les  corrections  au\  coordonnées  ollif>- 
tiques  dans  le  calcul  des  perturbations  planétaires.  (3n>-3i2i- 

I  croncse  {G.).  —  Queh|nes  tiiéoromcs  de  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. (,*i33-.)38). 


Toulc  ronfi;;uri)lion  de  //  -l-  i  poiiil'*  diins  un  plan  pri<  diius  un  i?spa«  t  a 


^.ii- 
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nicnsions  est  toujours  la  projection  d'une  pyramide  à  ^  + 1  sommets  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions.  (La  pyramide  à  /i  -h  i  sommets  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions correspond  au  tétraèdre  dans  Tcspacc  ordinaire.) 

t'ne  courbe  quelconque  dans  rcspacc  à/t  dimensions  a,  en  général,  3/i  carac- 
tères, entre  lesquels  existent  3(/i  — i)  relations  indépendantes;  trois  d'entre 
eux  suffisent  pour  déterminer  les  autres.  A  toute  solution  en  nombres  entiers 
et  positifs  de  ce  système  de  3(w  —  i)  relations  entre  les  caractères  d'une  courbe 
de  genre  zéro  correspond  effectivement  une  courbe. 

Si  l'on  appelle  courbes  de  même  espèce  deux  courbes  du  même  genre  p  qui 
ont  les  mêmes  caractères,  abstraction  faite  de  leurs  3/? — 3  modules,  toutes  les 
courbes  rationnelles  d'ordre  n  et  toutes  les  courbes  elliptiques  d'ordre  n  -+- 1 
dans  l'espace  à  n  dimensions  sont  de  même  espèce. 

La  courbe  rationnelle  d'ordre  n  et  la  courbe  elliptique  d'ordre  /i-f-i  dans 
l'espace  à  n  dimensions  sont  telles,  qu'on  obtient  par  leur  projection  toutes  les 
différentes   courbes   rationnelles   d'ordre  5  w   et  toutes  les  courbes   elliptiques 

d'ordre  1in-r-\  dans  les  espaces  à  moins  de  n  dimensions.  Extension  aux 
courbes  de  genre  supérieur. 


Tomo  VI;  i88i-i88a. 

liespighi  (L,),  —  Sur  la  lumière  des  comètes.  (22-2^). 
Battaglini{G.).  —  Sur  les  formes  quaternaires  bilinéaires.  (4o- 

42). 

Brioschi,   —  Sur  Torigine  de  certaines  équations  différentielles 
linéaires.  (42-47). 

Soit  l'équation  différentielle  linéaire 

(')  y'-^py'  -^qy-  <>» 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  de   la  variable  indépendante  x,   et  soient  ^p^, 

deux  intégrales   fondamentales.    Introduisant    une  nouvelle  variable  z  liée  à  x 

par  une  relation 

f{z,x)  =  0, 

r,  et  y^  deviennent  fonctions  de  z.  S'il  existe  entre  ^,,  y^  et  leurs  dérivées 
successives  par  rapport  à  z  certaines  relations  algébriques  que  l'auteur  enseigne 
A  former,  la  fonction  z  de  la  variable  x  vérifiera  une  équation  différentielle 
linéaire  dont  l'ordre  varie  suivant  les  cas. 

La  méthode  de  formation  de  cette  dernière  équation  différentielle  entre  z 
et  X  trouve  son  application  A  l'occasion  du  problème  de  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques.  Soient  (avec  les  notations  de  Jacobi) 

1 

•'"  ~  7^  UT^ —  '     ^  =  v'M  \^"^">'  ' 

l>aiis  le  cas  de   Iransforiiiation  du  cinquième  degré,   l'auteur  part  de  la  forme 
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connue  de  la  relalion/(5,  x)  =  o,  et  il  établit  que  z  vérifie  Téquation  du  troi- 
sième ordre 

«"-hS/ï^'-i-C/?'  ■^a/ï»4-47)*'-+-  ^{q'-^^pq)s  =  o, 

p  et  g  ayant  respectivement  pour  expressions 


P=  à    ^r'.^r      9  = 


6  a?(i  —  a?)       ^       3Gooa:(i  — d?) 
L'équation 

est  alors  une  équation  hypcrgéométrique  et  z  est  une  forme  quadratique  à 
coefficients  constants  de  deux  intégrales  fondamentales  ^„  y^  de  cette  équa- 
tion. 

L'auteur  traite  ensuite  de  la  transformation  du  septième  degré  et  de  celle  do 
treizième,  et  annonce  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  fonction  ^s  de  x  vérifie  une 
équation  linéaire  du  septième  ordre. 

De  Gasparîs  (A.).  —  Nouvelles  séries  donnant  les  coordonnées 
héliocentriques  en  fonction  de  ranomalic  moyenne.  (65). 

Casorati  (/^.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (121- 
124). 

Observations  sur  une  JSotcdc  M.  Hcsso  publiée  dans  le  t.  \  des  Afémoiret  de 
rVcadémic,  sous  ce  litre:  Quelques  propositions  relatwes  aux  équations  dif- 
férentielles linéaires. 

Schiaparelli  (C).  —  Observations  sur  la  topographie  de  la  pla- 
nète Mars.  (167-1-3). 

Allici'i.  — Equilibre  intérieur  des  colonnes  métalliques  suivant 
les  lois  de  la  déformation  élastique.  (25^-260). 

Rcspiff/ii  (L,).  —  Sur  la  comète  Wells  (a)  de  1889..  (327-329). 

ftespiglii  (L.). —  Sur  la  flexion  astronomique  des  lunettes.  (329). 

Respighi  {L.).  —  Sur  réclipsc  totale  de  Soleil  du  7  mai  1882. 
(32()-33i). 

Rcspighi  {L,),  —  Sur  les  observations  speclroscopiques  de  la 
cliromosphère  et  des  [)rotubérances  solaires  faites  à  l'observa- 
toire du  Ca[)ilole  (mai  1881  à  juin  1882);  résumé  des  ré- 
sultats obtenus  par  les  observations  faites  depuis  octobre  i86<) 
jusqu'à  ce  jour.  (.'^>3i). 
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Tome  VU;  i882-i883. 

Henry  (C).  —   Sur  quelques  propositions  inédites  de  Fermât. 
(39-40,  fr.).     . 

Ces  propositions  sont  extraites  d'une  correspondance  inédite  de  Fermât  avec 
le  P.  Mersenne;  la  plupart  sont  mises  sous  forme  de  problèmes:  l'une  d'elles 
résulte  comme  cas  particulier  de  ces  deux  théorèmes  généraux  :  «  Tout  entier 
qui,  débarrassé  de  la  plus  grande  puissance  de  4  <iui  le  divise,  n'est  pas  de  la 
forme  %x-¥  7,  est  de  la  forme  j?^  4- ^''-f- 5';  tout  entier  est  la  somme  de  quatre 
carrés.  » 

Blanchi  {L,).  —  Sur  une  classe  de  systèmes  triples  de  surfaces 
orthogonales.  (46-47)- 

Toute  surface  de  courbure  constante  négative  et  égale  à  —  r—  donne  lieu  à 

un  système  triple  de  surfaces  orthogonales  dans  lequel  un  système  est  formé 
de  surfaces  ayant  cette  courbure  moyenne  constante  négative,  et  les  deux  autres 
de  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  linéaires  et  de  rayon  R. 

Respighi  (L.).  —  Observations  sur  le  passage  de  Vénus,  le  6  dé- 
cembre 1882,  faites  à  Tobservatoire  du  Capitole.  (47-5 1). 

Jung.  —  Nouveaux,  ihéorèmes  complétant  la  règle  de  Guldin,  et 

..,11          .     1              a  sin  0 
propriétés  de  la  spirale  r  =  — ^ 

Respighi  {L.).  —  Nouvelle  Note  sur  le  passage  de  Vénus.  (100- 

lOl). 

Tacchini,  —  Observation  du  passage  de  Vénus.  (106-109). 

Millosevich  {£.),  —  Sur  les  observations  du  passage  de  Vénus 
sur  le  disque  solaire  faites  en  Italie,  le  6  décembre  1882.  (109- 
1 1 1). 

Tacchini,  —  Sur  la  comète  Finlay  de  1882.  (i36-i37). 

Tacchini, —  Observations  de  la  nouvelle  petite  planète  (232)  faites 
à  rObservatoire  romain,  (i  37  ). 

Brioschi,  —  Relations  algébriques  entre  les  fonctions  hyperellip- 
tiques  du  premier  ordre.  (137-140). 

Démonstration  nouvelle    du    théorème   de  Gr»pcl    :  «    Les  carrés   de    douze 
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Mk-  i^r  in>pW  «mtnc  trvà».  foactio«5  kvp«RllipCii{«e«^ 


iTiiivAiiii,  —  Sur  les  ob$ervalioQ5  de<  Lkcketf  «  S^f  i^ru»^  s«>iuR» 


mt* 


l  —     A.  F.  r      r.  ^  - 

;  V  '  •»  .     ^  .  lit 'tr      ..'-!;•      '"'   .•  "  -  —       .: -.r**^  r     '  •-•--ja-.r      ir    i 

t   a  ^u-*a*-*j    i  Ail    :  ^  :r*  1-:»      :»- •iJL*:    -'1    ■i-«£»i'-     -'lai    nitrrt'ir 
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Les  trois  paramètres  a,  by  c  sont  déterminés  par  les  formules 

_  .  ABC.rf* 


ar.    I      


\      (A='H-j)v(A'-h«)(B^-+-j)(C»-h*) 
""./o      (B='-+-*)v^(A'-+-j)(B^-i-j)(C»+j) 

Z    =  CTZ       I 


'0 

ARC.rf* 


(G'-+-*)v/(A='-+-5)(B'+j)(C'-+-J) 

/|ui  expriment  les  composantes  données  de  la  force  constante. 
Besso, —  Sur  une  équation  diflerenlielle  hypergéométrique.  (aSo). 

L'équation 
admet  les  deux  intégrales  fondamentales 
où  les  a,  fJ»  V  sont  des  constantes,  ^p  y^.,  v,  les  trois  racines  de  l'équation 


j^  étant  lié  à  \  par  la  relation 


y^-\-  y  -^  X  —  o, 


1'' 
2;m 


Maisano. —  Théorèmes  relatifs  aux  formes  binaires  de  degré  quel- 
conque avec  applications  à  l'étude  des  racines  multiples  des 
équations  du  sixième  degré.  (aSi-aSa). 

Conditions  pour  qu'une   forme  d'ordre  n  se   réduise  (quand  n  est  pair)  à  la 

-  1        d'une  forme  quadratique;  pour  qu'elle  soit  le  produit  de  deux 

formes  linéaires,  l'une  élevée  à  la  puissance  n  —  2,  l'autre  à  la  puissance  a. 

Énumération  des  cas  de  multiplicité  des  racines  de  l'équation  du  sixième 
degré. 

Morera  Giacinto.  —  Sur  Téquilibre  des  surfaces  flexibles  et 
inextensibles.  (9.68-270). 

Ktahlissemcnt  des  équations  d'équilibre  données  par  M.  Reltrami  {Mém.  de 
i'Ac.  de  Bologne^  t.  III,  p.  ^i),  suivi  d'une  interprétation  mécanique  de  ces 
équations. 

Upspiij^lii  [L.).   —    Sur   les  obscrvalions   speclrosropiques  de   la 

Hali.  des  Sriencrs  niathcni.,  >'  strie,  t.  1\.  (Mars  iSK').)  \KJ\ 
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chromosphùre  et  des  protubérances  solaires  faites  à  l'Observa- 
loire  du  Capilole,  de  1878  à  1882.  (273). 

Taccliini.  —  Sur  réclipsc  du  Soleil  du  5  mai  i883.  (28J-288). 

Tacc/iifii.  —  Deux  lettres  sur  Tcclipse  totale  du  Soleil  du  5  mai 
i883.  (3oi)-3io).  L.  R. 


JOURNAL  fI'h  die  hkine  und  angewàndte  Màthematik,  hcrausge^eben  vun 
L.  Kroneckeh  und  K.  Weikrstrass. 

Tome  XCIU;   i88ji. 

Kronecker  (A.).  —  Sur  les  uuités  complexes.   Dissertation   inau- 
gurale arithmétique,  (lat. ).  (i-ia). 

Cette  dissertation  du  célcl»rc  géomètre  date  de  VvXc  de  i8J5  où,  sur  le  Rapport 
de  Lejeunc-Dirichlel,  elle  a  été  approuvée  par  la  ?\icullé  de  Philosophie  à  l'ini- 
versité  de  Berlin.  Cependant,  elle  ne  fut  pas  alors  publiée  complètement:  l'im- 
l»ressi(»n,  qui  porte  la  date  du  10  septembre,  ne  contient  que  les  paragraphes 
1-Hi;  les  paragraphes  17-'20  (p.  38-j2  )  sont  publiés  ici  pour  la  première  fois, 
I.a  Festschri/t  de  M.  Kronecker,  détiiée  t^  M.  Kummer,  à  l'occasion  du  ciuquao> 
tième  anniversaire  de  son  doctorat,  contient  la  réimpression  de  cette  disserta- 
tion, et  c'est  de  là  (jii'ellc  est  passer  dans  le  journal  rédijîé  par  MM.  Kronecker 
et  Weicrslrass.  Connue  il  y  a  presque  quarante  ans  que  la  thèse  a  paru,  cl  qu'elle 
était  devenue  très  rare,  Tauleur  en  fait  en  même  temps  un  présent  ^rracieoi 
à  son  vieux  maître  et  ami  «jui  l'avait  alors  eiifiagé  à  entrer  dans  ses  recherche», 
et  aussi  à  ses  disciples  d'aujourd'hui,  désircuv  «le  se  prorurer  oc  Mémoire  im- 
portant. 

Frobenius  {(j,).  —  Sur  les  i'oiielions  elli[)tiques  de  seconde  es- 
pèce. (53-68). 

Le  nom  dt^  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  q>\.  attribué,  suivant  M.  Her- 
mile,  à  toute  fonction  qui  porte  partout,  dans  le  domaine  du  fini,  le  caraclcrf 
d'une  fonction  rationnelle  et  dont  la  dérivée  lo^'arithmique  est  doublement  pé- 
riodique {Comptes  rendus,  t.  LWW).  Soient  aw  etjw'  les  périodes  de 


c  in) 
on  aura 


(i)  cp(M -r  210)  —  m  y(//),     'ç{u -i- 2t.i')  =  m':^{u), 

où  m  et  m'  sont  deux  cimstanlos  qui  sonl  nnnnm';e>  Ic^  niuUipiir;itrur^  «ii*  ;;i''' 
Introduisons  deux  autres  con^laulc^  a  et   ;x'  <léliiiic-  piii   li>  rtiujlijMi- 


J 
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Soient  enfin  v  cl  v'  deux  nombres  entiers:  il  vient 

(3)  9(a  +  2vwH-2v'w')  =  <»=«'(J*^-i^'^)9(a). 

Si  [L  et  !x'  s'évanouissent  en  même  temps,  9(1^)  est  une  fonction  elliptique  de 
première  espèce.  Dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  seconde  espèce,  il 
faut  considérer  comme  exceptionnel  non  seulement  ce  cas,  mais  plus  générale- 
ment encore  celui  où  a  ixw  -h  a  ix'w'  est  une  période,  c'est-à-dire  où  deux  nombres  v 
et  v'  peuvent  être  déterminés  de  sorte  que  jxu)  ■+■  \l'(ù'  soit  égal  à  vw  -4-  v'w'.  Car, 

a  il'  —  v'  LL  —  V 

posant  -r-  =  —  — =  — »  on  trouve  sous  cette  hypothèse  ? (w)  =  c** <j/  (// ), 

^{u)  étant  une  fonction  doublement  périodique. 

Pour  rapprocher  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  seconde  espèce  de 
celle  des  fonctions  de  première  espèce,  M.  Frobenius  part  de  la  série  9{u)  que 
M.  Weicrstrass  a  introduite  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  sait  que 

la  dérivée  —  -;— ^ — -  fournit  la  fonction  fondamentale  p(u)  de  M.  VVcicr- 

strass.  Voilà  pourquoi  M.  Frobenius  écrit 

'  ff  (2{JIW  -h  a{Jlti)   )  a(M) 

La  fonction  o{u)  satisfait  à  la  relation 

a(M  4-  2VW  -h  av'o)')  =  (— i)^'+^-«-''e-(>^+vv)(»+^«+>'V)<j(|^), 

où  V  et  v'  sont  deux  nombres  entiers  et  où  les  constantes  sont  liées  pur  Toqua- 
tion 

T|u) — T,  u)=H — IV    ou iir, 

'i  2 

suivant  que  l'ordonnée  de  la  grandeur  complexe  t  =  —  est  positive  ou  néga- 
tive. Quand  on  choisit  eu  et  <«>'  de  telle  façon  qu'elle  devienne  positive,  q{ii)  est 
une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Enûa  M.  Frobenius  pose, 
pour  abréger, 

<t(m) 

et  c'est  en  particulier  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  seconde  espèce, 
exprimées  par  ^(u)  et  r(u),qui  fait  l'objet  principal  du  Mémoire. 

§  1.  Propriétés  générales.  §  2.  Addition  et  multiplication.  §  3.  Multiplication 
et  division.  §  4.  Transformation. 

Thomœ  (t/. ).  —  Sur  les  intégrales  de  seconde  espèce.   (69-80). 

Si  l'on  emploie  les  notations  de  Riemann,   la   fonction — 11.  j*  •  •  '  >    p_  , 

a!, 

où  p^  =  w^(ff,  ^) —  ^  i/^(  j4,  5jJ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

11  =  1 

^-  1 


i,  SECONDF  PARTIR. 

Si  1rs  valeurs  inititilcs  <los  inléfjralcs  do  seconde  espèce  /  sont  donn6?s.  il  rwle 
à  délermincr  la  (|uantit<^  G  qui  est  iiulèpendante  de  .«„  z^;  s^y  z^;  ...;*,»  s^. 
mais  qui  est  une  fonction  de  »,  Ç  cl  des  modules  de  classe.  Si  s^r,  5,  r  ;  *,  ;;,  5^;, ...: 
.s  *;,  Sp  ;  sont  les  p  couples  de  valeurs  pour  lesquels  on  a 

il  résulte  immédiatemcriit   la  valeur 


c   --  ^  <(».î;;  v^. -H^,;). 


cl  c  se  tn>u>c.  exprimée  par  une  somme  d'intégrales  de  seconde  espèce.  Mjis 
celte  somme  se  prête  à  être  repré»ientée  par  des  intégrales  plus  spéciales  cl  par 
des  fonctions  algébriques  :  c'e«it  ce  epie  M.  Tliomae  eflTeclue  dans  ce  Mémoin*. 
Aprê-i  une  disru<*sion  du  cas  général,  il  achève  de  reclierclier  le  ras  où  * 
v<{  une  racine  carn-e.  La  di-tcrmination  du  cas  où  s  est  une  racine  cubiqnr 
a  été  faite  |iar  M.  Tliomae  dans  deux  monogra|)liies  !«ur  les  fonctions  abélienoes 
à  trois  valeurs  {dn'i\vi*rthif^).  Le  «'as  général  présente  encore  quelques  difb- 
cnllés  algél)ri<ju«'s  sur  Icsipielles  l'auteur  se  réserve  de  revenir. 

j(  1.  Notations.  ^  *i.  Application  du  théorème  d'Abel.  §  3.  Kcpn^scnUlion  des 
intégrales  de  seconde  espèce.  t$  i.  Hésultats.  ^  5.  Surfaces  à  deux  feuilles. 

/ir)'r  (Th.),  —  Sur  le  svslùme  de  ravons  de  deuxième  classe,  de 
sixième  ordre,  de  première  espèce.  (S  1-86). 

Dans  une  Communication  antérieure  (l.  86,  p.  8'i;  Builetin,  \\\j  P*  40' 
M.  Heye  avait  enseigné  à  construire,  par  les  méthodes  <le  la  Géométrie  synthè- 
liquc,  les  systèfucs  <U\  rayons  du  second  ordre  sans  courbes  focales;  il  o'arait 
exclu  (h'  ses  c.onsidéi-ations  (|ue  la  pn'miére  espèce  «les  système»  de  rayon*  de 
se<*oiuI  ordre  de  >i\ième  classe.  Acinellement  il  comble  celte  lacune  et  in«»Dlrc 
que  ce  système  restant  de  second  ordre  p«'ut  être  engendré  par  deux  surface 
ctdiinéaire  de  seconde  classe,  de  même  (pie  ceux  de  cinquième,  quatrième, 
troisième  et  deuxième  classe,  et  cette  génération  conduit,  ni»n  seulement  au\ 
|)ropriélés,  de  cr  système,  découvertes  par  M.  Kummer,  mais  elle  en  Tts<\t 
rncore  de  nouxelles.  Signalons  surtout  le  caractère  essentiel  que  les  six  ray^o* 
situés  dans  un  plan  touchent  toujours  une  section  conique,  et  que  le  système 
est  contenu  dans  un  complexe  tétraédral  de  rayons  de  second  degré. 

Gracfe  (/V.).  —  (iénrralisalion  d'un  théorème  de  liesse  siirde> 
he\a«(ones  dans  l'espcice.  (Sj-88). 

Kastka  {C).  —  Sur   la  relation   entre  quelques  formes  de  fonc- 
tions sNmétriqtK's.  (8()-i23). 

Sruent 


i 
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.•ù  les  aulres  membres  tle  la  somme  s'obliennciil  par  les  periuulutions  des  ex- 
posants; 

où  Cp  signifie  la  somme  des  combinaisons  des  /,,  ...,  t„  pris  ?  à  fl  sans  répéli- 
lion,  c,  =  I  ; 

(III)  Cx.x,...x^_,  =  I  c-^ct,^^ , . .  c^^^,  |, 

où  le  membre  de  droite  représente  un  déterminant  dont  on  obtient  la  A'***  ligne 
en  remplaçant,  dans  celle  qu'on  lit  dans  la  formule  (III  ),  X  par  X^_,H-A  — i. 
Un  c  dont  l'indice  est  négatif  ou  supérieur  à  «,  est  à  regarder  comme  s'éva- 
nouissant:  donc  nul  X  ne  doit  être  plus  grand  que /t  si  C  doit  avoir  une  valeur 
dilTérentc  de  zéro.  La  série  des  X  est  figurée  comme  ordonnée  en  décroissant, 
et  C  s'évanouirait  aussitôt  qu'un  \  serait  inférieur  d'une  unité  à  celui  qui  le 
suit. 

Cela  posé,  on  peut  demander  d'exprimer  une  quelconque  de  ces  trois  formes 
par  une  des  deux  autres  :  c'est  ce  qui  constitue  six  problèmes.  Exprimer  T  par 
un  agrégat  des  K  ou,  pour  plus  de  brièveté,  le  problème  T,  K,  c'est  le  problème 
le  mieux  connu  et  traité.  Il  y  a  des  travaux  célèbres  de  Waring,  Gauss,  Cauchy, 
Borchardt,  Kronecker  qui  s'y  rapportent.  Quant  au  problème  K,  T,  on  en  con- 
naît le  cas  spécial  de  la  formule  polynoniiale.  Pour  satisfaire  aux  besoins  d<* 
la  pratitjue,  .Meycr,  ilirscli  et  M.  Caylcy  ont  calculé  des  Tables  qui  indiquent  le> 
relations  entre  les  K  et  T  pour  les  dix  premières  dimensions.  La  question  du 
développement  des  C  suivant  les  K  a  été  eflleurée  dans  un  travail  de  M.  Naegels- 
bach  qui  a  révélé  plusieurs  transformations  et  applications  des  C. 

Iwi  relation  entre  les  C  et  T  a  élé  étudiée  par  M.  Kostka  dans  deux  Mémoires 
insérés  aux  tomes  81  et  82  du  Journal.  Le  Mémoire  actuel  se  rattache  étroitement 
à  ces  deux  travaux  et  présente  quelques  résultats  ultérieurs  qui  s'obtiennent  par 
la  voie  que  l'auteur  avait  prise  alors.  Après  avoir  réduit  le  problème  général 
(§1),  M.  Kostka  traite  les  problèmes  C,  T  et  K,  C,  de  même  qu'en  particulier 
un  problème  auxiliaire  du  calcul  des  combinaisons,  problème  dont  les  nombres 
de  solutions  offrent  une  analogie  remarquable  avec  les  nombres  figurés  (2-0). 
Les  résultats  des  quatre  problèmes  que  nous  venons  de  mentionner  peuvent  être 
réunis  dans  une  Table  carrée  facile  à  construire  |)our  clia(|ue  dimension  (^8). 
(Quelques  mots  sur  les  problèmes  T,  K  et  K,  T  terminent  le  Mémoire. 

Prym  (F.).  —  Déduction  rapide  de  la  formule  des  iht'las  de  Ilie- 
inann.  (i24-i3i). 

Vax  i8.Sj,  M.  Prym  a  publié  clie/  M.  Tcubuor,  à  Leipzig,  lu  monograpliie  : 
[Jntcrsuckuiigen  iibcr  die  llicniunnsclœ  Tlieta/orincl  iiitd  die  /(ieinannsciu' 
CharakteristiLe.ntUeorie. 

La  forninle  dont  il  s'agil  s'y  Irouxe  «lévcloppée,  ni.ii«i,  en  même  temps, 
M.  Pr\  ni  obserxc  (|U(;  le  prucéd»'  (|ui  sert  à  l'oblciiir  peut  être  remplacé  par  un 
autre  «l'une  beaucoup  |)lus  grande  siiiipli<'ilé  et  qu'il  a  trouvé  en  i88o.  La  iNote 
du  journal  commuui((ue  ce  nouveau  procédé. 

Schrœter  (//.)•  —  Sur  une  courbe  };auclie  de  (|ualriùnie  ordre 
el  de  première  es[)ùce.  (iSa-i^.)). 

Dans  une  Noie,  M.  Scliroclcr  explique  rori;;iuc  de  ce  Mémoire  comme  il  suit  • 
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«  Los  rcclicrchcs  (fui  vont  suivre  ont  été  entamées  et  continuées  par  le  commerce 
épislolaire  et  oral  avec  mon  ami  et  ancien  élève  M.  H.  Thieme,  à  Poscn,  qui  a 
déjà  signalé  la  courbe  dans  l'espace  de  quatrième  ordre  et  de  première  espèce, 
laquelle  sera  étudiée  ici  de  plus  près,  dans  son  Mémoire  :  Contribution  à  la 
géométrie  du  tétraèdre  (ScnLOEMiLcn,  Zeitschrift  fur  Matheniatik  und  Phy- 
sik\  188:)).  Les  résultats  auxquels  chacun  de  nous  est  parvenu,  indépendamment 
de  l'autre  et  par  une  voie  parfois  difTérente,  se  sont  trouvés  d'accord  en  tant 
qu'ils  se  sont  rencontrés,  sans  qu'il  ait  été  toujours  possible  de  constater  auquel 
de  nous  appartenait  la  priorité  de  chaque  résultat  particulier.  Après  que 
M.  Thieme  a  donné  son  assentiment,  je  publie  ma  rcpéscntation  du  sujet  tout 
en  lui  cédant  expressément  sa  part  à  la  priorité  des  résultats». 

On  connaît  ce  théorème  de  la  Géométrie  plane:  «  Trois   couples   de   rayons 
issus   d'un  point  et  qui  passent  par  les  trois  couples  de  sommets  opposés  d'un 
quadrilatère  complet  forment  une  involution.  Si  l'involution  est  orthogonale, 
on  en  tire  la  proposition  également  connue:  Les  trois  cercles  qui  ont  pour  dia- 
mètre les  trois  diagonales  d'un   ({uadrilatère  complet  appartiennent  à  un  fais- 
ceau de  cercles  et  ont  donc  leurs  centres  sur  une  droite.  Cette  propriété  de  la 
figure  plane  a  son  analogue  dans  l'espace  quand  on  remplace  les  trois  couples 
de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet  par  les  trois  couples    de   côtés 
opposés  d'un  tétraèdre,  et  le  cercle  par  un  hyperboloïdc  orthogonal.  On  parvient 
ainsi    à   ce  théorème  :  «  Quand  on  fait  passer  un  hyperboloïde  orthogonal  par 
chacun  des  trois  couples  de  côtés  opposés  d'un  tétraèdre,  ces  trois  hyperboloïde^ 
appartiendront  à  un  faisceau,  c'est-à-dire  qu'ils  se  coupent  dans  la  même  courbe 
r.(*)  de  quatrième  ordre  cl  de  première  espèce  ».  Ou  bien  :  »t  Le  lieu  d'un  pi>int 
en  partant  duquel  chacun  des  trois  couples  de  côtés  opposés  d'un  tétraèdre  est 
vu  sous  un  angle  droit  (c'est-à-dire  est  situé  dans  deux  plans  perf)endiculaires), 
est  une  courbe  CO  dans  l'espace,  de  quatrième  ordre  et  de  première  espèce  >». 
L'élu<lc  de  cette  conliguration  intéressante  fait  l'objet  du  Mémoire.   Quant   au 
nom  (V hyperboloïde  orthogonal   nous   renvoyons    le    lecteur   au    Mémoire  de 
M.  Schroclcr:  Sur  un  hyperboloïde  particulier  à  une  nappe  (t.  8'»,  p.  26,  Hul- 
letin,  2*  série,  t.  III,,  p.  i'|o).  On  y  lit,  p.  7K  :  «  Lne  surface  de  second  ordre  pour 
l<i(|uollc   deux    droites  gauches  données   .v,  .v,   ont   des   rayons   conjugués  et  en 
forment    les   axes   d'involution    de    plans   est   un    hyperboloïde   orthogonal   et 
jouit  de  la   propriété  (jue  les  distances  de    chacun  de  ses  points  à  s  et  x,  sont 
dans  un  rapport  constant.  >» 

Gvafe  {Ft\),  —  Sur  Tliexagone  de  Pascal,  resp.  de  Brîanchon. 

(.84-187). 

Ilttmbiti^fj^er,  —  Contribution  à  la  théorie  de  l'intégration  d'un 
système  de  n  équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles  de 
premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes  el  à  n  variables 
(!'' pendantes.  (i88-ru/|). 

Le  travail  de  M.  Himiburgrr  fait  suite  à  son  Méint»ire  inséré  au  t.  SI  ( /iul- 
letin,  !'•  série,  t.  \1,  p.  '|5,  etc.)  et  où  il  avait  étudié  les  équations  linéiiires 
aux  dérivées  partielles  et  une  classe  spéciale  d'équations  non  linéaires,  <ion< 
rcrtaine^  conditions  (riiitéjiriibililé.  Il  raniènr'  maintenant  l'inlégration  d'un 
sysièinc  géiiéral  dé  |u:ilion>  non  linéaires  aux  «lérixécs  parli<*lles  à  l'inti-graticMi 
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(le  syslèincs  inroinplcls  d'éqiKitions  aux  différentielles  totales.  Si  ceux-ci  sont 
intégrables,  la  connaissance  d'une  intégrale  pour  chacun  de  ces  systèmes  con- 
duit à  la  solution  complète  avec  an  constantes  du  système  proposé  d'équations 
aux  dérivées  partielles.  Dans  la  seconde  Partie,  M.  Hamburger  traite,  d'après 
une  méthode  semblable,  l'intégration  d*une  équation  non  linéaire  aux  dérivées 
partielles  de  «'*"•  ordre  entre  une  variable  indépendante  et  deux  variables  dé- 
pendantes. Pour  n  —  2  les  résultats  s'accordent  avec  ceux  que  M.  Darboux  a 
trouvés,  par  une  méthode  toute  différente,  dans  son  Mémoire  :  Sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partiel f es  du  second  ordre  {Ann.  de  rÉc.  Norm.j  t.  VII, 
p.  163-17.3). 

Stnhl  [IVillielm).  —   Sur  la  construction  synthétique  des  com- 
plexes du  second  degré,  (ai 5-236). 

Dans  sa  propriété  comme  surface  des  singularités  du  complexe  général  de 
second  degré,  la  surface  kummérienne  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième 
classe  douée  de  seize  points  et  plans  singuliers  a  été  amplement  étudiée  par 
M.  K.  Klein,  et  après  cette  recherche  analyti(}ue  M.  Reye  a  construit,  par  la 
voie  synthétique,  cette  surface  avec  le  système  de  tangentes  doubles.  Le  succès 
de  la  synthèse  devait  encourager  les  géomètres  à  aborder  la  construction  du 
complexe  de  second  degré.  Le  Mémoire  intéressant  de  M.  W.  Stahl  nous 
montre  comment  il  a  su  vaincre  les  «liffirultés  du  problème.  H  considère  le.> 
arrangements  des  douze  rayons  des  six  complexes  fondamentaux  qui  sont  situés 
dans  un  plan  ou  passent  par  un  point.  A  cet  effet,  il  met  en  usag<;  quelques 
théorèmes  auxiliaires  (|ui  concernent  des  réseaux  de  surfaces  de  second  degré 
et  qui  ont  été  déjà  donnés  par  M.  llarnack.  Leur  développement  synthétique, 
(]ui  est  as-^ez  simj)le,  fait  la  première  partie  du  travail.  Pour  plus  de  brièveté, 
b's  démonstrations  de  (|uel(|ues-unes  des  propositions  ne  sont  souvent  qu'ébau- 
chées, parce  qu'elles  ne  présentent  guère  de  difficultés.  La  fin  du  Mémoire  s'oc- 
cupe de  la  théorie  des  polaires  pour  le  complexe  de  second  degré:  un  article  de 
M.  Schur,  dans  les  Mathematische  Annalen,  t.  15,  avait  déjà  enseigné  à  en- 
gendrer le  complexe  général  de  second  degré  par  les  sections  d'éléments  corres- 
pondants de  deux  réseaux  réciproques  de  deux  complexes  linéaires  (comp. 
l'analyse  de  cet  article.  Bulletin,  l.V,,  p.  Vi'i).  Eu  se  rej)ortant  sur  cette  construc- 
tion, M.  Stahl  discute  la  théorie  des  polaires  pour  le  complexe  de  second  degré 
et  démontre  encore  le  mode  de  génération  de  M.  Schur  pour  les  complexes 
traités  par  lui-même. 

Von  Lilienthal{R.),  —  Sur  deux  faisceaux  de  courbes  sphériques 
dont  les  coordonnées  sont  des  (onctions  elliptiques.  (237-250). 

Voici  les  propriétés  des  deux  faisceaux  de  courbes  : 

I"  Si  l'on  excepte  une  constante  qui  reste  arbitraire  de  mèuïe  (pie  le  module, 
toutes  les  autres  constantes  <|ui  entrent  dans  les  <'\pressions  pour  les  coor- 
«lonnées  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte  (pie  la  courbe  eu  question  soit 
située  sur  une  sphère; 

2"  L'intégrale  (jui  représente  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe  est  une  inté- 
grale elliptiiiue  de  première  espèce,  augmentée  de  deux  intégrales  elliptiques  de 
troisième  espèce; 

3"  ï)ans  le  second   fais<"eau   dos  courbes  d(»nl  il  s'agit,  la  courbe  (|ui  était  en- 
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corc  arbitraire  peut  cHrc  déterminée  de  façon  que  l'intégrale  pour  Parc  devienoe 
une  inléjïralc  rllipti(iue  de  première  espère; 

4"  En  intégrant  les  fonctions  qui  représentent  les  coordonnées  des  courbes 
considérées,  on  obtient  deux  faisceaux  de  courbes  transcendantes,  dont  la  lon- 
gueur de  l'arc  est  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce.  De  plus  lei 
courbes  d'intégration  du  second  faisceau  sont  situées  sur  des  cylindres  algé- 
briques; 

5*  Les  courbes  d'intégration  de  ces  courbes  du  second  faisceau  dont  la  lon- 
gueur <le  l'arc  est  une  intégrale  e'Iiptique  de  première  espèce,  sont  les  lignes 
asymptotiques  de  surfaces  minima  sur  lesquelles  est  situé  un  faisceau  de  courbes 
algébriques. 

g  1.  I^*  premier  faisceau  de  courbes  sphériques.  g  *2.  Le  second  faisceau  de 
courbes  sphéritjues.  j^  3.  La  longueur  de  l'arc  des  eourb<îS  en  questitm.  §.  \.  Le* 
courbes  d'intégration,  tj  •'>•  Les  courbes  d'intégration  comme  lignes  asympto- 
tiques. 

Craig  (Thomas).  —  Sur  la  siirrace  parallèle  à  rellipsoïde.  (aàii- 
270,  angl.). 

Cette  surface  s'obtient  comme  enveloppe  d'une  sphère  qui  a  un  rayon  de 
longueur  constante  et  dont  le  centre  décrit  la  sphère  de  l'ellipsoïde,  ou  bien 
comme  lieu  du  centre  d'une  sphère  qui  roule  tout  le  long  de  la  surface  entière. 
Son  équation  développée  contient  environ  cent  termes  et  n'est  donc  propre  à 
aucun  usage  pratique,  (^)mme  d;ins  le  cas  de  la  surface  des  centres  et  de  maintes 
autres  surfaces  <le  degrés  élevés,  il  vaut  mieux  représenter  la  surface  par  trois 
équations  qui  servent  à  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  au  moyen  de  deux  paramètres  indépendants.  C'est  ce  que  M.  Craig  ef- 
fectue :  il  exprime  les  coordonnées  5,  t,,  ^  d'un  point  de  l'ellipsoïde  et  les  coor- 
données X,  ,v,  z  d'un  point  de  la  surface  parallèle  par  deux  paramètre^  m,  t' 
qui  servent  A  déterminer  les  doux  surfaces  eonforajes  passant  par  le  point  (:• 
T\,  Ç)  et  il  établit  ainsi  une  correspondance  analytlifue  entre  les  points  dc<  deux 
surfaces.  Les  lignes  d(î  c<Mirl»ure  sur  la  Mirfiice  parallèle  correspon«lent  au\ 
lignes  de  courbure  sur  l'ellip^^oïde,  ihèorèinc  général  pour  des  surfaees  paral- 
lèles, parce  que  les  surfaeo  forinè(»s  par  les  normales  tout  le  lon^  des  li^Mies 
de  courbure  constituent  une  série  de  surl'aecs  orlho^^oiiah"*  aux  surfaces  paral- 
lèles. Cependant  l'auteur  vérifie  celte  proposition  évidi'iii<*  par  le  calcul  3\>- 
pliqué  h  ses  formule^  de  repré>eritalion.  f.a  mesure  de  courbure  d'un  point  de 
l'ellipsoïde,  exprimée  par  les  gran<Ieurs  if  el  w  a  une  expression  qui  c<  propar- 
tionnellc  à  la  (|uatrièrnr  puissaiin;  <lc  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
le  plan  tangent.  Pour  la  surfari'  parailèl»',  rauleur  se  contente  de  calculer  les 
quantités  auxiliaires  d'où  <lépendenl  les  valeurs  des  deux  rayons  île  ronrbiirc. 
La  description  des  sceti«»ns  faites  par  les  plans  principaux  est  le  sujet  de  la 
dernière  Partie  du  Mémoire.  Il  est  évident  <|ue  ce-5  sections  principales  consis- 
teront :  i"  en  des  lignes  par.illeles  aux  se<tions  principales  de  l'ellipsoïde  à  ta  «li-i- 
lance  donnée  li;  2" en  des  courbes  <|iii  correspondent  à  certaines  courbes  de  l'elli|>- 
soï<le  :  les  normales  de.  l'ellipsoïde  enlri'  ]r>  p<»inls  de  ers  dernièri's  <*oinI»cs  ri 
les  plans  principaux  <»nl  la  longu(Mir  «lonnèe  \\.  \a'>  courbes  de  la  s^eontie  s«»rt«: 
sont  des  sections  coni(|ucs  dont  une  réelle  el  <leux  imaginaires,  un  deux  rêelh^ 
et  une  iniaginaire.  Llles  sont  des  lignes  doubles  île  la  surface  parallèle  el  li>u- 
chent,  dans  «{uatre  points,  la  courbe  parallèle  à  l'ellipse  du  plan  ropiclif. 
M.  Craigne  réserve  de  Irailer  encoie  \r>  lignes  géod«'.si«|ues.  (  l'oir  t.  \i\.) 
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Nœthcr  {M*)-  —  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  courbes 
algébriques  dans  Tespace.  (2^i-3i8). 

C'est  un  exlrail  du  Mémoire  couronné  dont  il  a  été  rendu  compte  {Bulletin 
t.  VIII,,  p.  177). 

Section  I.  —  Recherche  des  courbes  dans  l'espace  à  l'aide  de  sections  spé- 
ciales faites  par  des  surfaces. 

§  1.  Définitions  et  propositions  auxiliaires.  §  2.  Génération  de  la  courbe  dans 
l'espace  par  une  transformation  uniforme.  §  3.  Propositions  sur  la  courbe  pro- 
jetée plane  d'une  courbe  dans  l'espace.  §  4.  Application  à  la  courbe,  section 
complète  de  deux  surfaces,  et  à  la  section  dont  le  reste  est  une  courbe  plane. 

Section  If.  —  Ucchcrche  des  courbes  dans  l'espace  à  l'aide  de  sections  faites 
par  des  surfaces  générales. 

§  5.  Une  proposition  auxiliaire  sur  des  courbes  planes.  §  G.  Les  courbes  du 
genre  maximum  sur  une  surface  d'ordre  donné.  §  7.  Les  conditions  pour  qu'une 
surface  Fj^  passe  par  une  courbe  R{J|.  §  8.  Les  conditions  pour  qu'une  surface  F^ 
passe  par  une  courbe  H^i  donnée  sur  une  surface  F^^.  §9.  (Suite)  :  i**  Méthode  des 
restes,  a**  Méthode  de  la  section  plane.  §  10.  L'ensemble  des  courbes  dans  l'espace 

I^m*  §  IL  Sur  le  nombre  de  constantes  des  courbes   dans   l'espace.   Ln   nouvel 
clément.  Une  nouvelle  inégalité.  §  1*2  (suite).  Observations  et  spécialités. 

Section  ///.  —  Applications  aux  courbes  dans  l'espace  des  ordres  particuliers. 
§  13.  Classification  des  courbes  dans  l'espace.  Ji  14.  ï^s  courbes  sur  les  sur- 
faces des  ordres  2-5.  §  15.  Les  espèces  des  courbes  irréductibles  dans  l'espace 
jusqu'au  neuvième  ordre.  §  16.  Les  espèces  générales  des  courbes  dans  l'espace 
de  dix-septième  ordre.  §  17.  Applications  de  la  seconde  méthode  du  §  0.  §  18. 
Application  à  la  géométrie  de  surfaces  spéciales. 

liunge  (C).  —   Les  relations  linéaires  entre  les  divers  subdéter- 
minanls  de  systèmes  symétriques.  (3 1 9-327). 

Dans  un  Mémoire  sur  Les  subdéterniinants  de  systèmes  symétriques  {Sit- 
zungsbericht  der  Berliner  Akademie,  j-j  Juli  1882).  M.  Kronecker  a  signalé 
certaines  relations  linéaires  <]ui  subsistent  entre  eux.  M.  Runge  démontre  que 
les  relations  découvertes  par  M.  Kroncrker  sont  les  seules  en  ce  sciis  que  toutes 
les  autres  sont  engendrées  par  des  expressions  linéaires  par  rapport  aux  rela- 
tions de  M.  Kronecker.  Kncore  a-t-il  trouvé  une  méthode  de  déterminer  un  sys- 
tème de  subdéterniinants  indépendants  par  lesquels  tous  les  autres  de  même 
ordre  peuvent  être  exprimés  linéairement. 

Rausenberger  [Otto).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (328-333). 

Au  lieu  des  fonctions  ellipli(|ues,  doublement  périodiques,  on  peut  introduire 
des  transrendantes  à  période  simple  niultip]i<!utoire,  r'est-à-dire  des  fonctions 
t|ui  satisfont  à  V éi\wd\Àon  f{px)  —  fi^x).  En  partant  du  produit 

T,(/?,  j7)^2:/>"'(x»-^  -i  j -n(i— /;*^=)(i-+-/;^-"+»x)(i-f-  B^\ 

{n  -  o,  I,  j,  ...,  X  ), 
et  en  se  servant  de>>  notations  de  M.  Kduigsberger,  M.  Rausenberger  établit  les 
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fondions  S{pfX),  \^{pyX)  qui  correspondent  aux  fonctions  si n  am^r,  cosamf, 
1  ani  J7  :  la  plupart  des  relations  pour  les  fonctions  elliptiques  subsistent  pour 
les  fonctions  périodiques  par  multiplication. 

Scliwerinf^,  —  Sur  la  tliéoric  des  fonctions  arithmétiques  qui  ont 
été  appelées  A(a)  par  Jacobi.  (334-337). 

Kronecker,  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations  abéliennes. 
Remarques  au  sujet  du  Mémoire  précédent   de  M.  Schwering. 

(338-364). 

Soient  p  et  X  deux  nombres  premiers  réels  et  impairs,  x  une  racine  de  IV- 
((uatiim  xP—  i.  a  une  racine  <le  l'éiiuation  a^  =  i  où  l'une  et  l'autre  fois  il  faui 
excepter  cependant  l'unité  comme  racine,  p  —  2n'K-\-\y  X>3,  enfin  g  une  ra- 
cine primitive    mod./;.   Posant 


(a,  x)  —  x-^QLXf  -{-  a*j:»'-t-  oi'd:*'-+-.  ..-h  aJ^^x*^ 
ou  bien 


— I 


T  " 


on  a 


+  («) 


(a*-^*,  x) 


Les  exposants  h  et  k  étant  arbitraires,  cette  équation  définit  une  série  «1** 
fonctions  ^{ol)  diiïérenles.  M.  Schwering  montre  que  A-i-'^(a)  est  toujuur* 
divisible  par  (i—  a)^.  Tne  autre  partie  de  sa  Note  se  rattache  à  une  remarque 
de  M.  Hac  hmann  <lans  son  Livre  Die  Lehre  rnn  dcr  Kreistheilunv;.  11  s'agit  do 
'déparer  les  '^  essenliellemenf  différents  et  d'en  déterminer  le  nombre. 

W.  Kronecker  fait  voir  que  dans  toute  espèce  d'équations  abélimnes  d'un  do- 
maine (|uelcon(iue  de  rationiialité,  il  existe  des  éijuations  pour  lesquelles  il  >ul»- 
sisle  une  confîruence  aussi  simple  que  pour  les  équatitms  dont  dépend  lu  divi- 
sion du  cercle.  La  propriété  des  nond»res  complexes  ^(to)  découle  de  leur  définition 
originaire,  non  comme  chez  ->I.  Schwering,  d'une  définition  dérivée,  et  delàrc- 
sulte  aussi  immédiatement  la  réduction  des  fonctions  '^  à  la  sixième  partie, 
comme  on  le  trouve  pour  les  <J^(a)  <lans  un  manuscrit  sur  les  leçons  de  Jacobi 
de  1830. 

La  remarque  de  M.  Bachmann  porte  plus  loin  que  ne  l'avait  pensé  M.  Schwc- 
rinjç.  En  voici  le  texie:  «  Les  fondions  <);  peuvent  même  être  réduites  à  un  plus 
petit  nombre,  et  le  calcul  peut  s'en  simjdifier.  C(îpondant,  il  ne  me  semble  pas 
in(ii(|ué  de  reproduire  ici  ces  recherches  subtiles  de  Jacobi  ».  M.  Knmecker  dit 
(jue  ce  passage  vise  un  ])rf»blém(^  po'i.é  par  Jacobi  dans  la  XVII'  Leçon  et  qai 
est  de  développer  des  l'clalions  par  lesquelles  on  déduit  d'une  des  fonrtion* 
une  autre  en  rfrii|)la(;afit  a  j^ar  d'aulrcs  racines  et  en  multipliant  ce<  cxpr<'>>i"ii'' 
les  unes  par  les  autres.  Celle  qu<*stiôn,  résolue  par  Ja(ol>i,  seulement  indiirlixo- 
ment  pour  les  nombres  premiers  jusi|u'à  "n,  est  amplement  traitée  par  M.  Kr"- 
necker  :  il  montre  que  le^  <I«Miiaii(le«»  de  Jacobi  ne  s'a<roinpli<iseiit  plu-^  pour  I'' 
nombre  pren)ier  \-  si  l'on  s'rn  liciil  i  igouri'UseniruI  à  c«-  tjui.'  le  problème  j»  d< 
|)lus  intéres^jant. 
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Kronecker.  —  Sur  la  théorie  arithmétique  des  formes  algébriques. 
(365-366). 

Prix  Stciner  de  l'Académie  des  Sciences  à  Berlin  pour  Tannée 

1884. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  XGVIÏI;  1884. 

N°  14;  7  avril. 

De  Saint-Venant.  —  Sur  une  évaluation,  ou  exacte  ou  d'une 
très  grande  approximation,  de  la  poussée  des  terres  sablon- 
neuses contre  un  mur  destiné  à  les  soutenir.  (880). 

Celte  Communication  est  destinée  à  mettre  en   relief  l'importance  théorique 
et  pratique  des  recherches  de  M.  Boussinesq  sur  ce  sujet. 

Sylvester,  —  Sur  le  théorème  de  M.  Brioschi,  relatif  aux  fonc- 
tions symétriques.  (869). 

L'intégrale  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

considérée  dans  une  Communication  antérieure  de  M.  Sylvester  sur  le  théorème 
de  M.  le  capitaine  Mac-Mahon,  résulte  d'un  théorème  bien  connu  de  M.  Brios- 
clii  sur  les  fonctions  symétriques,  à  savoir  que 

*)»  <)o  t)»  t)© 

Os,  ôa,  <)a^,  ùa„ 

il  en  résulte  que,  si  9  est  une  fonction  des  n  premières  sommes-puissances  des 
racines  de  Téquation 

a^  37"-!- a,  ic"-' -+-...=  o, 

avec  exclusion  de  la  somme  s^j  on  aura 

1)9  *)© 

a,  ^  -l-...H-a__,  ~-  =0. 

Plus  généralement,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

2»  ^  c^ 


\      t'rt,  t'a,  »^^«' 
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oii  Tast (^risque  signido  qu'on  doit  prendre  le  produit  complel  de  raclion  de  \i 
forme  linéaire  agissant  sur  cllc-niênic,  sera 

où  les  F  sont  des  fonctions  des  sommes-puissances  «3,  *,,  ...,  *^.  M.  Sylvesler 
indique  diverses  conséquences  et  généralisatious  de  cette  remarque. 

De  Jonquières,  —  Sur  le  llicorènie  de  Fermât.  (863). 

L'équation  a"-t-  6"=  c"  est  impossible  si  a,  b  sont  des  nombres  premier». 

La  démonstration  de  l'impossibilité  de  l'éciualion  ci-dessus  quand  Tau  d^ 
nombres  <7, />  est  premier  dé|)end  du  lliéorèmr  suivant  :  «<  La  diiîérence  dcsn'*^ 
puissances  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  n'est  jamais  égale  à  la  puissance 
«'•■■«  d'un  nombi*e  premier,  si  n  >  a. 

Abel  {Œuvres,  2*  éd.,  p.  2j\)  paraît  s'être  occupé,  à  ce  point  de  vue,  du 
théorème  de   Fermât. 

Gaillot  {A.),  —  Inlluencc  de  rallractioii  limi-solaîre  sur  la  marche 
des  pendules.  (8y3). 


N*»  1:J;   i.i  avril. 
Discours  prononcés  aux  obsèques  de  M.  Dumas. 

.V  10;  511  avril. 
Le  Paige.  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (971). 

Sur  l'insrription  ii  une  Irlle  surfarc  d'une  configuration  (i.\,  jo^)  fornii*o  au 
moven  de  tieux.  télruèdrcs  liomoIu^i<iue.s,  île  leur  cenli^  et  de  leur  plan  d'homo- 
lojïie. 

/A'cornif.  —  Sur  les  surfaces  à  pente  uniforme  et  les  réseaux  pro- 
portionnels. (1)71^). 

Il  s'a^iit  «le  surfaces  (bmt  chaque  li:;nc  île  plus  grande  pente  a  toutes  ses  tan- 
gentes égaleiueul  inclinées  sur  la  \erticiilc:  l'auteur  indique*  diverse-*  proprir'to 
simples  de  ces  surfaces,  dont  il  ihuine  l'é(|U<ilion  générale,  obtenue  par  Tinlc- 
^ralion  de  rét|ualion  uu\  dérivées  partielles 

rp- —  .î.v/>Y  -  -  ftj'    -  o. 

fJoussinrsf/,  —  Sur  le  principe  du  prisme  de  plus  j;rande  pi>u>sée. 
posé  par  Coulomb  daiiï»  la  théorie  de  Téquilibre-limite  des  lori\*>- 


i 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  53 

N°  17;  28  avril. 

De  Jonqiiières.  —  Note  sur  le  degré  des  surfaces  osculatrices. 

(loaS). 

Sur  la  soIulioD  en  nombres  entiers  de  l'équation 

(m -M)(m -+- 7)(m -f- 3)              (n -M)( /i -+- 2) 
6 '  =  2 

Sylvester.  —  Sur  une  extension  de  la  loi  de  Harriot  aux  équa- 
tions algébriques.  (1026). 

Toute  fonction  monothétique  rationnelle  et  entière  de  x  du  degré  n  en  ma- 
trices de  Tordre  w  peut  être  représentée  de  (i.2.3. .  .n)*^*  manières  différentes 
comme  un  produit  de  n  facteurs  linéaires  dont  chacun  sera  la  différence  entre 
X  et  une  des  racines  de  la  fonction  donnée. 

(Dans  les  fonctions  monothétiques,  chaque  coefficient  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  la  même  matrice). 

,  N«  18;  5  mai. 
Séance  publique  annuelle. 

N**  19;  12  mai. 
Discours  prononcés  aux  funérailles  de  M.  Wurlz. 

N*»  20;  19  mai. 

Tisserand,  —  Note  sur  un  th'éorème  de  M.  A.  Lindstedl,  concer- 
nant le  problème  des  trois  corps.  (1207). 

Il  s'agit  du  beau  théorème  qui  forme  Tobjet  principal  du  Mémoire  de  M.  Lind~ 
stedt  inséré  dans  les  Annales  de  l'École  Normale,  Z*  série,  t.  î,  p.  85.  M.  Tis- 
serand en  donne  une  démonstration  nouvelle,  ayant  son  point  de  départ  dans 
le  Travail  de  Jacobi  :  Sur  l'élimination  des  nœuds  dans  le  problème  des  trois 
corps. 

Pelot.  —  Propriétés  de  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  et  de  sept  points  d'une  cubique  gauche,  de  huit 
points  associés.  (  1 245). 

Celte    Coinmnnit  ution   fait  suite  à  celles  du  même  auteur  sur  les  dix  points 
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d'une  surface  du  second  degré,  etc.  Il  applique  les  propositions  qu'il  énonce  i 
ces  probK^mes  :  «  Trouver  les  deux  dernières  traces  d'une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  donnée  par  huit  points  sur  un  plan  mené  arbitrairement  par 
deu\  de  ces  points;  trouver  la  dernière  trace  d'une  cubicfue  gauche,  donnée 
par  six  points,  sur  un  plan  mené  arbitrairement  par  deux  de  ces  points,  etc.  j>. 

Goursat.  —  Sur  une  équation  linéaire.  (1246). 

Sur  l'équation 

dv 

-4-  [Cx{x  -\-i)-^  Dj?+  E(i  — ar)]ar(ar  — i)  —- 


on 


—  [Vx^ix  —  i)  -hhx{x  —  \)-\-^x  -^Ki^x  —  i)]y  =  o, 

A  =  /i  -I-  «'+  n' —  2, 
B  =  m  +  m'  +  m"  —  q, 

^  =  PP'  +  p'p"  -^  PP'  -h  2p  -^  -^  ^   ^-h-» 

,^  ,        .m  ^      n'       2n'       '1 

D  =  /in  H-  nn  H-  nn—  -5 5 h  -> 

•*  à  9 

„  ,  ,     •  ,       m'        im"       2 

L  =  mm  +  mm  -h  mm,  — .-n 5-   H — > 

S  6  ij 


K=-/>(/>'-.y(/>-H-?), 
K-     '»("''+ 5)  ("'"+1)' 


en  désignant  par  m,  m\  m",  n,  /i',  «*,  /?,  p\  p"  des  entiers  positifs  ou  né^atik 
dont  la  somme  est  nulle  et  par  h  un  paramètre  arbitraire.  L'intégrale  géui-rule 
de  celle  éjjuation  s'exprime  au  moyen  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de 
troisième  espèce. 

Boussinesq,  —  Remarque  relative  à  la  vitesse  de  propagation  de 
l'intumescence  produite  dans  Tocéan  Indien  par  l'éruption  du 
Rrakatoa.  (i25i). 

Cette  vitesse  vérifie  très  exactement  la  formule 

.V  î2i;  26  mai. 
]yeyr{Ed.).  —  Sur  la  théorie  des  qualernions.  (i3io). 

INirlant  de  cette  reiiiar<(uc  de  M.  Syivester  (|ue  la  théorie  de»  i]uaternioii<  t^^i 
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identique  avec  la  théorie  des  matrices  binaires,  Taiitcur  fait  l'étude  de  la  pé- 
riodicité de  la  fonction  exponentielle  et  donne  les  valeurs  que  prend  la  fonction 
inverse  en  supposant  que  les  arguments  soient  des  quaternions. 


N*»  22;  1  juin. 

De  Jonquières,  —  Commentaire  arithmétique  sur  une  formule  de 
Gauss.  (i358). 

11  s'agit  de  la  formule  célèbre 

j;f» yP 

OÙ  \  --  ^  y  où  p  est  un  nombre  premier,  où  Y  et  Z  sont  des  polynômes 

X      y 

entiers  en  j?  à  roenicicnls  entiers  et  où  enfin  on  doit  prendre  le  signe  supérieur 

ou  le  signe  inférieur  selon  que  p  est  de  la  forme  f\i -\- 1  ou  de  la  forme  4*+  «^• 

Après  avoir  remarqué  que,  dans  le  dernier  cas,  on  peut  tout  aussi  bien  poser 

X  =  YÎ-h/?Zj, 

Fauteur  insiste  particulièrement  sur  ce  que  la  solution  fournie  par  les  formules 
algébriques  dans  chaque  cas,  et  qui  est  unique  (sauf  pour /?  =  3,  où  elles  en 
indiquent  trois),  n'est  pas  toujours,  à  beaucoup  près,  la  seule  solution  existante 
au  point  de  vue  numériijue. 

Gyldén,  —  Sur  les  distances  moyennes  des  planètes   dans  Tétat 
primordial  du  système  solaire.  (i363). 

Étude  du  mouvement  d'un  corps  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  de  la 
forme 

A       „ 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  du  temps  soumises  à  certaines  hypothèses.  Consé- 
quences relatives  aux  distances  moyennes  des  planètes.  Ces  recherches  se  relient 
aux  hypothèses  imaginées  par  M.  Paye  sur  l'évolution  du  système  solaire. 


N*»  23;  9  juin. 

Tannery  («/.).  —  Sur  les  fonctions  symétriques  des  différences 
des  racines  d'une  équation.  (1420). 

Cette  Communication  se  rapporte  aux  Notes  de  M.  Sylvester,  précédemment 
analysées,  rclulives  au  Ihéorùnic  de  M.  le  ciipilaine  Alac-Mahon. 

L'aiileur  montre  oomiiient  on  parvient  aux  relations  qui  lient  les  fituction^i 
syniélriquo  cnlièn'>  des  dilVércncos  des  racines  de  l'équatirm 

(  f  )  z"  -\-  ua^  c"  ■  '  -I-  n  K  //  —  I  )  rt..  j"  -  -f- ...-;-//(/?  —  1  ) ...  I  .a,^  —  o, 
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;iii\  soiniiios  S.J,  f„  ....  x^  rlrs  carnés,  des  riil>os,  etc.,  «les  /i'*"**  piiissanc<*s  de* 
rarinrs  i\v.  rn{iiati(Mi 

;"  4- rt,  ;«•-» -h . . .  4- rt,  =  o, 

m  parlant  do  ridontitr 

^{x)  9(j:)-h9'(x)  =  o, 
où  Ton  supposer 

f{x)=     I    H- a,jr -i- ajj:'4-..., 

<{/( a:)  —  SjX  -h s^x^-h s^x*-h...y 

9(x)=    I     -{-CjX^-hC^x^-i-..., 

les  <jiiantitcs  Cj,  Cj riant  liées  aux  quantités  à,,  a,,  ...,««  par  les  rclatioos 

(li  — ^    ■  -f-  Cil .  V     ~f~  •  •  •  ~T~  v«j. 

'         l  ,2...l  ^  ï.2...{l  —  2) 

L«*s  n  —  I  premières  «le  res  quantités  C  entrent  comme  coeflicienls  dans  l'wjna- 
titin  (|ue  l'on  «léduit  de  l'équation  (i)  en  faisant  disparaître  le  second  ternir; 
par  suite,  l«»ut(»s  les  fonctions  symétriques  entières  «les  différences  ties  racine» 
«le  celle  équation  sont  «les  ftmctions  eutiéix's  des  quantités  C,,  Cj,  — .  C,. 

Az/^'/vi/ix,'^' (C).   —    Form<»  générale  du  resle  dans  Feiipression 
d\inc  fonction  au  moMMi  d'autres  fonctions,  (ii'22). 

Sidution  du  problème  sui\aut  : 

"  F(  JT),  9,(  j*  ),  ÇjCj*) r»!*^)  *^ïanl  <'<*î*  f«inctions  de  x,  trouTcr  dcscorf- 

licieuts  (Muistant>  n^,  ti <i,  ei  un  reste  K,  fv»nclion  de  x.  qui  reodent  exacte 

la  n'ialiiui 

d«"  JT"       «1  à  X       n  —  11,    aprt>  a\"ir.    d'ailleurs.  li\»'  le^  oondilîitn*  que  d»»ivi*nl 
remplir  le>  lonoli«Mis  pnqtoMVN  p».uir  qu'une  lellr  relatii>n  «««ùl  possible. 


N    il;   it)  juin. 

/\7/<7.  —  Sur  les  irrationurlle^  ilii  second  de^rô.  (  i  î8'>  1. 

/-«•«////«*.    —    Sur     la    position    à    attribiuT    à   la    libre    niovenno 
dans  les  pièces  courbes.     148  >  •. 

I«^r^]u'i»!i  .l'j'i'!.  ;:.:«'  .«  uni"  j  ;  -t  ..  •.:rlv'.  •{>  •..»:•!-  rjy..o  •!•?  eiiurlMin\  |t'*  Nt- 
pu:!on  flab!i{>  j-  ur  lo>  \  \  %:"  îr-  i'.- ^.  li  .■■i»\.»:i:  J*?  j-ivii.iri*  («.«ur  dèliiiilioD  t^ 
Ij  îi:»r\^  ni'\\e:iii«.  !i«'M  I.  !ii- i  :  *  ■  t -.ir-.*  ■{•'  «rjvu<.-  •m  -i  •.  •  jstiriu-  ppipremfDt 
»l;î^  \U<  "«'«îi  -i.^  :î-i!...-I  ^.  -        -    •.,.:   l    riTri.fir-  ■  r:.i:>  K- lieu  il'>  «nln"* 

.•x'  {'o:^•u^''l..|l   ..î-    .    '^   ■;:    ;.  -  ^  -         :   -:-■:■.. î.i t^: .  :»  ..."  ■  Sj-un«' dVIIes. .«  I-» 

»:r   il»,-  <\  «i;v  :;■.  j.:,     :.      ..    •.    .:     :■        r    ;  ::   r    ;j-r;    ^  .     -."..-^     t  i.  i^-Ht'iti- 
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N*»  25;  23  juin. 

De  Jonquières,  —  Commentairo  arithmétique  sur  une  formule  de 
Gauss.  (i5i5). 

Barbier  [E,).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  réduites. 

(i53i). 

Sur  la  recherche  d'une  commune  mesure  approximative   à   trois  grandeurs 
par  un  procédé  analogue  à  celui  du  plus  grand  commun  diviseur. 

N*»  26;  3o  juin. 
Berthot,  —  Sur  les  eflTets  des  forces  mutuelles.  (iSyo). 


NIEUW  AUCHIEF  voor  Wiskinde  (î). 

Tome  X;  1884. 

Landré  {Corn,'L,),  —  L'erreur  moyenne  des  observations  qui 
servent  à  faire  connaître  plusieurs  inconnues.  (1-17). 


Hcfutation    des   déductions  différentes   de   l'expression   connue  i/ de 

Terreur  moyenne  de  m  observations  par  rapport  à  *  inconnues  ;  déduction  nou- 
velle. 

Lanclré  (Corn.-L,).  —  Formules  entre  la  précision  des  tables 
de  mortalité  et  celle  des  tarifs  de  Tas-surance  sur  la  vie.  (18-26). 

L'auteur  exprime  l'erreur  probable  des  tarifs  en  fonction  des  erreurs  probables 
des  tables  de  mortalité  pour  le  cas  de  rente  viagère  et  pour  le  cas  d'une  somme 
payable  tout  d'un  coup. 

Landré  (Corn.-L,).  —  Une  particularité  à  laquelle  il  faut  faire 
attention  dans  la  compilation  des  données  pour  le  calcul  de  la 
probabilité  de  mort.  (9.6-3o). 


(')  Voir  Bulletin,  VIIj,  i5c». 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  1\.  (Avril  i885.)  ]{ 
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Janse  {L,'Rz.).  —  Sur  la  partie  sphérique  du  Soleil  couverte  par 
la  Lune  à  roccasioii  d'une  éclipse  (suite)  (*).  (3i-53  et  140- 

Schoute  {P. -If.),  —  Sur  une  courbe  gauche   remarquable  du 
septième  ordre.  (54-65). 

La  courbe  R'  on  qucsiion  est  le  lieu  des  orluples  de  points  d'inlerserlion  dfs 
couples  correspondants  de  plans  de  trois  faisceaux  de  plans  en  involution,  qui 
se  trouvent  dans  une  position  semi-perspective  (c'est-à-dire  que  les  trois  aies 
des  faisceaux  sont  situés  dans  le  nit^me  plan  et  que  ce  plan  fait  partie  de  troif 
couples  correspondants).  Celte  courbe  admet  des  points  d'où  elle  se  projette 
par  un  cAne  du  troisième  ordre  et  le  nombre  de  ces  points  triconiques^  en  gé- 
néral trois,  peut  s'élever  à  cinq.  Dans  une  courbe  R'  à  cinq  points  triconiques. 
le  lieu  d(;s  points  qui  séparent  harmoniquement  un  quelconque  de  ces  point» 
triconi(|ues  des  deux  autres  points  situés  sur  les  arêtes  du  cùne  correspondant 
du  troisième  ordre  est  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première 
espèce,  dont  les  autres  points  triconiques  de  R'  sont  les  quatre  points  bico- 
ni(}ucs. 

Pc   J'ries  (*/.).  —  Sur  les  équations  différeAli elles  partielles  li- 
néaires du  troisième  ordre  à  trois  variables.  (66-75). 

L'auteur  appli<|ue  la  méthode  de  solution  des  équations  différentielles  partielles 
linéaires  du  second  ordre  donnée  par  Monge  aux  équations  analogues  du  troi- 
siènie  ordre  et  en  donne  quelques  exemples. 

lienthem  (A.-Gz.).  —  La  cochléoïde.  (76-80) 

Kludc  de  la  couri)C  09  .-  arsins:  solution  graphique  de  la  rectification  de 
l'arc  dr  crrcle. 

Sfo/j)  (C).  —  Le  développement  des  fonctions  aumoxen  de  l'in- 
tégration par  parlics.  (^1-97). 

Araniz  (I/.-J.).  —  Sur  la  détermination  des  développantes  de 
courbes  planes.  (i)7-io3). 

l'ftn  Zantcn(L,'Jzn).  —  Solution  d'un  problème  de  Mécanique. 
(  io4-io()). 

L'auteur  siniplifie  la  solution  <lu  problème  de  Jullien  {Problèmes  de  Méca- 
nique rationnelle,  I.  IL  p.  61.  n"  ^)  donnée  par  G -F.-W.  Baehr  {Xom^elUs 
Annales  de  Mathematù/ues,  p.  .îs.')  ;  l^.■)i). 


^'  >  \ynv  lîullctin.  VU  .  i.m 
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Gravelaar  (N.-L.-  ÏV.-A .  ).  —  L'emploi  des  déterminants  dans  la 
méthode  des  moindres  carrés.  (107-iia). 

Cardinaal  (.A).  —  Quelques  propriétés  d'un  système  particulier 
de  surfaces  quadriques.  (ii3-i3o). 

L'auteur  s'occupe  du  système  triplement  infini  de  surfaces  F^  déterminé  par 
quatre  surfaces  F'  inscrites  dans  une  surface  F^  donnée  et  de  quelques  propriétés 
de  ïa  surface  nodale  du  système.  En  passant,  il  donne  la  construction  des  cent 
vingt-huit  surfaces  F'  inscrites  dans  une  surface  F'  donnée  et  tangentes  à  quatre 
surfaces  F'  également  inscrites  dans  cette  même  surface,  problème  qu'il  recon- 
naît comme  un  problème  du  deuxième  ordre. 

Cardinaal  {J,).  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  quadriques, 
qui  touchent  quatre  droites  données.  (iSi-iSg). 

L'auteur  montre,  par  des  considérations  géométriques,  que  le  lieu  des  tan- 
gentes d'une  surface  F^,  qui  s'appuient  sur  deux  tangentes  fixes,  est  composé  de 
deux  hypcrboIo"des,  tandis  que  les  points  de  contact  se  trouvent  sur  deux  co- 
niques fixes.  Il  montre  qu'il  y  a  huit  surfaces  F**  qui  contiennent  une  conique 
donnée  et  qui  touchent  quatre  droites  données,  etc. 

Fischer  {F,-TV.).  —  Déduction  d'une  formule  utile  dans  la  con- 
struction des  cadrans  solaires.  (172-176). 

Kapteyn  (  JT.).  —  Sur  l'intégration  des  fonctions  rationnelles. 
(177.180). 

Kapteyn  (IV')-  —  Deux  théorèmes  de  la  théorie  des  détermi- 
nants. (i8o-i85). 

Van  den  Berg  (F.-J,).  —  Sur  la  rectification  approximative 
d'un  arc  de  cercle  (suite)  (*  )  (186-193). 

Van  den  Berg  (F.-J.),  —  Sur  une  déduction  inadmissible  d'une 
des  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 
(193-198). 

Van  den  Berg  (F.-J,),  —  Un  problème  arithmétique.  (198- 
202). 

H  s'agit  de  remplacer  les  fractions  ^,   ^,  ...,  J-  par  d'autres  fractions   équi- 


(')  Voir  Bulletin,  III,,  178. 
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>alonto>  dont  le  ntmératcurel  le  dénominateur  sont  formés,  CDsemblc,  des  neaf 
rhilVrt^t,  par  cvomplc,  -J  par  y jVr^»  ^**^*»  '^  nombres  des  solations  pour  |,  J, 
î*    i»    I*    7»    »•    {  <'*^   rcspcclivcment   i»,  a,  4«  "2>  3»  7»  4^»  ^- 

AiA7r  par  orJre  de  matières  des  articles  de   quelques  journaux 
mal liôma tiques.  (  ao.'i-uuQ'^. 


ARCHIVES  NÊERLXNtUISES  des  Scielm:es  n%cTCS  et  ïcatubelles,  publiées 
|vir  II  S.x*ietê  Hot:jnJji<<f  lir^i^  Sciences  à  lljrlem    el  rédigées  par  E.-H.  \m 

Tome  XV:  iî?8o. 

F't^^fmann  •  Tfi.'ff\  .  —  Sur  les  phénomènes  éleclriqucs  da 
cvvur  à  IVt4l  d'jiott\itê.    i-38.  i  pl.)- 

l^.^>^..--4  if<  e\r*fr.'e*rif^  R^§«!ut5  :  !.  Acti^M  çéaérale  de  la  suHaccdi 

ori:  >..i>  '.  .lî*'."!-::;  i  ;\  iii::-.**  dir-^rtr*-  <t  iftdirK-tes.  ^  Particularilès  itb- 

'.».-*  i  "i   •■  rns't  :*:  i  'i  iw-rir  >t:'re>*»c«  Sf  \'vsci\\*tâom,  3.  Force  elertPO«#- 

.    ^v.    il..  .1    ^vr-:j:  irr.    4.  V;:«<s*  «Se    profMçaùoA  de  l'oade  cidti* 


:  •/--//--/»-  -  —  Sur  la  manrhe  annuelle  de  la  tempe- 
-i...-^*  :  r:  ^:.:;.:-->  ..îf*'v  i  Ei:ror**  el  sur  la  mesura  de  sa  Tani- 
•Vi 

i    j  ■  '•  I  •    .-  -*/       —  •  *^i"r   ;i"f>  r  r  :  .rTrîe>  générales  d'une  coockc 
r/.j.   -r^..'.'   *x    1  .•;  :zi'i^nri  r«.  t-rcii'f  1  ^^u'oce  m asSie  donnée,  mî- 


■       f^  ■      "*  -  V    .   —    *.  .;«7'S-i»i!ri;.«:.T>  >ir   la   îbéx-ne  des  pk**^ 
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Grifuvis  [C-IL-C).  —  La  charge  double  d'une  distribution  cen- 
trobarique  de  masse,  (i 35- 147). 

Après  avoir  explique  comment  la  distribution  cenlrobariquc  se  compose  d'une 
clidrge  unique  et  d'une  charge  double  (c'est-à-dire  une  charge  qui  contient 
autant  de  matière  positive  que  de  matière  négative),  l'auteur  étudie  la  distri- 
bution excentrique  sur  la  surface  d'une  sphère. 

Bierens  de  llaan  {D,),  —  Sur  ladifférentiation  de  quelques  inté- 
grales elliptiques  par  rapport  au  module  ou  à  une  fonction  du 
module.  ('2  25-268). 

L'application  de  la  méthode  de  F^eibnitz,  appelée  differentiatio  de  curva  in 
curvani,  aux  intégrales  elliptiques  mène  l'auteur  à  une  série  de  nouveaux  ré- 
sultats. 

Tome  XVI;  1881. 

Loreniz  [IL-A.),  —  Les  équations  du  mouvement  des  gaz  et  la 
propagation  du  son  suivant  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (i-4(>). 

Historique.  §  1.  Établissement  de  l'équation  fondamentale.  §  2.  Les  équations 
du  mouvement  sous  leur  forme  générale.  §  3.  Première  approximation  dans  la- 
quelle on  néglige  le  frottement  interne  et  la  conductibilité  calorifique.  §  A.  La 
propagation  du  son.  §  5.  Déduction  plus  exacte  des  équations  du  mouvement. 
Frottement  interne  et  conductibilité  calorifique. 

Baehr  (C-F^-fV.),  —  Sur  un  théorème  d'Abel  et  sur  les  for- 
mules goniométriques  qui  s'en  déduisent,  (i  16-1 25). 

L'auteur  déduit  quelques  identités  goniométriques  du  théorème  de  la  p.  335 
du  t.  I  des  Œuvres  complètes  d'Abel. 

Donders  [F.'C .),  —  Sur  les  systèmes  chromatiques.  (i5o-2i4). 

Dans  un  aperçu  historique,  l'auteur  s'occupe  du  critérium  des  couleurs  fon- 
damentales. Dans  le  système  chromatique  normal,  il  distingue  trois  couleurs 
fondamentales,  le  rouge,  le  vert  et  le  violet;  ensuite  il  décrit  les  trois  systèmes 
anormaux  (cécité  pour  le  rouge,  le  vert  ou  le  violet)  et  leurs  formes  de  pas- 
sage comme  systèmes  dichromatiques. 

Groneniann  (fL-J.-fl.),  —  Recherches  sur  la  nature  de  la  lu- 
mière zodiacale.  (215-272). 

1.  Les  caractères  distinctifs  des  observations  de  Jones.  2.  Examen  et  critique 

de  la  première  partie  du  Traité  de  .M.  Serpieri.  3.  Nos  propres  observations  sur 

la  lumière  zodiacale.  4.  Suite  de  l'examen  et  de  la  critique  du  Traité  de  M.  Ser 

pi  cri.    5.    Conclusions    préliminaires  déduites    des    raisonnements    précédents 
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G.  La  lumière  zodiacale  est-elle  un  phénomène  planétaire  ou  un  phénomène  ter- 
restre? 7.  Conclusion  dcfinitive.  Supplément. 

Legcbeke  (G,-J.).  —  Sur  une  propriété  des  racines  d'une  équa- 
tion dérivée.  (^2-3-^-8). 

Extension  du  théorème  de  Rollc  au  plan. 

Grimvis  (C-//.-6\).  —  Le  transport  de  l'énergie  pendant  le 
choc  des  corps.  (3o,V332). 

A.  Etablissement  des  expressions  de  la  vitesse  rt  de  Ténergic.  B.  Répartition 
de  Ténergic  cinétique  pendant  le  choc.  C.  Le  transport  d'énergie,  pendant  le 
choc. 

Van  der  Stok  {J.-P.  ).  — ^  L'influence  de  la  Lune  sur  le  mouve- 
ment de  l'aiguille  aimantée.  (333-37(),  i  pi.). 

\'an  den  Berg  (F.-J,).  —  Sur  les  relations  récurrentes  pério- 
diques entre  les  coefficients  du  développement  des  fonctions: 
plus  spécialement  entre  les  nombres  de  BcrnouUi,  ainsi  qu'entre 
quelques  nombres  analogues.  (387-443). 

L'auteur  développe  le  produit  de  la  norme  d'une  fonction  réelle  par  sa  dé- 
rivée logarithmique  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable 

cot-!^ 
et  trouve   dans  le  ras  «spécial  <le  la  ftuiclion :^  des  formules  pour  l« 

nombres  de  Rcrnoulli,  ctr.  Le  travail  se  termine  par  une  énuméralion  des  ira- 
vaux  sur  les  nombres  de  Bernoulli  et  une  Noie  contenant  une  nouvelle  dé- 
monstration de  la  formule  qui  exprime  le  cosinus  du  multiple  d'un  arc  eo 
fonclit)n  des  puissances  du  cosinus  de  l'are  lui-même. 

Bierens  de  llaan  (/^.).  —  Note  sur  le  rôle  de  nos  ingénieurs  hol- 
landais dans  rem|)loi  des  lignes  de  niveau.  (444-452,  i  pi.). 


Tome  XVII;   1882. 

Michaëlis  (G.-J.),  —  Sur  les  mouvements  des  fluides  sous  l'in- 
flucnce  du  frotlcnient.  (i-ii?. ). 

L'auteur  poursuit  les  considérations  théoriques  de  M.  Helmhollz  en  tenant 
compte  du  frottement;  à  titre  d'exemple  il  étudie  le  mouvement  slatioonaire 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  qui  se  déplace  dans  la  direction  de  l'axe  de  ré- 
volution. 
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Lorenlz  {IL- A,),  —  Les  formules  fondamentales  de  TÉleclrody- 
namique.  (83-ioo). 

F/autcur  donne  une  démonstration  nouvelle  de  la  loi  la  plus  générale,  qui 
puisse  être  admise  pour  l'action  éléctrodynamique  de  deux  éléments  de  cou- 
rants donnés  par  M.  Korteweg  {Journal  fur  Mathematikj  t.  XL). 

Schols  (C/i.-M,),  —  Le  calcul  de  la  distance  et  de  l'azimut  au 
moyen  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  (101-16-,  1  pL). 

Simplification  des  méthodes  données  par  M.  Helmcrt  dans  son  manuel.  Die 
matheinatischen  und  physikalisclien  Theorien  der  hôheren  Geodàsie)  : 
A.  Knumération  des  formules.  B.  Développement  des  formules. 

Lorenlz  {FL- A,),  —  Sur  les  mouvements  qui  se  produisent  dans 
une  masse  gazeuse,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  à  la  suite 
de  diflerences  de  température.  (  igS-ii  19). 

Après  une  courte  critique  d'un  Mémoire  de  M.  Oberbeck  et  d'un  calcul  de 
M.  Lorenz,  Tauteur,  en  poursuivant  les  idées  déposées  dans  son  Mémoire  anté- 
rieur, donne  quelques  formules  pour  les  mouvements  en  question,  qu'il  ne  veut 
avoir  regardées  que  comme  une  préparation  à  un  traitement  plus  complet. 

Van  der  J  en  (^.).  —  Sur  TefTet  utile  du  courant  dans  les  lampes 
à  incandescence.  (220-u3i). 

L'examen  porte  sur  trois  lampes  d'Kdison,  deux  de  Swan,  deux  de  Maxim 
et  une  de  Lane  Fox  et  est  exécuté  au  moyen  d'un  photomètre  du  système 
Evans. 

Ilaga  (//.).  —  Détermination  des  variations  thermométriques 
produites  par  la  tension  et  le  relâchement  des  fils  métalliques 
et  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  (261-288,  i  pi.). 

Historique  (Thomson,  Joule,  Ediund,  HUhlmann,  Dahiander).  L  Variations 
de  la  température  lors  de  la  traction  et  du  relâchement,  a.  Méthode,  b.  Expé- 
riences (fil  d'acier  et  fil  de  maillechort).  IL  Coefficients  de  dilatation  des  fils 
ù  l'état  de  tension.  lU.  Chaleur  spécifique.  IV.  Calcul  de  l'équivalent  mécanique 
(le  la  chaleur  (résultats,  parle  (il  d'acier  :  .V  =  437,8;  par  le  fil  de  maillechort  : 

\-4Ai)- 

\  an  Schaik  (  \V.-C,-L,).  —  Recherches  concernant  la  dispersion 
électromagnétique  sur  un  spectre  de  grande  étendue.  (3j3-39o). 

Vérification  expérimentale  des  formules  existantes  pour  le  spectre  ultra- 
violet. 

Itink  (U.-J,).  —  Sur  quelques  applications  géométriques  simples 
(lu  lliéorùme  d'Ahel.  (  1^)0-^7^  ). 
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Après  avuir  donné  deux  démonstrations  simples  du  théorème  d'Abel,  Tune 
par  rapport  au  cas  d*une  cubique  coupée  par  une  droite  et  l'autre  générale  i 
l'aide  d'un  théorème  de  Jacobi,  l'auteur  applique  ce  théorème  dans  sa  forme  la 
plus  simple  à  la  solution  d'un  ^rand  nombre  de  problèmes  sur  les  cubiques  et 
quurtiiiucâ  pluiic;»  (Sti:im:r,  Wikmib,  etc.). 

Tome  XVHl;  i883. 

Siirltjcs  (T.-J.),  —  Quel(|ues  considérations  sur  la  fonction  ra- 
tionnelle entière  d'une  variable  complexe  (1-21). 

L'auteur  montre  que  le  module  d'une  fonction  rationnelle  entière  /{s)  oe 
saurait  prendre  une  valeur  maximum  ou  minimum  aux  points  radicaux  de 
l'équation  dérivée  /'(-)  —  o;  ensuite  il  s'occupe  des  domaines  limités  par  des 
ciïurbes  mod./(5)  —  consl. 

Ctronrman  (IL-J,-/!,),  —  Sur  les  périodes  de  l'aurore  boréale; 
remarques  sur  Tétude  tuile  sous  ce  litre  par  M.  le  D*"  Sophus 
Tromholu  dans  Tannuaire  de  1880  de  l'Institut  météorologique 
danois.  ^  •.>*.>.-*>. 8 V 

/iur/in  ttr  Mrs(/uit<r  [J.  ».  --  Equations  g^énérales  d'un  système  de 
lentilles  centrées,  y  j^-^k)  ». 

Sidution  des  iueoimut^  ç  ,  9^  et  «t»  des  formules  données  par  M.  Ferraris 
{Atti  <ii  /\«ri/ii>,  \»il.  \M.  inS'iK 

I  tin  SchdiA'  t  II  \'C.-L,  ».  —  Sur  la  rotation  éleclroniagoélique 

tlu  plan  de  polarisalioti.  «  -<>-ioî,   >  pi.  ». 

Vperou  des  théorie-^  anru^nn'**  et  n«MMelle<  do  la  nature  des  ondulations  de 
l.t  luniif^ie  et  de  I.»  r-t.«ti'>n  »  !• -ir^niaiinelique.  éclairri  par  la  dcscriptioD  de 
uiiHU'Io'i  iiuit.)nt  i\"  iii'»u\o'H''-i:. 

A«7»/rwi  •  M  .  . —  Quolijuos  remarques  sur  les  équations  difle- 
ronliollo<  linéaires  ordinaire'^.     i*»j-ij*î   . 

O'jb-rl  Tjiuîour  oh-Toh^  î^  o  «si  î-  *n>  qui  r\priment  que  l'équation  lioéatre 
da  diux.nu'  or.irx*  sr*  irjnsf  *r:v.-:  on  r;  lili-n  *  c*^fû<:iftkt>  constants:  ensoit^, 
a  tîJir.î  une  rjkv'inr*  r,  '»•  ô-  I.:»..  ::•.  s",  ^xn-ntrf  que/  ajri  est  en  même  temps 
v^iul.  n  vi'uu'*  t'.j'a;;:.^!'.  .:;  T-.rr' at, <'.!:'  i.nratr-?  d'ordre  m  d'année  de  /tx), 
*;uA*.-..i  i  s  :  ;i-::  ■:*i'.  ^i  '  ^  : .::  :  ^rni^::î  l^;*  r  ^ràri-fnt*  des  termes  de  cette  éqai- 
•...vi  <*•..<".  r.:  i  v-:r:j.r.:>  r.vitir-ns  cj  enire  a.  etc, 

I  .;':    tt'"-    P.  .  —   >L:r  remploi  des  détermÎDants  dans  les  mé- 


Os.-  ::«v>  '    r-:'r    ■•  I  »>•"!":  'z   b -■'.»- ii  -  iir*  !•?  .V;^?*^-  Arrhî^t  ryorWu- 
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Déinunstration  d'un  théorème  trouvé  par  M.  Glaisher. 

Grimvis  (C-//.-C.).  —  Les  équations  du  mouvement  du  champ 
électromagnétique,  considérées  en  rapport  avec  la  théorie  de 
Maxwell.  (225-240). 

L'auteur  s'occupe  du  cas  d'un  lieu  imparfaitement  polarisant  et  conducteur, 
cas  dont  Maxwell  ne  s'est  pas  spécialement  occupé  dans  sa  théorie  de  la  lu- 
mière. 

Stieltjes  {T.-J,-Jr,),  —  Contribution  à  la  théorie  des  résidus 
cubiques  et  biquadratiqiies.  (358-436). 

L'auteur  déduit  le  caractère  de  2,  1  -f-«  et  1  4-  p,  où  p  est  une  des  racines  cu- 
biques complexes  de  l'unité,  d'une  manière  entièrement  indépendante  de  la  loi 
générale  de  réciprocité,  bien  énoncée  par  Gauss,  mais  jusqu'ici  pas  encore  dé- 
montrée. A  cotle  fin,  il  remplace  le  nombre  premier,  dont  il  s'agit  de  déter- 
miner le  caractère,  par  un  produit  congruent  de  facteurs  et  il  détermine  le  ca- 
ractère de  ces  facteurs  en  suivant  la  voie  pratiquée  par  Gauss  (  Werke,  t.  II, 
p.  78-87)  qu'il  étend  à  des  noiibres  complexes.  Ainsi  il  démontre  tous  les 
théorèmes  que  Gauss  a  trouvés  par  induction  (art.  28  du  Mém.  cit.)  et  dont 
seulement  une  partie  a  été  démontrée  par  M.  Lebesgue  {Journal  de  Liouville, 
t.  IV,  p.  5i). 

Van  Geer  (P*)-  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Willebrord 
Snellius.  (453-468). 


VEKSLAGEN  EN  MEOEDEELINGEN  der  Komxklijkk  Ak ademie  van  Wetex- 
sciiAPpEN  te  Amsterdam  (2"  série).  In-8  (*). 

Tome  XI;  1877. 

Van  <icr  fVaals  (J,-/),),  —  Sur  rinfluence  de  la  pression  sur  la 
température  de  la  densité  maxiina  de  Teau.  (i  19-131). 

Par  des  considérations  théoriques  l'auteur  démontre  que  l'influence  en  ques- 
tion peut  être  trouvée  quand  on  connaît  les  coefficients  de  compressibililé  de 
l'eau  à  des  températures  différentes;  en  s'appuyant  sur  la  détermination  expé- 
rimentale de  ces  coefficients  par  Grassi,  il  trouve  que  la  température  de  la  den- 
sité maxima  diminue  quand  on  augmente  la  pression.  Dans  le  verre,  le  volume 
minimum  apparent  correspond  à  la  température  de  5", 8  sous  la  pression  ordi- 
naire, et  à  b°  sous  une  pression  de  7  atmosphères,  résultat  qui  a  été  constaté 
expérimentalement. 


(•)  V<iir  Bulletin,  1,,  l'ifi. 
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Baehr  {G.'F,^TV.).  —  Note  sur  Je  mouvement  elliplîque.  (24 1- 

Quand  la  force  centrale  suit  la  loi  de  la  nature,  les  trajectoires  ellipliqQfs 
drcritcs  autour  du  mOnic  centre  d'attraction  avec  des  vitesses  initiales  éiçalei 
mais  de  directions  différentes  ont  de  grands  axes  épaux  ;  le  lieu  des  soninifts 
f'st  un  limaçon.  <^)uand  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance  du  ceotn 
al  tirant,  l'ellipse  est  en  m<>mc  temps  Tbodographe  du  mouvement. 

Itink  (I/.-J,).  —  Sur  les  variations  de  la  résistance  galvanique  du 
mercure  avec  la  température.  (';i6o-3oo). 

Tome  XU;  1878. 

Bierens  de  /Iaan(D.).  —  Matériaux  pour  Thistoire  des  sciences 
mathématiques  et  plivsiques  dans  les  Pays-Bas.  XII.  Adriaan 
Antlionisz.  (1-35).  —  XIII.  Manuscrit  de  Franciscus  van  Schoo- 
ten.  (3G-6i,  1  pi.).  —  XIV.  Josepluis  Scaliger  (J.-C.-FiL), 
comme  quadralcur  de  cercles.  {ir2-i)6).  —  XV.  Adriaan  van 
Hoomcn.  (yj-ioS).  —  XVI.  Jacob  Marcelis,  Daniel  Waevwel el 
Gillis  Bovy.  (109-117).  —  XVII.  Deux  lettres  de  Ludolfvan 
C«nil(»n.  (ii8-i2()).  —  Amplifications  des  Matériaux  I-XVII. 
(i '^7-1.42).  —  Liste  des  livres  décrits  ou  cités  dans  les  Matériau\ 
I-XVIl.  (  1^3-1 5"). —  Corrections,  (i  58- 160). 

Bosscha  (J.),  —  Des  lunettes  à  grossissement  variable.  (161-168). 

L'auteur  démontre  «(u'il  est  possible  de  rôfïlor  les  déplacements  des  trois  len- 
tilles de  la  luncllc  paiicrali(|uc  de  AI.  Doiiders  (*)  les  unes  par  rapport  aux 
aulrc's  par  le  s\strnn*  iirti'ulé  de  Peaurellier  de  manière  que  la  dislance  focale 
de  la  lunette  soit  la  mémo  dans  toutes  les  positions. 

I  an  (1er  ]\  (tais  (./.-/).).  —  La  chaleur  spé(*ilîquc  de  la  vapeur 
saturée.  (i()c)-i8/j  ). 

<^)uand  on  érhauflTc  un  volume  de  vapeur  saturée  et  <|ue  l'on  diminue  le  \<'- 
lume  de  manière  que  la  vapeur  reste  saturée,  on  doit  >ouslraire  de  la  rhalcur 
à  la  vapeur  <!ans  le  cas  de  lu  vapeur  d'eau  et  ajouter  de  la  rlialeur  à  la  vapeur 
dans  le  ras  de  la  vapeur  d'élher.  L'auteur  eherehe  à  démontrer  (lu'â  oc  Mijcl 
les  vapeurs  ordinaires  s<;  feront  ^iuider  généralement  par  la  \apeur  «redii:  q«i'' 
repnulant  la  conduite  de  la  vapeur  d'étlier  n'e*»t  pas  une  aberraliiMi  d'une  l'U. 
mais  au  plus  d'une  règle  observée  jusqu'ici,  etc. 


(')  Voir  IhiUctin.  IV,.  17S. 
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Oudemans  (J.-A.-C).  —  Sur  la  détermination  des  distances  fo- 
cales de  petites  lentilles.  (235-256,  i  pi.). 

Van  Ilasselt  (  IV.),  —  Les  coefficients  magnétiques  d'un  vais- 
seau de  fer  comparés  aux  résultats  des  observations.  (29i-3o3). 

Bierensde  Ilaan{D.),  —  Contribution  à  la  théorie  des  intégrales 
définies,  n"  XIV.  —  Des  intégrales  de  la  forme 


1  1 


r*  ^(^)djr  /•«  xF{x)dx 

oîi  F  représente  une  fonction  goniométrique.  (325-37o). 
Bierens  de  Haan  (D.),  —  Surquelquesjeudedés.  (371-400)  (*). 

Tome  XIII;  1878. 

Oudemans  {J.-A.-C),  —  Théorie  de  la  lunette  pancratique  de 
M.  Dondcrs  (60-91,  i  pL). 

§  t.  Problème  de  la  lunetlc  pancratique.  Double  solution  dont  l'une  seule^ 
ment  satisfait  aux  conditions  posées.  Cette  solution  donne  encore  des  lunettes 
de  deux  constructions  difTérentes.  §  2.  Déplacement  nécessaire  de  l'objectif  ou  de 
l'oculaire  pour  un  déplacement  fini  de  la  lentille  du  milieu,  celle-ci  étant  sup- 
posée positive.  Distance  focale  de  la  lunette  entière,  si  ce  déplacement  de  l'ob- 
jectif ou  de  l'oculaire  n'a  pas  lieu.  §3.  Considérations  sur  le  cas  où,  pour  les  deux 
limites  du  grossissement,  la  longueur  de  la  lunette  est  supposée  la  même.  §  4. 
Solution  du  problème,  lorsqu'on  emploie  l'oculaire  pour  corriger  la  distance 
focale.  §  5.  Solution  du  problème  en  employant  l'objectif  pour  corriger  la  dis- 
tance focale.  §  G.  Limite  supérieure  de  F.  §  7.  Lunette  pancratique  à  lentille  du 
milieu  négative.  Solution  du  problème.  Limite  inférieure  de/.  §  8.  Limite  su- 
périeure de  /.  §  9.  Exemple  de  calcul.  §  10.  Épaisseur  des  lentilles.  §  11.  Dé- 
duction plus  simple  des  équations  principales  du  problème.  §  12.  Solution  plus 
simple,  en  négligeant  le  déplacement  de  l'objectif  ou  de  l'oculaire.  §  13.  Lieu 
des  diaphragmes  internes  ou  externes.  §  14.  La  lunette  pancratique  peut-elle 
être  construite  achromatiquement? 

Bierens  de  Haan  {D.).  —  Rapport  sur  les  travaux  de  M.  Edward 
Sang,  par  rapport  aux  tables  des  sinus  de  chaque  dix-millième 
partie  d'un  angle  droit,  calculés  jusqu'à  33"  en  vingt-cinq  déci- 
males. (92-95). 

Schoute   (P.'H,).   —    Quelques  considérations   par   rapport  au 

(•)  Voir  BullcUn,  IV.,  17,»  et  17.3. 
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nombre  maximum  des  points  multiples  d'une  courbe  plane  al^ 
bricpie.  (()()-!  38). 

I);ins  tous  les  maniirls,  \c  noiubrr  maximum  des  points  doubles  d*une  rourbc 
('."  est  Irtiuvé  au  mo\eii  d'une  courbe  auxiliaire  C"-'  ou  C""'.  Mais  la  démon- 
slration  ({u'une  eourbe  auxiliaire  d'un  autre  ordre  ne  saurait  mener  à  un  maii- 

Mium  plus  petit  que  -  — n  est  pas  encore  «lonnee.  Car  la  démonstra- 
tion originale  de  J.  PlOcker  (  Théorie  clrr  alf^ebratschen  Curven,  p.  2ii>: 
Itnnn,  iK.i|))  e«it  inadmissible,  parce  que  Plilcker  a  cbercliê  la  valeur /i  de  l'ordre 
de  la  courbe  auxiliain*  <iui  corresp«uid  à  la  plus  f;rande  valeur  du  nombre  maxi- 
mum des  points  double*^,  tandis  que  le  problême  exi;;e  que  l'on  détermine  la 
valeur  de  />  qui  rend  minimum  ce  nombre  maximum.  L'auteur  démontre  qof 
cette  valeur  minimum  e**t  obtenue  au  mo>en  (l'une  courl»c  auxiliaire,  doot 
l'onlre  />  diiïère  autant  que  possible  de  /i  —  ^  et  que  les  limites  du  problrme 
n'admettent  que  les  valeurs  n  —  :î  et  «  —  i  de  p^  <|ui  mènent  au  même  nombrr 
maximum  des  points  doubles.  Knsuite,  il  s'occu|>e  du  plus  grand  nombre  des 
points  de  multiplicité  k  d'une  courbe  (!"  et  termine  son  travail  par  des  thê<>- 
n"*mes  et  des  problèmes  qui  se  rap|)()rtcnt  en  général  à  des  courbes  C"  du  jçeorf 
z.éro. 

liae/ir  (G,'F.'JJ\), —  Note  sur  Tatlraction.  (i.i^)-iC)o), 

!>'aburd  l'auteur  cberche  ré<iuation  différent  ici  le  de-*  surfaces,  dont  les  nor- 
males représentent  pour  un  de  leurs  points  «l'intersection  avec  un  ellipsoidf 
bomoi;ène  de  révtdution  la  résultante  de  l'attraction  exercée  sur  ce  point  par 
l'ellipsoïde  et  il  trouve  que  la  famille  des  surfaces  qui  correspond  à  cette  équa- 
tion différentielle  contient  un  ellipsoïde  de  révrdution  concentrique  et  coaxialc 
à  rrlll[»*»oïde  donné:  de  plus,  il  démontre  (|ue  la  distance  d'un  point  de  l'ellip- 
soïde donné  au  pied  <le  la  normale  l'orre-ipoudante  est  prop«»rtionnelle  à  l'al- 
trartioii.  Kn*^uite  l'auteur  «^'occupe  de  l'attraction  exercée  par  le  tore  sur  un 
pomt  tie  son  axe  qu'il  n'duit  à  des  intégrales  ellipticiues. 

Aires  {  n.'A .).  —  Sur  la  lh('*ori(*  du  radlonu'lre.  (r>.<)5-.^i). 

L'auteur  donne  une  critique  :  i"  de  la  tb-'-orie  de  vaporisation  d'Osborne  Rey- 
nolds et  de  la  théorie  d'émission  de  Zidlner:  a"  des  théories  qui  evpliqafol 
l'action  des  rayons  de  lumière  par  des  courants  de  ;;az:  3''  des  théuricN  <ro>- 
borne  Heynolds.  de  Johnstone  St«»ney,  etc..  (pii  explitpient  l'action  parla  llM*oric 
cinétii(ue  des  j;tiz  et  finit  par  l'exposition   de  ses  pro|)res  idées. 

(irimvis  {  r.-//.-C.  ).  —  Sur  une  délcrminalion  simple  de  la  fom- 
lion  cara(lérisli(|ue.  (.V|>-.1.V)  ). 


FV'termination  «le  hi  foiirtion  ciracléri-lique  en  trois  eas  simples:  i'  pour  le 
inouvenient  d'un  point  matériel  libre  lous  riniluence  de  la  pesanteur:  -»^  p""'" 
\r  nion>ement  tlun  point  matériel  libre  autour  d'un  centre  tlatlraclitm;  .Vp«uir 
le  mouMMUiMit  d'nn  pi»inl  prs.ml  sur  la  smf.irr  d'une  sphère. 

(hff/mtffns  {J.-.i .-C),        Siii-  le^  nrbile-»  annuelle^  tpie  les  él<>il'^> 
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seinblenl  parcourir  à  cause  de  Taberration  de  la  lumière.  (356- 
3()^,  I  pi.). 

L'auteur  démontre  que  les  orbites  en  question  sont  des  cercles,  même  quand 
on  tient  compte  de  Texcentricité  de  l'orbite  terrestre,  etc. 

Torao  XIV;  1879. 

/Ivke  {P.-L,),  —  Le  microphone.  (1-26). 

Buys-Ballot  (  C»-IL-D.  ).  —  Comment  déterminera-t-on  les  quan- 
tités de  vapeur  d'eau  produites  par  un  polder?  (îè^-5i). 

Mees  (li.-A.).  —  Détermination  de  la  compressibilité  de  l'eau 
suivant  la  méthode  de  Jamin  et  à  l'aide  du  manomètre  de  Re- 
gnault.  (108-1 32,  I  pi.). 

Bierensde  Haan  (D,),  —  L'équation  intégrante.  (162-179). 

L'auteur  démontre  que  l'équation  difTérentielle  linéaire  du  second  ordre  et 
d'un  ordre  supérieur  ne  peut  pas  être  intégrée  au  moyen  du  facteur  intégrant; 
il  s'occupe  chemin  faisant  de  l'intégration  de  quelques  cas  simples  de  l'équation 
du  second  ordre. 

Bierens  de  Haan  (D,),  —  Matériaux  pour  l'histoire  des  sciences 
mathématiques  et  physiques  dans  les  Pays-Bas.  XVIIL  Martinus 
Carolus  Creszfeldt.  (180-1 8-). 

Baehr  {G.-F.-W.),  —   Sur  le   principe  de  la   moindre  action. 

(232-25o). 

L'auteur  démontre  le  principe  et  en  donne  des  applications  différentes  en 
cherchant  des  courbes  qui  engendrent  des  surfaces  minima,  des  courbes  brachis- 
tochrone,  etc. 

Schoute  {P,'IL),  —  Quelques  considérations  générales  sur  les 
courbes  gauches.  (25i-3i9). 

Formules  de  Plûcker-Cayley.  Les  courbes  situées  sur  une  surface  réglée  du 
second  ordre.  Remarques  sur  le  nombre  des  points  doubles  apparents  et  sur 
la  classification  des  courbes  gauches.  Étude  des  surfaces  gauches  8(1,2,3), 
S(i^,  a)  et  S(i^),  dont  la  première  est  le  lieu  des  droites  qui  s'appuient. sur 
trois  courbes  gauches  données,  la  seconde  le  lieu  des  cordes  d'une  courbe  gauche 
donnée  qui  s'appuient  sur  une  autre  et  la  troisième  le  lieu  des  cordes  triples 
d'une  courbe  gauche  donnée.  L'étude  se  termine  par  l'indication  de  deux  cor- 
rections qui  doivent  èlrc  apportées  au  Mémoire  antérieur  de  l'auteur,  dont  l'une 
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lui  il  (Hé  communiquée  par  M.  F.-J.  van  den  Berg,  tandis  que  Tautre  est  le  ré- 
suilat  d'une  correspondance  de  M.  E.  Dewuif  avec  Tauteur  ('). 

Van  den  Berg  {F.-J,  ).  —  Déduction  de  quelques  identités  algé- 
briques et  {^onioiné triques  semblables.  (34o-359). 

En  s'appuyant  sur  les  propriétés  d'un  déterminant,  l'auteur  déduit  quelques 
identités  remarquables  entre  n  quantités  a  et  n  quantités  ^t,  par  exemple  l'ei- 
tension  de  la  relation  donnée  par  Cliasles  {Géométrie  supérieure,  p.  23^23u: 
i8.rj). 

Tomo  XV;  1880. 

Grimvis  (C-//.-C).  —  La  charge  double  d'une  distribution  cen- 
trobarique  de  niasse.  (38-5o)  (-). 

IVz/i  der  ll'aats  (J.-D,),  —  La  relation  entre  la  pression,  le  vo- 
lume et  la  température  d'une  matière  en  dissociation.  (199-217). 

La  déduction  de  la  formule  désirée  a  été  fondée  par  M.  Willard  Gibbs  sur  le 
théorème  suivant  également  trouvé  par  lui  : 

«  Pour  l'équilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  dans 
tous  les  changements  du  système,  qui  n'alTectent  pas  son  énergie,  Taccroissc- 
nicnt  de  l'entropie  <lu  système  est  zéro  ou  une  quantité  négative.  » 

L'auteur  parvient  à  la  mènir  formule,  sans  se  servir  de  ce  théorème.  Ensuite 
l'auteur  applique  cotte  formule  au  i)rol>lème  <le  la  séparation  partielle  des  mo- 
lécules, au  problème  de  la  vaporisation  et  i\  un  problème  plus  compliqué  de 
dissociation. 

Mees  {li.-A,).  —  Sur  la  méthode  do  Jamin  pour  la  détermination 
de  la  compressibililé  des  liquides.  (:>.  iS-'>.3c>). 

L'aulcur  démontre  que  la  méthode  de  Jamin  si  simple  en  apparence  nesl 
guère  pbis  excellente  que  celle  de  Hegnaull. 

Lorentz  {If,~A.).  —  Les  é(pialions  du  mouvement  des  gaz  et  la 
propagation  du  son  suivant  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (35<v 
393)(»). 

Afees  (li.'A,).  —  Sur  la  propagation  des  ondes  sonores  planes 
dans  les  gaz  suivant  la  théorie  cinétique  des  gaz  (.k)4-4'''>)- 


(')  Voir  IJulIetin,  III,.  p.  3f^3-|Oo,  et  Aowr.  Ann..  p.  '|0i:  1881. 
(-)  Voir  plus  haut,  p.  (ii. 
( ')  Voir  plu-,  haut.  p.  Gi. 
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Dans  la  première  partie  Tauteur  étudie  le  mouvement  des  ondes  sonores 
planes  suivant  la  méthode  dont  Clausius  s'est  servi  dans  son  Mémoire  sur  la 
conduction  de  la  chaleur  à  travers  les  gaz.  Dans  la  seconde  partie,  il  examine 
à  quel  titre  l'état  de  mouvement,  qui  a  servi  pour  point  de  départ  dans  la  pre- 
mière partie,  s'entretient  lui-même. 

Van  der  Waals  (J.-D.).  —  Sur  la  compressibilité  de  l'éthylène. 

(426-432). 

Schoule  (P. -IL)  —  Sur  une  transformation  géométrique  d'un 
problème  de  la  théorie  des  enveloppes  dites  courbes  de  sûreté 
et  sa  généralisation.  (435-444) (0- 

Tome  XVI;  1881. 

Bierens  de  Ilaan  (B.),  —  Matériaux  pour  l'histoire  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  dans  les  Pays-Bas.  XIX.  Premier 
usage  des  isohypses  par  les  ingénieurs  hollandais.  —  N.-S.  Cru- 
quius.  —  M.  Bolstra  (1-27,  1  pi.).  XX.  Précurseurs  des  cartes 
marines.  —  Les  cartes  marines  de  Willem  Jansz  Blaeu.  (28-44» 
I  pi.). 

Van  den  Berg  (F.-J,  ).  —  Sur  les  relations  récurrentes  pério- 
diques entre  les  coefficients  du  développement  des  fonctions  : 
plus  spécialement  entre  les  nombres  de  Bernoulli  ainsi  qu'entre 
quelques  nombres  analogues.  {'J^'i'G)  (")• 

Oudemans  (J,-A  .-C).  —  Communication  par  rapport  aux  constel- 
lations dont  les  habitants  de  Java  conseillent  la  hauteur  à  un  mo- 
ment  déterminé  de  la  nuit  à  l'usage  de  l'Agriculture.  (177-194). 

Baehr  (G.'F.-  fV),  —  Sur  un  théorème  d'Abel  et  sur  les  formules 
gonioniétriques  qui  s'en  déduisent.  (196-204)  (^). 

Compte  rendu  sur  l'essai  des  paratonnerres,  par  MM.  Bosscha, 
Van  der  Waals  et  Grinvvis.  (21 6-222). 

Grinwis  (C.-/I.-C.).  —  Le  transport  de  l'énergie  pendant  le  choc 
des  corps.  (244-273)  (*). 

(•)  Voir  Bulletin,  VI,,  p.  175. 
.  (^  )  Voir  plus  haut,  p.  62. 
(^)  Voir  plus  haut,  p.  61. 
{*)  Voir  plus  haut,  p.  (ii. 
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llaga  {H,).  —  Détermination  des  variations  therniomélriques 
produites  par  la  tension  et  le  relâchement  des  fils  métalliques 
et  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  (9.1  i-aSg,  2pl.)(*). 

Stieltjes  (T.-J.-Jr,),  —  Sur  la  formule  d'interpolation  de  La- 
grange.  ('^39-254). 

L'auteur  déduit  le   reste  simplifié   de  la  formule  d'interpolation  sans  faire 
usage  des  ressources  du  Calcul  intégral. 

Compte  rendu  sur  l'érection  de  paratonnerres  sur  les  édifices 
gouvernementaux  de  Médemblik,  par  MM.  Bosscha,  Van  der 
Waals  etGrinwis.  (aSS-aCo). 

Stieltjes  (T.'J.'Jr.),  —  Contribution  à  la  théorie  des  résidus 
cubiques  et  biquadratiques.  (338-4 17)  (^)- 

Tome  XVIII;  i883. 

Schols  {Ch.'M.),  —  Le  calcul  de  la  distance  et  de  l'azimut  au 
moyen  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  (1-70,  1  pi.)  (•). 

Kapteyn  (  W,  ).  —  Quelques  remarques  sur  les  équations  diffé- 
rentielles linéaires  ordinaires.  (gS-i  17)  (^). 

Compte  rendu  sur  la  crémation.  (202-217). 

Bierens  de  Haan  {D.).  —  Matériaux  pour  l'histoire  des  sciences 
mathématiques  et  physiques  dans  les  Pays-Bas.  XXL  Corneille 
Saskerz  van  Leeuwen.  —  Abraham  de  Graaf.  (218-276).  XXIL 
Jean-Henri  Jarichs  van  der  Ley.  (277-301).     ^ 

Schols  {Ch,-M,).  —  Sur  la  jonction  d'un  réseau  triangulaire  d'un 
ordre  inférieur  à  trois  points  d'un  réseau  triangulaire  d'un  ordre 
supérieur.  (3o3-325,  i  pi.). 


(  '  )  Voir  plus  haut^  p.  63. 
(')  Voir  plus  haut,  p.  65. 
(')  Voir  plus  haut,  p.  63. 
(*)  Voir  plus  haut,  p.  6/|. 

BuU.  des  Sciences  niathém.,  'à'  série,  t.  IX.  (Mai  i885.)  R.G 
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liquc  de  la  forme  a'  -h  Î6'  d'un  nombre  premier  p, 
e  de  la  division  de  p  par  i--'  <"  +  ■)(" +  J);-(J^)  ^ 
^iliiiiitcs  — ■\p  et  4--J/'. 

-  Rr^iillals  des  observations  avec  le  piézomèlre. 


iril  empinjé.  Trois  séries  (tiir<:rcntcsd'obserTalîons  selon 
a,  dans  l'intcriour,  b,  danii  l'eitcrieiir  el  c,  à  la  Tnii 
:  l'eiléricur  du  vase  pi ézi> métrique.  L'auteur  démonlre 
mt  d'accord  avec  ta  théorie  de  l'élaslicilé  d'abord  en  s'ap* 
■lies  de  Lamé,  ensuite  en  faisant  usaRe  des  considérations 
I.  Il  termine  son  travail  par  ta   discussion   de  l'action 


(.).  —   L'action  d'un  aimant  sur  un  courant  élec- 
iverle  par  Hall  el  la  rotation  électromagnétique  du 
^arisalion  de  la  lumière,  (217-248). 

'e  l'artian  en  question  dans  la  lumii^re  de  quelques  théorèmes 
turc  des  forces  naturelles.  Il  en  donne  une  description  ma- 
rupe  ensuite  de  rinfluence  du  magnétisme  si 


\ndu  sur  la  question  s'il  est  souhaitable  et  possible 
}  des  observations  régulières  des  phénomènes  du  trem- 
l  de  terre  au\  Pays-Bas.  (agô-Soô). 

b(C.  )■  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (328-348). 

r  développe  les  méthodes  de  constmclion  d'une  surface  du  troisième 
r^  dfflnie  par  dii-neuT  points,  qu'il  a  indiquées  rapidement  aui  Complet 
»  <U  l 'Académie  tlei  Science*  de  Parii  (  '  ). 

ite  rendu  sur  l'observation  du  passage  de  Vénus  le  6  dé- 
temhre  1883  à  Curaçao,  par  P.-H.  Brocx.  (S^a-SSo,  1  pi.). 

De  Boer  (F.).  —  Extension  du  théorème  de  Rolle.  (384-4iG). 

En  posanl/(3)=/(a:  +  ij')  =  X  +  lY  =  Ite"",  l'auteur  s'occupe  d'abord  des 
coarbis  R  =  »,  *  =  p,  X  =  t,  Y  =  5,  où  ï,  p,  ■;,  S  représentent  des 
Pour  le  cas  d'une  équation  algébrique y( s)  =  o  de  l'ordre  n  et  qu. 


(■)  Coirt.  XCVll,  p.  31  cl  1: 
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cincs  de  /(s)  =  o  «l  de  l'équation  dérivée  /\z)  =  o  sonl  toutes  difTércot». 
il  démontre  entre  autres  les  théorèmes  suivants,  dont  quelques-uns  ont  été 
donnés  par  MM.  Van  dcn  Herg,  Lcgcbeke  et  Stieltjes  (*)  : 

«  I**  Chaque  branche  fermée  d'une  courbe  K  =  a,  qui  entoure  p  racines  de 
/  =  o,  entoure  p  —  i  racines  de  sa  dérivée. 

2*>  Il  y  a  fi  —  I  courbes  4>  =  ^,  qui  joignent  généralement  deux  points  ra- 
cines de  /—  o  d'une  telle  manière  que  toutes  ces  courbes  forment  un  entier 
cohérent  sans  un  seul  contour  fermé.  Chacune  de  ces  courbes  4»  =  ^  passe  par 
un  dos  points  de/'  =  o  (extension  du  théorème  de  Holle).  Et  quand  par  ha- 
sard une  de  ces  courbes  se  termine  à  un  point  racine  de/'  =  o  au  lieu  d'un 
point  racine  de/=  o,  celte  courbe  est  normale  en  ce  point  à  la  courbe  <^  qui 
contient  ce  point  racine  dc/'  =  o.  Ou  bien,  autrement  : 

3»  Il  y  a  2/1  —  2  courbes  limitées  4»  —  p,  qui  joignent  une  racine  âe/=  o  à 
une  racine  de  /'=  o  ou  bien  deux  racines  de  /'=  o  entre  elles,  de  manière 
qu'elles  formont  un  entier  cohérent  sans  un  seul  contour  fermé.  Aux  points  ra- 
cines (\v./'=i  o  doux  de  ces  courbes  <^  forment  l'allongement  l'une  de  l'autre. 
S'il  passe  une  troisième  courbe  4>  par  un  de  ces  points,  elle  est  normale  aux 
deux  autres  et  s'il  y  passe  encore  une  quatrième,  ces  quatre  courbes  y  forment 
une  croix  rectangulaire.  Dans  les  suppositions  énoncées,  il  est  impossible  qu'il 
passe  plus  de  quatre  courbes  <ï>  par  un  point  racine  de  /'  =  o.  Si  quelques- 
unes  des  courbes  4>  sont  dans  rallongement  Tune  de  l'autre,  on  trouve  un 
nombre  impair  de  points  racines  de  /'  =  o  entre  deux  points  racines  dc/=  o. 

V   Chaque   branche  de  la  courbe  X  =  y,  qui  ne  passe  pas  par  un   point  ra- 
'     cine  de/'  =:  o,  est  coupée  une  fois  par  chaque  courbe  Y  =  6  et  réciproquement. 

5"  Cha<|ue  courbe  X  =  y  ou  Y  =  ô,  qui  ne  passe  pas  par  un  point  racine  de 
/'  —  o  est  composée  de  n  branches  qui  partagent  le  plan  en  /i  -t-i  parties;  le 
nombre  des  points  racines  de/'  —  o  situés  dans  une  quelconque  de  ces  parties 
ost  égal  au  nombre  des  branches  limitantes  moins  un. 

G"  Si  l'on  joint  deux  à  deux  les  points  racines  de/=o  par  des  droites,  les 
points  racines  de/'—  o  se  trouvent  à  l'intérieur  du  polygone  formé. 

7"  Le  contre  tic  gravité  dos  points  racines  de  /=  o  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  des  points  racines  do/'  =  o,  dcf  —  Oj  etc. 

l'^nsuilo,  l'auteur  indique  les  changements  que  ces  théorèmes  doivent  subir 
dans  le  cas  d'une /'=  o  à  deux  racines  égales.  Et,  après  l'application  des  ihéo- 
rènics  à  rc((uation  z^ —  3(ûz  -t-  B  —  o,  le  travail  est  terminé  par  une  démon- 
stration plus  simple  des  théorèmes  au  moyen  de  la  théorie  de  Hiemann  et  par 
un  a[>pcn(lice  contenant  la  litlôraturc  du  sujet. 

Sc/ioufe  ( P.-//.).  —   Sur  une  courbe  particulière  du  quatrième 
ordre  à  trois  points  doubles.  (>î>-o-43i,  i  pi.). 

In  aporou  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  Bulletin  (^). 


(')  Voir  fiullctin,  VII^,  p.  ijo  ol  plus  haut,  pp.  (\:>.  ol  i\!\. 
{-)  Voir  fUtllctin,  I.  VIII,.  p.  :»7S-.»So. 
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'UIUISOI'HICAL  TRANSACTIONS  oe  t.ie  Roï»l  Societï  of  U^Ou^. 
Vol.  |7Î;  T8Ht. 

'ii'en.  —  Sur  l'induclion  des  courants  dans  te*  [ilaques  indélinic 
el  les  surfaces  spliûriques.  (3oj-353^. 

L'Auteur,  en  s'inspirant  itcs  idées  i^npnsûci  par  M.i\well  Uuiih  un  Mrfiinii 
inséré  au  I.  XX  des  Froceedîiiga  of  tlie  Royal  Society,  i^talilii  les  ri|UBiiui: 
générales  'lu  mouvemeoL  et  éliiJic  le  cas  particulier  d'une  plvqii^  inilùlinic  d'un 
^pïîswur  Hnie  ou  ialiaimcnt  petllc  el  relui  d'une  surruce  splii'rii|u<;. 


Spotlimvoode.    —     Sur    les    qii; 
cubique  gauche.  {'S-Ô-'.iS6). 


coord  11  imites    d'uni' 


Ces  enordonnèea  sont  les  unalogues  des  »ii  coordonai^ei  pluckiSricnuei  d'une 
ilrutte.  Dans  un  Mémoire  antérieur  (  Tramaclioiu  of  Ihe  Loadon  Malhemattcal 
Society,  1879)  l'auteur  ■  donné  les  vingt  et  une  coorJunniics  il'unc  coni(|UC. 
Pour  une  cubique  gauche,  les  quatre  équations  des  perspectives  de  la  enurliv 
les  quatre  plans  du  tétraèdre  de  référence  sont  de  la  forme  UP'  —  tJ'l'  =  n, 
tes  quantités  U,  U'  étant  des  formes  quadratiques  ternaires,  Ira  ijuaatités  P,  P' 
,  des  expressions  linéaires  à  trais  variables;  dans  les  îis  i|uantilés  U,  W 
entrent  i)uaraate-buit  coeflicienls  qui  sont  In  coordonnée»  ic  \»  Rubîiiuc,  liiic» 
il'ailleurs  par  une  série  d'identités  que  développe  l'auteur.  Quant  aux  cocTIicienls 
des  (Juan ti lés  P,  P',  -..,  ils  sont  compris  iluns  les  cocfGcicnts  des  quantités  V, 
U'.  .... 

^aitvin.  —  Sur  le  IrottemeDt  dû  aux  marées  pour  une  planèle 
attirtSe  par  divers  sulellites  etsur  l'cvolulion  du  sysièiiic  solaire. 
(494-535). 

I.  Théorie  du  rrottcmcnt  dû  aux  marccs  pour  une  planéli.'  soumise  j  rallracliuu 
tl'un  nombre  quelconque  de  satellites. 
\  1.  Établissement  et  limitation  du  problème. 
S  t.  Kormation  et  transformation  des  <ïqu«tions  dilTérentietlcs. 
g  3.  Sl^lliode  pour  la  résolution  des  cquations  au  moyen  de  séries. 
S  4.  Solution  ("rapliiqiie  dans  le  cas  oti  il  n'j  a  pas  plus  de  Iroi»  salclliles. 
{  h.  Solution  graphique  dans  te  ea»  de  deux  satellites. 


es;  application 


rolutii 


f  I.  Considérations  générales  sur  le  prublén 
J  ?.  Données  numériques;  déducliou»  de  ce 
g  3.  Sur  la  pitri  due  au   rrottemeiit  de->  m 
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Ilicks.  —  Sur  les  fonctions  loroïdalcs.  (ôog-Gja). 

On  sait  que  Riemann  a  laissé  quelques  pages  sur  le  potentiel  d*un  tore:  elles 
pourraient  ôtre  regardées  comme  le  point  de  départ  des  recherches  de  M.  Hick«, 
qui  toutefois  ne  les  a  connues  qu'après  l'achcvenient  de  son  travail,  ainsi  que  If 
Mémoire  de  M.  Schmidt  intitulé  :  «  AUgemeine  Losung  des  Problèmes  uber 
den  stationaren  Temperaturzustand  eines  /lomogenen  Kôrpers  welcher  von 
irgend  zwei  nichtconcentrischen  Kugeljlàchen  begrenzi  isi,  où  se  trouvent 
employées  des  coordonnées  analogues  à  celles  dont  il  se  sert,  mais  toutefois  avec 
des  méthodes  très  différentes. 

Les  fonctions  introduites  par  M.  Hicks  jouent  le  même  rôle  par  rapport  au 
tore  que  les  fonctions  sphériqucs  par  rapport  à  la  sphère;  elles  tirent  leur  origine 
de  l'équation 

où  sh  désigne  un  sinus  hyperbolique,  et  qui  provient  elle-même  de  l'équation 
de  Laplace;  n  est  l'ordre  de  la  fonction,  m  en  est  le  rang.  Pour  m  nul  on  a  les 
«  zonal  toroïdal  functions  »> 

^  =  /sîïw  P  ; 

on  ramène  l'étude  à  celle  des  fonctions  sphériques  à  argument  imaginaire  et 

d'ordre •  Cette  étude  est  faite  avec  détail  par  l'auteur,  qui  complète  sur 

ce  point  les  indications  données  par  Heine  dans  le  Handbuch  der  Kugel- 
functionen.  Le  cas  où  dans  Tcquation  (i)  /i  est  nul  fournit  les  <c  sectorial 
functions  ».  Dans  le  cas  général,  on  a  les  «  tessei^l  functions  ».  Enfin  l'auteur 
applique  les  résultats  de  son  travail  à  la  recherche  du  potentiel  d'un  tore  et  à 
quelques  questions  qui  s*y  rattachent. 

Rowe,  —  Mémoire  sur  le  théorème  d'Abel.  (7i3--5o). 
Cayley.  —  Addition  au  Mémoire  de  M.  Rowe.  (7-^1-758). 

Le  travail  de  M.  Howc  est  un  intéressant  remaniement  du  célèbre  Mémoire 
d'Abcl  «  Sur  une  propriété  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions 
transcendantes  »  ;  l'auteur  montre  comment,  par  quelques  modilications 
apportées  à  l'ordre  adopté  par  Abel,  par  l'emploi  de  moillcures  notations,  et 
cnfm  par  l'usage  d'un  théorème  dû  à  Boole,  on  peut  singulièrement  faciliter  la 
lecture  du  Mémoire  d'Abel. 

La  première  Partie  contient  l'étude  du  théorème  fondamenlal  et  son  appli- 
cation aux  fonctions  circulaires  cL  cllii)liqu«\s.  Dans  la  seconde  Section  l'aultMir 
montre  comment  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'intèf^rales  peut  s'ex- 
primer au  moyen  d'un  nombre  fini  do  <es  intégrales  el  cherche  quelle  est  la 
plus  petite  valeur  p  que  l'on  puisse  allribuer  à  ce  nombre;  dans  la  dernier»* 
Section  on  s'occupe  en  particulier  du  cas  où  la  fonction  algébrico-logarilhmiqtie 
du  second  membre  se  réduit  à  une  conslanlc. 

Enfin  M.  Rowc  a  dressé  une  liste  complète  (l«;s  errata  du  Mémoire  dVhcl. 
L'addition  de  M.  Cayley  consiste  à  montrer  comment,  en  se  plaçant  au  point  dr 
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vue  de  M.  Rowe,  on  peut  retrouver  la  signification  géométrique  du  nombre  p 
(genre,  deficiency). 

Glaisher.  —  Sur  l'équation  de  Riccati  et  des  transformations;  sur 
certaines  intégrales  définies  qui  vérifient  cette  équation.  (ySg- 
828). 

En  partant  de  l'équation  de  Hiccati  écrite  sous  la  forme 
et  en  essayant  d'y  satisfaire  au  moyen  de  séries  de  forme 

r  =  «  r  =  « 

/•  =  0  r  =  0 

on  trouve  six  solutions  de  cette  équation,  et  les  relations  entre  ces  solutions, 
lorsque  p  n'est  pas  entier,  s'obtiennent  sans  difficulté;  lorsque  p  est  entier,  on 
trouve  parmi  les  quatre  dernières  séries  deux  qui  sont  limitées,  en  sorte  que 
l'on  a  ainsi  obtenu,  sous  forme  finie,  les  intégrales  de  l'équation  de  Riccati  ; 
mais  il  est  aisé  de  voir  qu'au  lieu  de  limiter  les  séries  on  peut,  après  quelques 
termes  nuls,  les  recommencer  en  quelque  sorte  de  manière  à  satisfaire  encore  à 
l'équation  diiïérentiellc.  M.  Glaisher  fait  observer  qu'en  adoptant  ces  solutions 
les  relations  qu'il  a  établies  antérieurement  entre  les  six  intégrales  subsistent 
et  que,  au  contraire,  ces  relations  changent  de  forme  quand  on  adopte,  comme 
il  est  naturel  de  le  faire,  les  solutions  finies. 

Relativement  à  ces  solutions  sous  forme  finie,  M.  Glaisher  montre  encore  que, 
si  p  est  un  entier  positif,  le  coefficient  de  hP+^  dans  le  développement  de 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  vérifie  l'équation  (i). 
L'auteur  traite  encore  des  intégrales  définies 

/•-   -x«-~^        /•-     cosôar      ^ 
le         ^"^  dx,    I      — = dx* 

dont  la  seconde  vérifie  l'équation  (i),  tandis  que  la  première  satisfait  à  l'équation 

d'v 

qui  s'en   déduit  par  une  transformation  facile;  il  en  exprime  les  valeurs  au 
moyen  de  séries  ;  on  a  par  exemple,  lorsque  n  n'est  pas  entier, 

-^'!lr(^)\,  +'±±1  :ii;^<;'+-)("+3)  (^'_^     \ 

a     \    a    J\         /iH-i    1       (/i-+-i)(/i4-i)    i.j  J 
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quand  n  est  un  entier  positif  impair,  on  devra  limiter  la  première  série,  co 
s*arrètant  des  qu*on  trouve  en  numérateur  un  facteur  nul  et  supprimer  la 
seconde  série;  c'est  le  contraire  si  n  est  un  entier  négatif  impair. 

L'auteur  donne  ensuite  de  nombreuses  solutions  symboliques  de  l'équation  (i)  ; 
il  montre  comment  on  peut  relier  entre  elles  les  diverses  solutions  de  cette 
nature  qui  ont  été  données  par  MM.  Ellis,  Boole,  Lebesgue,  Hargrcave,  Wil- 
liamson,  Donkin,  etc.  Enfin  il  montre  comment  les  résultats  précédemment 
obtenus  se  lient  aux  fonctions  de  Bessel  :  l'équation  de  Bcssel 

ItV  =r  O 


1    dw       f        n*\ 
X  dx       \        x^J- 


dx* 
se  déduit  en  ciïet  de  l'équation  (i)  par  la  substitution  simple 

u^a^w^    /> -4- J  = /i,    a'=  — I. 


NACHRICHTEN  von  dbr  K.  Gesellscuaft  der  Wissbnsgiiaften  und  der 
Georg-Augusts-Universitats. 

Année  1876. 

Dillner  {Goran),  —  Développement  de  formules  pour  le  théorème 
d'Abel.  (29-50). 

Dans  son  Mémoire,  Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques  {Œuvres 
complètes  d*Abel,  i**  édition,  t.  1,  p.  335),  Abel  a  appliqué,  pour  établir  le 
théorème  de  l'addition,  une  méthode  qui  s'étend  facilement  au  cas  d'un  ra- 
dical quelconque.  Les  résultats  ain$i  obtenus  ne  forment  qu'un  cas  particulier 
du  grand  théorème  qu'Abcl  a  traité  dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris;  mais  les  formules  que  l'on  trouve  offrent  en  elles- même* 
assez  d'intérêt. 

Schubert  (I/ermann).  —  Solution  du  problème  des  tangentes  à 
contact  du  quatrième  ordre  relativement  à  une  surface  du  /t**^"'" 
ordre  et  de  problèmes  analogues.  (89-99). 

Hésullats  de  géométrie  énumérative  obtenus  par  les  méthodes  de  Chaslcs  cl 
par  les  procédés  propres  à  l'auteur. 

Riecke  {Eduard),  —  Sur  le  mouvement  de  réleclricité  dans  les 
corps  conducteurs  et  en  particulier  dans  une  sphère  conductric*'. 

(224). 
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Bjerhness  (C.-A,),  —  Sur  les  pressions  qui  résultent  des  mou- 
vements périodiques  accompagnés  de  contractions  et  de  dila- 
tations de  plusieurs  corps  sphériques  situés  dans  un  liquide. 
(245-288). 

Les  résultats  de  Bjerkness  sont  maintenant  du  domaine  public.  Les  considé- 
rations mathématiques  qui  leur  servent  de  base  ont  été  depuis  1876  publiées 
d'une  façon  plus  complète,  par  exemple  dans  les  Acta  mathematica  (1884  ). 

Riecke  {Eduard),  —  Sur  la  théorie  de  Tinduction  unipolaire  et 
des  recherches  de  Pliicker.  (332-35a). 

Hunvitz  {A.)  et  Schubert  (//.).  —  Sur  le  théorème  afx  4-  ^v  de 
Chasies.  (5o3-5i7). 

Dans  les  Comptes  rendus  du  4  septembre  1876,  Halphen  publiait  une  Note 
intitulée  :  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques;  il  y  mettait  en 
doute  le  théorème  de  Chastes,  disant  que  le  nombre  des  coniques  du  système 
((jL,  v)  satisfaisant  à  la  nouvelle  condition  ;;  est  toujours  de  la  forme 

aji  -h  ?v, 

a  et  p  étant  des  coefficients  qui  dépendent  uniquement  de  la  condition  nouvelle  z. 
Halphen  cherchait  des  exemples  où  cette  proposition  n'ait  pas  lieu.  Schubert  et 
Hunvitz  veulent  dans  cette  Note  donner  une  démonstration  de  ce  théorème. 

Enneper  {A,),  —  Remarques  sur  quelques  surfaces  à  courbure 
constante.  (597-619). 

Dans  les  deux  Mémoires  suivants  : 

Kbbtschheb.  —  Beitrâge  zur  Théorie  der  Flâchen  mit  ebenen  Kriimmungs- 
linien  welche  gegebenen  Bedingungen  geniigen. 

Programm  der  Gymnusii  zu  Frank/urt  a.  O.  1871. 

Simon.  —  Ueber  Flachen  mit  constanten  Krdmmungsmaass.  Inaugural- 
Dissertation.  {Halle,  1876), 

il  n'y  a,  d'après  Enneper,  aucun  résultat  nouveau  différent  de  ceux  auxquels 
il  était  arrivé  et  qu'il  avait  présentés  et  publiés  en  18G8  dans  les  Gott.  Nach, 


Année  1877. 

% 

Réthy  {Moritz).  —  Complément  à  la  théorie  des  phénomènes  de 
réfraction.  (73-88). 
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Thomcr  iJ.),  —  Sur  ridenlilé 


y. 


%'i*i  —  K'  dz 


^     V  '  *  —  M  M  ^  —  Ml  M  5  —  V\^KZ  —  i*|  >* 

y  \  Ki  —  udz 


^{z  —  v){z  —  v^nz  —  u)*{z  —  Ui\ 
(223-228). 

Schiotz  {O.'F,).  —   Recherches  sur  rallraclion  et  la  répulsion 
apparente  des  corps  qui  se  meuvent  dans  un  liquide.  (291-310). 

Bjerkness  (C.-A.).  — Remarque  sur  le  Mémoire  précédent.  (3io- 

3l2). 

Enneper  {A.),   —  Remarques  sur  quelques  transformations  de 
surfaces.  (369-396). 

L'auteur  part  d'une  propriété  commune  à  plusieurs  transformations  connues 
de  surfaces.  Voir  : 

H1R8T.  —  Sur  la  courbure  d'une  série  de  sur/aces  et  de  lignes.  {Annaii  di 
Matemalica,  t.  II,  p.  96-112  et  p.  138-167;  1859). 

Catlet.  —  Sur  la  sur/ace  qui  est  l'enveloppe  des  plans  conduits  par  les 
points  d*un  ellipsoïde  perpendiculairement  au  rayon  mené  par  le  centre 
{Annaii  di  Malemalica,    t.    II,  p.    i()8-i79;  18J9). 

Lettres  de  Thomson  à  Liouville  {Journal  de  Liouville,  t.  \,  p.  36^»  i845: 
t.  Xil,  p.  2G5,   i8'i7). 

IVote  de  Liouville,  {Journal  de  Liouville,  t.  XII,  p.  265-290). 

Catalam.  —  Mémoire  sur  une  transformation  géométrique  et  sur  la  surface 
des  ondes.  {Mémoire  de  l'Académie  de  Bel gique^  t.  WWIII,  1871,  et  Bulletin 
de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XWIIj,  p.  129-142). 

Kiiiioper  prend  lu  définition  plus  générale  suivante  :  Les  points  corrcspondanl> 
I*  vX  I*,  dos  deux  surfaces  S  et  S,  se  correspondent  relativement  à  un  point 
fixe  (),  de  telle  sorte  <|ue  le  plan  passant  par  O,  P  et  P,  contienne  les  normales 
aux  surfaces  S  et  S,  respectivement  aux  points  P  et  P,. 

Schubert  (II-).  —  Extensions  géométriques  du  théorènc  fonda- 
mental do  Bézout.  (4o  1-4^^6). 

Année  1878. 
Fuchs  {L-).  —  Sur  une  classe  d'équations  diflcrenticlles  qui  sont 
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inliigrables  par  les  fonctions  ellipliques  ou  nUé 

[.Viinalinii  JîlTvrcDLicllc  Je  l.ain[> 


.nncH.{.j,.3.). 


=  [n{„^-.)A'- 


^b]y 


a  ét^.aprâslcs  Irvvauxdv  Lamé,  l'ohjctdes  reclifrchea  de  Heine.  Mats  jusqu'ici 
vn  s'ttait  burné  au  eus  des  valeurs  de  h  pour  le«quc[le«  l'éijualiun  difTéreDlielIc 
ftail  iatégralile  par  les  fodctiuns  doublrinent  périodiques.  Hcmiite  a'cat  proposé 
d'eflettuer  l'Int^K'^t'""  ?<""■  •!**  valeurs  quelconques  de  A  [Sur  quelque! 
application*  des  /onctioiu  elliptiquet.  {Comptes  rendus,  \h  uclobru,  187-7  ''' 
snivanls)].  L'uuteur  croit  dunu  devoir  revenir  sut  une  clause  it'iSquiUons  dilT<*- 
renlieilcs  lininires  du  sccottd  ordre,  qu'il  a  iatégrées  au  moyen  des  fonctions 
ibtlienncs  ou  elUpliqucs  {Journal  de  Crelle,  l.  81,  p.  116-118,  n"  13)  et  donl 
l'équation  de  Lamé  et  aussi  les  Oquatiuns  diU'iïrGDtielles  auxquelles  satisfunt, 
d'aprjs  Heine,  les  fonctions  de  lûimù  d'ordre  supérieur  {Journal  de  Crelle. 
t.  60.  p.  iSa]  ne  «ont  que  des  cas  particuliers. 

*etersen  [JuUus)-  —  Démonslration  d'un  ihéoréme  concernanl 
l'iotégralion  des  expressions  difl'ércntiellcs  algébriques  cl  des 
é<]uations  dilTéi-entielles  algébriques  sous  forme  Gnîe.  (tiS-SH). 

'ïeperl  (A..).  —  Sur  la  résotulioo  des  équations  du  cinquième 
degré.  ((fa4-43o). 


Les  recherches  de  KJcïii,  de  Ilrii 


Kleid.   —    Reclterchet  complémenlaires 
Annaitn,  t.  XII,  p.  5o3-S6a); 

Baïuscai.  —  5)»'  la  résoiulhn  des  équations  du  cini/i 
matitche  Aanaten,  t.  Mil,  p.  iiH)-iiiu); 

Gouui.  —  Sur  la  nSaoliUion  des  équatiaia  du  cinquième  degré  {.Valhe- 
matiKhe  Annalan,  t.  XIII,  375-404  )• 


de  Gurdaa  : 

l'icosaédre    {Âtafliemaliiche 
degré  {Atatlie- 


ont  coodait  l'aulcur  A  s'occuper  de  celle  quesUon 
baie  de  ses  recberclics  les  formules  de  Jerrard-Ilcrj 
la  fonction  de  Wcicrstrass  p(.u),  par  une  voie  plus 


de  prendre  pour 
ive.en  employant 
Tciultul  clkcrchA. 


'"homœ  (J.).  —  Tliéort^mes  de  la  tLcoric  des  fonclious.  ((6(j- 
408)., 

Dans  le  JuitriiiU  de  Civile  (t.  81).  Cunlur  a  montré  dans  nrir  étude  inlé- 
ressattle  3<ir  la  théorie  des  ensembles  cumment  on  peut  faire  correspondre  uni- 
Toquemcnl  un  ensemble  conlinu  ïl  linéaire  à  n  dimension»  «t  un  espace 
Eonlinu  i  m  dimensions,  à  la  cundilion  que  la  carrespondanco  ne  loil  pus  con- 
tinue. Cette  cumlilioD  est  nécessaire.  LUrotli  u  es<a}v  de  le  dt'monlrer  (  SiUb. 
d9r  phys,  mcdic.  Societdt  su  t'rlangea,  S  juillet  1878),  Thoniii  priisenle  une 
fioUTcIle  démonsliition  en  faisant  appel  Ix  quelques  considérations  A'Analytit 
Situ*  dan»  un  espace  d'un  D»mbri-  quelconque  dr  dimensiont. 
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Enneper  (^t.),  —  Sur  une  cqualion  entre  les  fonctions  H.  (55o- 

5 .")()). 

Dans  les  Comptes  rendus  (t.  LXWV,  p.  781 ,  1877),  M.  llermitc  a  donnr 
une  relation  remarquable  entre  les  fonctions  6  et  Ta  employée  p4)ur  riotégratioD 
d'une  équation  (lilTcrcntielle.  L'auteur  se  propose  de  déduire  cette  relation  im- 
portante du  théorème  de  multiplication  des  fonctions  6  dû  à  Jacobi. 


Année  187g. 

Cantor  (Georg),  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  ensembles 
continus.  (lay-iSS). 

La  démonstration  de  Thomac  {Gôtt.  JVachr.,  p.  4G6-468, 1878;  voir  le  BulletUif 
même  volume,  p.  83)  repose  sur  un  théorème  d*Analysis  Sittis  du  même  ordre 
de  diffîculté  que  le  théorème  à  démontrer.  Depuis,  Netto  {Journal  de  CrelU^ 
t.  83,  p.  3G3),  s'est  occupé  de  la  même  question.  Cantor  applique  à  la  question 
ou  plutôt  à  une  généralisation  une  méthode  différente  de  celles  auxquelles  on 
a  eu  recours  et  reposant  sur  ce  théorème  : 

«  Une  fonction  réelle,  univoque  et  continue /(f)  d'une  variable  réelle  et  con-' 
tinue  tf  qui  pour  ^  =  ^,  a  une  valeur  positive /(^,)  >o,  pour  t  =  t^  une  valeur 
négative  /(^))<o,   prend  la  valeur  o  au  moins  pour  une  valeur^,  comprise 
entre  t^  et  ^3,  en  sorte  que  /{t^)  =  o.  La  démonstration  repose  ensuite  sur  des 
considérations  de  Géométrie  à  n  dimensions. 

Kœnigsberger  (Léo).   —  Sur  la  réduction   des  intégrales  abé- 
lienncs  aux  intégrales  elliptiques  et  hyperclliptiqucs.  (185-189). 

Dans  le  quatre-vingt-sixième  Volume  du  Journal  de  Crelle,  l'auteur  s'est 
occupé  de  la  relation  qui  existe  entre  la  question  de  la  réduction  dans  certaines 
intégrales  abélienncs  aux  intégrales  elliptiques  et  la  multiplication  complexe 
des  intégrales  elliptiques.  Il  trouvait  alors,  entre  autres  résultats,  que,  pour 

qu'une  intégrale  abélicnne  de  première  espèce,  de  la  forme  S'^{x)\/yJi\{x)YdTy 
soit  réductible  à  une  intégrale  elliptique,  il  faut  que  l'on  se  trouve  dans  l'un 
des  cas  n  =  2,  3,  4,  6.  Les  intégrales  elliptiques  auxquelles  peuvent  se  réduire 
les  intégrales 

f^{x)[s/'[{{x)Ydx,    r  t-  I,  2, 

f^{x)[^[{{x)Ydx,    /•-  i,  5, 


ont  pour  module  de  multiplication  complexes  Jv  -  -+-  V  3  ou   un  module  qui  à'cn 
déduit,  tandis  que,  pour  rintégralc  uhêlicnue, 

J^{x)['i[({x)Ydx,     r   -  I,  3, 

le^  intégrales  ellipti(|uc»  uu\(iuelles  elle  pcul   se   réduire  ont  jxiur  module  de 
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multiplication  complexe  y/-^  ou  un  module  qui  s'en  déduit.  KOnigsbergcr  s'occupe 
d'étendre  ces  propositions  et  d'établir  les  transformations  qui  donnent 


J    i/Z-' — 1 


ou 


Sii(x)\M^(x)Xdx=  f-^ 


Zeller  {Chr.).  — Détermination  du  caractère  quadratique  par  la 
division  en  fraction  continue.  Recherche  tendant  à  compléter 
la  troisième  et  la  cinquième  démonstration  du  théorème  fonda- 
mental de  Gauss.  (197-216). 

Schering  {Ernst),  —  Nouvelle  démonstration  de  la  loi  de  ré- 
ciprocité pour  les  restes  quadratiques.  (217-224). 

Zeller  (Chr.),  —  Sur  des  sommes  de  plus  grands  entiers  dans  les 
séries  arithmétiques.  (243-268). 

En  désignant  par  [x]  le  plus  grand  entier  contenu  dans  a:,  on  a,  en  posant 


jr  =  l  X=:| 


,  fa/i-he/l 

l      P      J 


ou 

L      P      A 

A  -h  B  =  hn. 

De  môme 

x  =  n  x  =  tf 


où 


2[7]^2l(^/'>'J=^''' 


-  m 


Gierster  (/.).  —  Nouvelles  relations  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  quadratiques  à  déterminant  négatif. 

Les  formules  de  Kronecker  { Monatsberichte  d,  KgL  Acad.  d.  W,  zu  Berliriy 
19  avril  1875,  p.  235)  entre  les  nombres  de  classes  des  formes  quadratiques  à 
déterminant  négatif  s'établissent  en  égalant  les  modules  dans  les  équations  mo- 
dulaires qui  relient  u  =  ^k  et  v  =  y/l  ou  leurs  mêmes  puissances.  Gierster 
applique  la  même  méthode  à  l'équation  modulaire  de  l'icosaédre  de  Klein 
{Math,  Ann,,  t.  XIV,  p.  160). 

Schering  (Ernst).  —  Remarque  sur  une  lettre  de  Gauss  à  Sophie 
Germain  du  3o  avril  1807. 
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Ann<'»c  1880. 

Cantor  ((#.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  numériques.  (161- 
.(5(j) 

A  propos  d'une  Noir  puhlii^c  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  p.  9^8, 
9^'),  par  LipsrhitK,  Sur  certaines  fonctions  numériques  y  G.  Canlor  donne  des 
lliéorèmes  analogues  auxquels  l'a  conduit  Télude  du  Mémoire  de  Hiemann,  Sur 
te  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée. 

Ftichs  (A.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
qui  résultent  de  l'inversion  des  intégrales  des  solutions  des 
équations  différentielles  à  coefficients  rationnels.  (1-0-176). 

Voir  le  HuHetin,  t.  IVj,  p.  278-300,  et  les  Comptes  rendus,  t.  XC,  p.  G78- 
nSo,  et  73  J-73G. 

Kt^atikenhagen.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  linéaires.  (197-203). 

Dans  son  Mémoire  intitulé  :  Hamil ton- Jacobin sche  Théorie  ,,.  {Gôtting. 
Abh.,  t.  XVIII  ).  Schcring  s'est  occupé  des  substitutions  qui  laissent  invariables 
les  équations 

df/^  _  dU^       dp^  _       f)H 
dt   ~~  Opi^        dt    ~       âfj^ 

k  =  I,  2,  ...,  /»,     11  =  1I(/,  g^J  q^y  ...,  q^,  yp,,  p^,  ...,  />„). 

Dans  cette  Note,  Kraukenhagen  communique  les  résultats  qui  correspondent 
au  cas  plus  général  du  système  d'équations 


ÔV  OV       dKV  _  '^        ÔF 


dq^        f>K        dpj  _        Ob'        ^  0\^        div  _  V  „    '^'' 
dt    '"  Op,^'      dt 


Oq^       '  '  ihv        Ut        A 

k 

A  =  I,  2,  . ..,  /i,     F  —  F(^,  w,  <7,.  . ..,  <7„,  /?,,  ...,  p^). 


Kœiligsbcrger  (L.).  —  Sur  l'extension  du  théorùine  d'Abel  aux 
intégrales  des  équations  différentielles  quelconques.  (288-293). 

Définition  d'une  équation  différentielle  irréductible. 
Si  l'équation  différentielle 


./  dz     d-z  d'^z\ 


'  «.» 


est  irréductible  et  a  une  intégrale  en  commun  avec  Téquation  dillt  rcnticllc 

„/  dz     d'Z  d^z\ 

\   '  '^     '  dx     dx^  r/jT"/ 

il  on  csl  de  même  de  toutes  ses  intégrales. 
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Bonnci^  de  tliOor*inpï  scrïïot  tl'unp  pari  it  tMcinnalli'c  si  une  éi|iialiini  JilTi'- 
rfntii-llc  est  irrùductiblfî,  d'nutre  pari  i  xer:her^her  Je»  rcInticiDS  alg6lii'ique^  qui 
relieni  l<»  valeurs  d'une  mfmc  ini^grnle  pariîrulWrc  pnur  des  valeurs  dilTc^rentcs 
lie  l'argument,  rVst-A-dire  tt  fournir  une  eilension  tlu  lliikirème  d'.VIwl. 

ckubcrl  (//.).  —  Sui-  lo  coDtiici  alalinmiiiire  iIl-s  courbes.  (3()<|- 
;i83). 
THéorùmcs  de  Gtfomélrie  énunufralivr. 

ettner(G.).  —  Sur  les  équalÎDns  algébriques  entre  dciiwariiililf^ 
qui  ne  cliangcnl  pas  par  un  faisceau  d^  transforma  lion  s  ration- 
nelles cl  à  inversion  univoigue.  {38fi-3y8). 

Dans  le  Journal  de  Crellt,  l.  8J,  p,  iSj,  Scliwarz  a  donni'  reliilivcnienl  fi  «s 

équations  un   lli^orèmc  que  l'on  peut  i^nonccr  ainsi  :  "  Toula  équation  u1|tii- 

fcriquc  entre  deux  vnriakle»  i|ui  ne  change  pas  par  un  faiicenu  de  transfor- 
atinns  rationnelles  et  i  inversion  univoque  a  ion  reini;  ^gal  i  □  ou  A  i.  n 
La  démonstration  de  Sehwari  e»t  basi^e  sur  la  considération  des  surfacvs  de 

tliemaan,  sur  Icï  propriétés  des  inlé^mles  des  ditTcreiitielles  alh'<tbrique»  cl  sur 

le  tliioréme  d'addition  des  [onctions  elliptiques.   • 

Ucltner  donne  de  ce  Ihéorènic  une  démonstration  A  l'aide  seulement  de  lu 

Ihterie  des  fonctions  algébriques. 
L'expression  rang,  employée  dans  le  sens  de  genre  {Geselilecht),  terme  géoé- 
ilemeot  ctnplojré  pour  désigner  le  nombre  p  de  Kïemann,  les  notations  et  les 

tbéorjmes  auxquels  a  recours  l'auteur  sont  empruntés  aux  leçons  de  Wcierstrass 

sur  les  tonctioQs  abélicniics. 

'uchs  {L.).  —  Sur  les  fondions  f]ui  résultent  de  l'inversion  des 
solutions  des  équations  diOV-tcntielles  lini^aircs.  (44'V'i''>3). 
Voir  le  BtUlelin,  t,  IV„  p.  3aS.a36. 

'.œnigsberger  {L.).  —  Sur  les  intégrales  algébrologarilhmiques 
des  équations  diUerentieiles  linéaires  non  bomogèncs.  (433-435)- 


r  l'induction  dans  les 


'imstcdt  (f-)-  —  Quelques  recherches  s 
corps  conducteurs.  (49i-5ii). 

Voir  aussi  Paggendar^s  Annalen,  t.  XI,.  p.  Kia-81j. 

L'tuieur  part  des  résultats  fournis  par  Ilelmliolti  (Journal  de  Crelle, 
U  lAXII.  lA-W).  des  propositions  établies  dans  sa  tbésr  [5ii/-  Iti  otcitlalioHt 
I  aimant  >out  l'influença  d'unr  aphire  de  cuivre.  Giaiiuxen,  \i-h),  ainsi 
que  dans  le  Mémoire  de  Kiveke  [Sur  te  mouvement  de  t'e/ectriciië  dans  lea 
eorpa  conducteurs  {Ab/i.  d.  Get.  d.  W.  sk  Gotlingen.  ^'f  lld.,  iB-6j]  pour 
étudier  deux  phénomènes  particuliers: 

■  Phénomènes  d'induction  développés  ilans  ud  rondncieur  au  repos  par  nn 
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s"   Phénomènes  (rindiirtion  développés  dans   une  sphère  suspendue  par  un 
pendule  bifilaire  et  qui  se  trouve  dans  un  champ  magnétique  homogène. 

Lipschitz  (/i')*  —  Communicalion  à  roccasion  de  la  publication 
de  son  Traité  d'Analyse.  (589-094). 

Kœnîffsberffcr  (L.).  —  Relation  entre  les  intégrales  générales  et 
les  intégrales  particulières  des  équations  diiTérenti elles.  (625- 
()3o). 

Soit  une  équation  diiTérenticllc  irréductible 

Si,  entre  |Ji  +  i  intégrales  de  l'équation  diiïérenticlle,  il  existe  une  relation 

algébrique 

^  =  r  («3?,,  y^j  y^i  . . .,  ^j*,  c,,  c,,  ....  c^}y 

qui  peut  contenir  la  variable  x  et  aussi  les  irrationnelles  algébriques  qui  se 
présentent  dans  Téquation  dilTérentielle,  cette  relation  algébrique  subsistera  par 
la  substitution  à  une  des  intégrales  d'une  intégrale  particulière  quelconque,  les 
(JL  autres  intégrales  étant  alors  remplacées  par  d'autres  intégrales  particulières 
déterminées. 
Application  aux  équations  différentielles  de  la  forme 

%  =--/(^.  y), 

f{^i  y)  étant  une  fonction  algébrique  de  x  et  do  y. 

Année  1881. 

Kœnigsbcrger  (L.).  —  Sur  un  théorème  relatif  à  la  conservation 
<lc  la  relation  algébrique  entre  les  intégrales  de  différentes 
équations  différentielles  et  leurs  quotients  différentiels,  (fi-io). 

Soit  z^  une  intégrale  parliculière  de  l'équation  différentielle  algébrique 


,J  dz  d'»z\ 


vl  y     une    intégrale    particulière  de    Téquation  différentielle  algébrique  irré- 
ductible 

-/  dy  d"y\ 

si  Ton  a  une  relation  de  lu  foriiic 

V  dx  dxr     *  '     dx  dx'i  J 
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cette  relation  subsiste  quand  on  remplace  ^,  par  une  autre  intégrale  y^^  -s,  étant 
alors  remplacé  par  une  intégrale  z^  convenablement  choisie. 

ffeun(Carl),  —  Nouvelle  représentation  des  fonctions  sphériques 
et  des  fonctions  du  même  genre  par  des  déterminants.  (io4- 

Kœnigsberger  (L,),  —  Sur  l'irréductibilité  des  équations  diffé- 
rentielles, (aaa). 

Une  équation  difTérentielIc 

y{'n)i^f^  [ar,  y,y\  . . .,  y('«-')]^('«)'-  -^. . . 

est  irréductible,  lorsque  relativement  à  r^*")  elle  n'est  pas  réductible  dans  le  sens 
algébrique,  ou  bien  lorsqu'elle  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une  équation 
difTérentielie  algébrique  d'ordre  moindre. 

Kronecker,  —  Extrait  d'une  lettre  à  E.  Schering. 

Cette  lettre  est  relative  à  la  Note  de  Cari  Heun  Sur  la  représentation  des 
fonctions  sphériques  et  autres  par  des  déterminants.  Il  rappelle  que  les  dé- 
terminants en  question  ont  déjà  été  considérés  par  Jacobi  :  De  eliminatione 
variabilis  e  duabus  œquationihus  algebraicis  {Journal  de  C  relie  y  t.  15), 
puis  dans  un  autre  Mémoire  Sur  la  représentation  d'une  série  de  valeurs 
données  par  une  /onction  rationnelle  (Journal  de  C  relie,  t.  30).  Ces  mêmes 
déterminants  ont  été  rencontrés  par  Cayley  {Journal  de  Liouville^  t.  \I,  i8'|6), 
par  Joachimslhal  {Journal  de  Crelle,  l.  48,  i8.')4)  cl  par  Hankcl  dans  son 
Inaugural-Dissertation  (Gottingen,  Dieterichsche  Buchdruckerci).  En  outre, 
Kronecker  rappelle  ses  propres  travaux  et  ajoute  quelques  remarques  sur  ces  dé- 
terminants. 

Enneper  {A,),  —  Sur  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure. 
(9.91-301). 

L'auteur  s'est  déjà  occupé  de  la  généralisation  des  théorèmes  de  Puiscux  et 
de  Bertrand  relatifs  aux  courbes  à  double  courbure. 

Dans  les  Gottinger  IVachrichten  de  1866,  il  a  montré  que  Téquation 

^  =  es  -f-  h 


r 


représentait  une  ligne  géodésique  d'une  surface  conique.  Pour  les  surfaces  dé- 
veloppables  dont  l'arête  de  rebroussemenl  a  en  chaque  point  le  même  rayon  de 
courbure,  on  a,  pour  défmir  les  lignes  géodésiques,  l'équation 


"•hO)>H-*']' 


Dans  cette  Note  l'auteur  examine  le  cas  où  le  rayon  de  torsion  de  l'aréle  de 
BulL  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  IX.  (Mai  i885.)  R.-; 
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rebniussemcnt  est  conslaot.  Il  considère  en  particulier  la  surface  développabk 
dont  une  hélice  cylindrique  est  rareté,  et  il  trouve  alors,  pour  définir  les  lipies 
géodésiqucs  sur  cette  surface, 


[^-^z^]-^hm 


Enneper  {A.).  —  Remarques  sur  quelques  transformations  de 
surfaces.  (3o5-3i8). 

Suite  des  recherches  de  Tauteur  {Goti.  Nachrichten,  p.  369-896,  1877).  Citons 
le  théorème  suivant  : 

«  Une  surface  parallèle  de  la  surface  S,  est  la  transformée  par  ra3'ons  vecteon 
réciproques  d'une  surface  parallèle  de  la  surface  S  relativement  au  point  G.  » 

Pour  la  définition  des  surfaces  S  et  S,,  voir  plus  haut. 


Année  1882. 

Enneper  {A.),  —  Complément  à  la  théorie  des  surfaces  et  en 
particulier  des  surfaces  minima.  (34). 

En  1870,  dans  les  Gott.  Nachrichten,  Fauteur  avait  donné  une  extension  de 
la  notion  de  surfaces  parallèles.  Cette  extension  est  encore  susceptible  de  géné- 
ralisation et  fournit  alors  des  résultats  assez  remarquables.  L'auteur  avait 
énoncé,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Becherciies  sur  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  et  sphériques  {Abhandl.  d.  A".  G,  d.  W.  Gcttingen,  t.  Wlllf 
1S78),  le  théorème  suivant  : 

«  Deux  surfaces  S  et  S,  se  correspondent,  en  sorte  que  les  normales  en  deux 
points  correspondants  sont  parallèles;  si  Ton  veut  qu'aux  lignes  de  courbure  de 
la  surface  S  corresponde  sur  la  surface  S,  un  système  orthogonal,  il  peut  se  pré- 
senter deux  cas  :  i"  aux  lignes  de  courbure  de  S  correspondent  également  sur 
S,  des  lignes  de  courbure  ;  2"  en  chaque  point  de  la  surface  S,  la  somme  des 
rayons  de  courbure  principaux  est  nulle,  c'est-à-dire  que  Sj  est  une  surface 
minima. 

Dans  le  présent  travail^  l'auteur  donne  une  démonstration  de  ce  théorème  cl 
il  montre  de  plus  que,  si  les  surfaces  S  et  S,  sont  deux  surfaces  minima,  en  gé- 
néral, à  un  système  orthogonal  sur  l'une  d'elles  correspond  un  système  ortho 
gonal  sur  l'autre. 

Edler  (E.).  —  Complément  à  la  démonstration  élémentaire  due 
à  Steiner  du  théorème  suivant  :  «  De  toutes  les  figures  planes 
de  même  contour,  la  splière  a  h)  phis  grande  surface.  »  ("3-8o 
et  une  planclie). 
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'ucht  (i--)-   —  Sur  les  fonctions  qui  demeurent  invjrialiUs  pur 
des  subslilulioDs  linéaires.  {81-84). 

Réponse  A  tu  Nulc  Bj'oultt  par  F.  Klein,  1c  3o  décembre  1S81,  au  Mémoire  du 
Poinearé  du  17  décembre  t88i.  intiiulé  Sur  Ut  fonciian»  uni/ormei  qui  se  re- 
produùenl  par  dt*  aubstituliom  linéaires,  paru  dans  les  Mach.  Annalen. 

7nneper  (A.).  —  Coropléinenls  i\  la  théorie  des  surfaces  et  en 
particulier  des  surlaces  minima.  (Sg-iao). 
Suite  de*  reclierfhes  dont  le  but  a  iié  indiqua  plu*  haut, 

te  Lagarde  {Paul}.  —  D'où  provient  l'jr  des  mathématiciens'.' 
(4o<i-4i3). 

Kœnigsbcrger  (/..).  —  Propriétés  des  intégrales  algébrîco-loga- 
rithniiques  des  équations  difTércntielles  linéaires  non  homogènes. 
(ri8(i-f.»c)). 
Enuncë  de  tlifori-mes  snns  dcmonstration. 


Schwari  l^/l.-A.).   —  Détermination  de  la  grandeur  apparente 
d'un  ellipsoïde  vu  d'un  point  quelconque  de  l'espace.  (^g-So). 

Le  problème  euusrdéri^  fournit  un  bon  ciempic  de  l'application  des  fnnetiona 
elliptiquci  à  une  question  de  G^métrie.  L'huLcup  ne  fait  appel  qu'à  un  petit 
nombre  de  iJi^orèmes  de  CéomiSlrie  analytique  et  emploie  dans  sa  solution  iei 
notations  de  Weierstrass. 

'chwars  (I/.~A.).  —  Sur  l'application  conforme  de  la  surface  du 
rectangle  sur  la  surface  d'une  demi-sphère.  (5i-C)o). 

Emploi  des  funclioQs  elliptiques  et  d<?i  notations  de  Wcierstrass  à  U  solution 
d«  ce  probl<>ine. 

'■undeljinger  (S.).  —  Sur  la  Uiéorie  des  formes  binaires.  (1  lâ- 
lai). 

Sylvester  a  appris  il  représenter  les  formes  binaii'eiî  de  de^i'é  impair  sous  une 
aumme  de  puissances  d'expressions  linéaires.  Le  cas  où  un  ccnaio  covariant  de 
la  fbrme,  appela  le  canoniiant,  possède  des  raeines  égales  ou  disparaît  identi- 
quement était  exclu. 

En  elierchant  une  représenta  lion  canonique  de  ce  ^cnre  pour  le»  forme- 
binaires,  qui  s'applique  t  tous  les  cas,  Oundciringer  c)t  arrivé  à  une  série  di- 
lliéorémes  intéressants. 
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Heprésentation  d'uac  foroie  binaire  de  degré  n  par  une  somme  de  k  puisMOCo. 
Représentation  d'une  forme  binaire  par  l'expression 

/=  (X,a?,  4-Xja:j)'-'-^'A  -i-(|i,a:,-h  ïijaTj)— "•+'»!  -h..  ., 

où  les  fonctions  A,  M,  ...  sont  des  fonctions  de  degré  /  — i,  m — i,  ...,  et  oft 

Ton  a 

/i  —  2  (  /  -f-  m  -H  . . .  )  -h  2  >  o. 

Kœnigsberger  (L,).  —  Relation  entre  les  intégrales  fondamentales 
d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre. 

(lîil-124). 

T/iomœ  («/.).  —  La  constante  de  la  transformation  linéaire  des 
fonctions  H.  (i(j4-i98). 

Dans  Tétude  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  8,  la  transformation 
en  elle-même  n'exige  que  les  premières  notions  de  la  théorie  des  fonctions, 
tandis  que,  pour  la  détermination  de  la  constante  ({ui  s'y  présente,  on  a  en  ^ 
néral  recours  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  à  laquelle 
satisfont  les  fonctions  t)  et  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre.  Hausenberger  {Journal  de  C relie,  t.  91,  p.  335)  a  indiqué 
un  procédé  plus  simple.  Thomac  emploie  ici  une  autre  méthode  qui  le  coodoil 
rapidement  au  résultat. 

Enneper  (A,).   —  Remarques  sur  les  fonctions  B.  (lyS-iS^  et 

1"  Décomposition  dos  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
des  produits  de  fonrlioiis  8  cî\  fractions  siin[)lcs. 

?.°  Hemarifuivs  sur  quchjucs  équations  données  par  Hcrstowski  dans  les  Math. 
Annalen  (t.  \l,  j).  i')). 

3"  Sur  un  théorème  de  Jacobi  (Funclamenta,  p.  iGo,  IVerke,  t.  1,  p.  2i3). 

4"  Sur  les  ({uoticnts  de  fonctions  H,  qui  se  présentent  dans  le  Mémoire  de 
Jacobi,  Sur  la  rotation  d'un  corps,  etc. 

5°  Remarques  sur  les  observations  de  Thomaî  analysées  précédemment. 

Kœnigsberger  (L.).  —  Sur  les  transcendantes  appartenant  en 
propre  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  (219- 

La  question  posée  est  la  suivante  : 
Donner  toutes  les  équations  dilTérentielIes. 


'■^(^-  ''  ë)  =  "• 


pour  lesquelles  toutes  les  intégrales  s'expriment  algébriquement  au  moyen  de 
n  transcendantes  non  reliées  algébriquement  ou  bien  qui  possèdent  seulement 
n  intégrales  transcendantes  indépendantes  l'une  de  Tautre. 
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Hurivitz  {A.),  —  Sur  la  théorie  des  équations  modulaires.  (35o- 
363). 

Étude  des  équations  modulaires  en  prenant  comme  point  de  départ  le 
Mémoire  de  Klein  Sur  la  théorie  des  fonctions  modulaires  elliptiques  (  Math. 
Ann.,  t.  XVI). 

Kœnigsberger  (L,).  —  Sur  l'irréductibilité  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires.  (390-395). 

Remarques  à  propos  de  la  définition  de  l'irréductibilité  définie  par  Frobenius, 
{Journal  de  Crelle,  t.  74),  et  par  l'auteur  (Journal  de  Crelle,  t.  90). 
Énoncé  de  théorèmes  qui  doivent  être  démontrés  dans  un  Mémoire  postérieur. 

G.  B. 


MÉMOIRES  DE  l'Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  Belles-Lettres  de 
Toulouse.  VIP  Série  (»). 

Tomo  VIII;  1876. 

Léauté  (//.).  —  Note  sur  le  degré  et  la  classe  d'une  courbe  parallèle 
à  une  courbe  donnée.  (59-62). 

Si  une  courbe  alf;ébriquc  est  d'ordre  D  et  de  classe  C,  une  courbe  parallèle 
sera  en  général  de  dejçrc  2{C-h  D)  et  de  classe  aC.  Il  y  a  réduction  pour  ces 
deux  nombres  si  la  première  courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  ou  si 
elle  passe  par  les  points  circulaires  à  l'infini. 

Tisserand  (F,),  —  Sur  Téloile  double  ^)  Ophiuchus.  (85-io8). 

Détermination  des  éléments  de  l'orbite  à  Taide  de  deux  cent  treize  obser- 
vations sur  l'angle  de  position,  faites  depuis  W.  Herschel  (1779)  jusqu'à 
M.  Struve  (  187^4). 

Léauté  {H,),  —  Étude  géométrique  sur  quelques  applications  aux 
courbes  du  second  degré  du  théorème  d'Abel  relatif  aux  fonctions 
elliptiques.  (i39-i5o). 

On  peut  considérer  la  courbe  du  quatrième  ordre  ^*=  (i  — a7')(i  — A:'^)  et 
une  conique  G  comme  perspectives  d'une  même  biquadratique  gauche,  faites  de 
deux  points  de  vue  différents.  Ce  mode  de  correspondance  permet  de  déduire 
de  chaque  propriété  de  Tune  de  ces  courbes  une  propriété  correspondante  pour 


(')  Voir  Bulletin,  I,,  7o-«o. 
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Tautrc.  En  appliquant  à  la  courbe  du  quatrième  degré  le  théorème  d'Abel,  sou» 
la  forme  que  lui  a  donnée  Clebsch,  M.  I^auté  retrouve  les  théorèmes  de  Pon- 
celct,  rinterprétation  par  les  cercles  de  Jacobi  et  les  formules  données  par 
M.  If  ermite  {Bulletin,  t.  Il,  p.  21). 

Molins  (//.).  —  Sur  l'intégration  de  Téquation  différentielle 


(167-.89). 


rf*y 


Application  de  la  méthode  employée  par  Liouville  pour  Téquation  de  Ricciti 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XIV).  On  obtient  d*abord  Tintégrale 
générale  sous  forme  d'une  somme  de  séries  convergentes  tant  que  m  n'est  pas 
un  nombre  entier  négatif.  Chacune  de  ces  séries  peut  être  représentée  par  une 
intégrale  définie  multiple  si  m  est  supérieur  à  — i. 

Despevrous.  —  Théorèmes  généraux  sur  le  potentiel.  (221-242). 

Démonstrations  analytiques  de  ces  théorèmes  par  une  méthode  uniforme  que 
Tautcur  attribue  à  Sturm.  L'article  renferme  une  étude  très  complète  et  très 
détaillée  des  propriétés  des  courbes  auxiliaires  construites  sur  les  surfaces  de 
niveau. 

Léauté  (//.).  —  Note  sur  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle. 
Perfectionnement  de  la  méthode  de  Willis.  (353-37o). 


Tome  IX;  1877. 

Tisserand  (F.)-  —  Mémoire  sur  les  déplacements  séculaires  du 
plan  de  l'orblle  du  huitième  satellite  de  Saturne  (Japhet).  (1-61). 

M.  Tisserand  montre  que  le  pôle  de  l'orbite  décrit  une  ellipse  sphcriqoe  et 
étudie  la  loi  du  mouvement  du  pôle  sur  son  ellipse.  Le  Mémoire  se  termine  par 
la  détermination  de  la  position  actuelle  du  plan  de  l'orbite  d'après  les  obser- 
vations faites  à  Washington  en  1H7/1. 

Barthélémy  (A,).  —  Etude  théorique  et  expérimentale  sur  les 
plaques  et  membranes  de  forme  elliptique.  (175-240  9  planches). 

D'après  les  recherches  de  M.  Mathieu,  le  mouvement  vibratoire  des  membranes 
et  des  plaques  de  forme  elliptique  donne  lieu  à  des  systèmes  de  lignes  nodales 
composés  d'ellipses  et  d'hyperboles  homofocales.  M.  Barthélémy  s'est  proposé, 
dans  la  première  partie  de  ce  travail,  d'étudier  l'équation  qui  donne  les  lignes 
nodales  hyperboliques  et  la  distribution  de  ces  lignes.  Le  reste  du  Mémoire  est 
consacre  à  une  élude  expéri moniale  dos  phénomènes. 

Forestier (C/iar /es).  —  Exposition  succincte  de  quelques  méthodes 
d'élimination  entre  doux  équations,  (i 42-1 63). 
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f$pêyrûus.  —  Mouvement  ^éniraï  d'un  corps  solidi!  (4ui-4oa). 

Diïterminulion   ult;<^briquc  de   Inus  les  i^Rmenls  du  mouvfnicnl  d'un  corps 
I  sdlide,  quiind  on  connull  :  i'  le  mouvcnirtit  d'un  point,  si  le  corps  a  un  axe  fixe; 
e  mouvement  ilc  deux  poinU,  si  le  cnvps  n  un  poinl  fixe;  3°  [f  mouvcmenl 
trois  puinls,  si  If  corps  solide  esl  entièrement  libre. 

orassinne  {E.).  —  Quelques  questions  d'IIvdraulîipie  (448-45a). 

prapuse  de  déterminer  11  «urfuce  de  l'eau  qui  s'I^coulc  sur  un  toit 
I  inclini^  arrosé  uo i fur mé ment  par  lu  pluie,  ut  quelques  problèmes  unalogucs. 

tffusinne  (E.).   —   Génémiisalion  du  iheon'ine  de  Brianohon. 

\  (433-4^)- 


TiiiTiR  X:  i«78. 
De  la  liiiiiif  d'ouverture  dt-^  [iiinls  suspendu*.  (72- 


87)- 

D'apri's  l'auteur,  cette  limîl 
grande  travée  suspendue  qui  1 

_Cascheau.  —  OLservalîo 
de  Poisson.  (178-186). 

Il  s'agit  du  mouvement  d'un  point  peîiiint  sur  u 
I,  point  le  plus  élevë  A  de  la  trajectoire  est  liorizunu 
I  d'une  vitesM  initiale  dirigée  vers  le  haut  et  égale  A  \ 
cale  du  point  A  A  U  position  initiale,  le  mobile 
1  du  point  k,  mais  ne  l'atteindra  qu'an  bout  d'un 
)atre  que  le  mobile  atleindra  le  point  A  «a  boni 
courbure  de  la  trajectoire  est  nul  au  point  K,  e 


1  passage  du  Trailt'  de  Mécaoîque 


ic  courbe.  Si  la  tangente  au 
le,  et  si  le  mobile  est  animé 
tgh,  h  désignant  la  ttiilance 
ae  rapprochera  indâriniment 
temps  infini.  M.  Gascheau 
d'an  temps  fini,  si  le  rayon 
.  il  donne  des  exemples. 

yespeyrous.  —  Mémoire  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes.  (374-^9'>)- 

l  proposé  d'obtenir  directement  sous  Torme  d'intégrales  simples 
I  les  trois  composantes  de  l'altraelion  exercée  sur  un  point  extérieur  par  une 
I  coucbe  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  liumothéiiqucs  et  eoncen triques.  Il 
I  suppose  pour  cela  que  cette  couche  est  homogène  ou,  plus  généralement,  qu'elle 


I  peut  être  décomposée  en  couches  homogi! 
r  et  concentriques  aux  premiers.  Après  avoir 
n  partie  par  des  considérations  géomélriqut 
I  eoDChe  inCniment  mince  de  cette  espèce  soi 
L  surface  extérieure,  il  calcule  directement,  ci 
f  I^uuches  auxiliaires  qu'il  a  développées  dnn 
Kisantes  de  l'attraction  d'ur 
I  tétieur,  cl  les  composantes  de  Tatlraclion  ti 


par  des  ellipsoïdes  homothé tiques 
démontré,  en  partie  par  le  calcul, 
s,  que  les  surfaces  de  niveau  d'une 
l  des  ellipsoïdes  homofucaux  i  la 
I  s'appujant  sur  les  propriétés  des 
t  un  autre  travail  (t.  VIII,  même 
e  pareille  couche  sur  un  point  ex- 
taie  se  présentent  imméilîalcmenl 
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sous  forme  d'inlcgrales  simples,  sans  qu'on  ait  aucune  transformation  à  elTcctiier. 
Si  Ton  suppose  la  dcnsilé  constante,  on  a  des  intégrales  elliptiques. 

Forestier  {Charles).  —  Sur  la  formule  de  THospital  donnant  la 
vraie  valeur  des  fonctions  qui  prennent  la  forme  indéterminée 

»  et  nouvelle  démonstration  de  cette  formule.  (482-489). 


o 
o 


On  trouve  <lans  col  arliclc  des  détails  intéressants  sur  le  marquis  de  Tllospital. 

Vlir  Si^ric.  —  Tome  I:  i*'  semestre  1879. 

Afolins  {IIX  —  Mémoire  sur  un  svstrme  triple  de  surfaces  ortho- 
gonales et  développahles.  (8i-()8). 

Étude  géonictri(|ue  d'un  système  triple  dont  une  série  est  formée  par  les  plans 
tangents  à  une  dévoloppable  S  et  les  doux  autre-*  séries  par  des  développables 
ayant  pour  arêtes  <le  rchroussoment  den\  séries  de  lignes  géodcsiques  ortho- 
gonales de  S.  L'auteur  donne  le  moyen  d'obtenir  les  équations  de  ces  surfaces. 
On  en  déduit  par  l'inversion  un  autre  système  triple  dont  une  série  est  formre 
de  sphères  et  los  deux  autres  séries  d'nivcloppcs  de  spliènvs. 

forestier,  —  Note  sur  le  nombre  des  équations  d'une  môme  courbe 
en  coordonnées  polaires  par  rapport  au  môme  a\e.  ('>5o-2j4)- 

Une  même  courbe  pont  être  représentée  en  général  par  plusieurs  équations 
distinctes  en  apparence;  l'aulciir  reniar(|ue  avec  raison  que  cela  entraîne  une 
eomplication  dans  la  rerlierciie  des  points  communs  à  deux  courbes. 

Brassinne  (^.).  —  Précis  de  Slalique  dans  le(piel  les  leviers  de 
rotation  sont  substitués  aux  couples.  (?.oc)->.4i). 

M.  Brassinne  entend  par  levier  de  rotation  rensciiible  d'une  force  cl  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  d'un  point  regardé  connue  fixe  sur  cette  forre.  Prenant 
alors  pour  point  de  départ  de  la  Stali(|ue  les  conditions  d'équilibre  du  levier 
droit  et  du  levier  coudé,  il  en  déduit  successivement  la  composition  des  force* 
parallèles,  dos  forces  concourantes,  les  rondilioiis  d'équilibre  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  etc.  Comme  exercices,  l'autenr 
signale  quelques  propriétés  élégantes  des  centres  de  gravité  des  polygones  cir- 
conscrits à  une  circonférence  et  des  polyèdres  circonscrits  à  une  sphère. 

Tome  I:  a'  semestre  1H79. 

Gasclieau.  —  Elude  sur  un  cas  sinpilier  du  mouvement  dû  à  unr 
force  centrale,  (i  i5-i28). 

\rtirle  réimprimé,  avec  quel(|nes  légers  changements,  dans  le  Bulletin  de 
f<t  Société  Mat  h  cm  a  tir/ ne,  t.  \. 
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Tome  II  ;  2**  semestre  1880. 

Brassinne  {E.),  —  Détermination  des  axes  d'un  corps  solide  sur 
lesquels  les  forces  centrifuges  exercent  pendant  la  rotation  un 
effet  maximum  (93-96). 

Ces  droites  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  axes  principaux  de 
rotation. 

Gascheau.  —  Note  sur  les  conditions  de  continuité  et  de  discon- 
tinuité des  fonctions  algébriques.  (122-127). 

Despeyrous.  —  Note  sur  la  Thermodynamique.  (167-175). 

Aperçu  sur  l'application  des  lois  de  la  Mécanique  générale  aux  phénomènes 
calorifiques,  optiques,  acoustiques,  électriques,  etc.  Démonstration  de  la  loi  de 
Mariotte  en  supposant  que  Faction  moléculaire  varie  en  raison  inverse  de  la 
distance. 

Tome  III;  2*  semestre  1881. 

Despeyrous^  —  Équations  différentielles  du  mouvement  d'un  corps 
solide  libre  ou  gêné  par  des  forces  quelconques.  (ï45-i68). 

Exposition  très  claire  et  très  méthodique  de  cette  partie  du  Cours  de  Mé- 
canique. 

Tome  IV;  i"^  semestre  1882. 
David,  —  Notice  sur  les  travaux  de  Cauchy.  (178-201). 

Tome  IV;  2'  semestre  1882. 
Brassinne  (-£*.)•   —  Questions  de  Mécanique  rationnelle.  (106- 

ii4). 

La  première  Partie  de  cet  article  est  relative  au  principe  de  la  moindre  action 
que  l'auteur  applique  au  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe.  La 
seconde  Partie  contient  quelques  indications  sur  la  manière  de  traiter  le^ 
problèmes  relatifs  à  la  distribution  des  axes  d'inertie,  et  la  description  d'une 
balance  d'oscillation  pour  le  calcul  des  moments  d'inertie. 

Despeyrous»  —  Note  sur  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre  ou  gêné,  sollicité  par  des  forces 
quelconques.  (81-87). 
DuU.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  i.  IX.  (Mai  1884.)  R.8 
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\ppliciition  de  la  méthode  de  Lagrange. 

Gascheau.  —  Explication  de  deux  paradoxes  apparents  observés 
dans  les  solutions  de  quelques  problèmes  de  Mécanique  ra- 
tionnelle. (137-146). 

Tome  V;  !•'  semestre  i883. 

David.  —  Sur  le  développement  de  Texponentielle  en  puissances 
de  sinus  et  de  cosinus  de  Tare.  (14B-169). 

Application  de  réquation  linéaire  du  second  ordre  qui  est  vériGée  par  la 
fonction  e"***  quand  on  regarde  cosx  ou  sinx  comme  la  variable  indépendante, 
et  emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Baillaud  (B.).  —  Sur  le  calcul  numérique  des  intégrales  définies. 
(167-190). 

Démonstration  élémentaire  de  la  méthode  célèbre  de  Gauss.  Dans  le  cas  où 
Ton  a  une  fonction  admettant  la  période  ar,  développée  en  une  série  de  sinus  et 
de  cosinus  des  multiples  de  Tare,  l'auteur  s'est  proposé  de  rechercher  une  mé- 
thode de  calcul  analogue  à  celle  de  Gauss  :  il  arrive  à  cette  conclusion  que  les 
seules  valeurs  qu'il  convienne  d'employer  sont  les  termes  d'une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  est  une  partie  aliquote  de  la  circonférence. 

Tome  V,  a*  semestre  i883. 

Malins  (//.).  —  Do  la  détermination  sous  forme  intégrable  des 
équations  des  courbes  gauchos  dont  le  ravon  de  courbure  et  le 
ra>on  do  la  sphère  osculatrico  sont  liés  par  une  relation  donnée 
quoloonquo.  (  1 7^  - 1 99  i. 

On  |»eut  choisir  l«i  fonclion  arbitraire  d«»nl  ilt'|»<fnil  le  pri»blt'mc,  dételle  façon 
que  les  Inùs  coordi»nnoo>  d'un  p.»inl  do  la  courbe  >'e\priuieul  par  des  qua- 
draturt's.  L'autour  fait  quelques  applications  à  dos  cas  où  la  relation  Jounôoesl 
d'une  forme  simple;  il  retrouve  ainsi  un  certain  nombre  de  résultats  connus  do 
la  ihev^rie  des  courlios  sauchos. 
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MATUEMATISCIIE  ANNAI.EN  (  '  ). 


Drcl  {U'.).  —  Éluder 


r  la  lliiiorie  dps  groupes.  (i-44)- 


L'aulGUr  ci^pliquu  cornnii:  il  suit,  daiis  l'iiilruiluclioii  du  sou  .Mùinoli'o,  l'ubji'l 
qu'il  {Hiursuit. 

Les  recherches  qui  suiicui  se  rajipnrltftil  à  en  [irohli-tiie  :  ■  Di'finir  uti  f^roupir 
d'optfii lions  discrètes,  appliquées  à  un  certain  objet,  en  faisant  abstraction  du 
muda  spûuial  de  rcprésenlaliuii  du  vos  opiSrations,  mais  un  supposant  au  con- 
traire qne  cdies-ci  satisfassent  aux  conditions  qui  réjultcnl  ilcs  propriétés  im- 
posa «U  groupe. 

Pour  la  forniiitiuD  du  groupe,  nous  partons  de  certaines  opérations  giaé- 
rvtrices  A„  A,,  A,,  ...  sur  le  caractèrespiicial  desquelles  nous  ne  faisons  aucune 
bjpothfse. 

Alors  ou  peut  Individualiser  tout  groupe  formé  par  l'applicaLion  réitérée  et  Ih 
combinaison  de  ce»  opérutiiins  par  la  connuissanec  de  certaines  relations  qui 
fc  présonlenL  dans  la  composition  deecso|iérations  primitives. 

Toute  combinaison  de  nos  opéralious  p«ut  s'écrire,  d'après  la  manière  babi- 
tnelle,  par  un  produit  symbolique 

(I)  Af^'AÎ'...AÏ.A;'..., 

cl  toutes  Ic^  rclutlous  en  question  ont  alors  la  (orme 


F^(\)  =  .. 


I-\(A,)  =  n,  dont  le  rùlc  et  la 
t  prc^cisés  de  lu  Taçon  la  plus 


où  Fj  désigne  un  produit  gpécial  de  la  (orme  (i), 

De  cotte  façon  tous  les  groupes  hoioédriques  isomorphes  sont  contenus  dans 
un  seul  groupe,  cl  l'être  du  groupe  e'eiprime  non  plus  par  une  forme  spériale 
de  repr^HCniation  dc3  opérations  qui  j  entrent,  mai»  eiclusivemvnt  par  leurs 
relatious  mutuelles. 

Dans  la  première  Section  on  formule  du  la  façon  la  plus  générale  le  thème  de 
ces  reeherelics.  Ou  part  du  groupe  G  le  plus  général  que  l'on  puisse  imaginer; 
il  estformit  par  une  suite  d'opérations  génératrices  A,,  A„  A,,  ...,  lorsqu'on  ne 
suppose  aucune  relation  entre  ces  opérations.  Chaqae  groupe  spéi 
•CpaM  par  l'iDlroduclion  du  ccrtuines  r  '  '  ~ 
la  position  relativement  uui  groupes  G 
simple. 

PatallëtemeiiL  i  ces  développements  abstraits  marche  une  exposition  géomé- 
Uique,  qui  tout  d'abord  peut  être  regardée  eommc  une  illustration  de  nos  opé- 
rttUine  anaIjUqucs,  qui  d'ailleurs  sera  nécessaire  pour  les  développements  de 
1«  seconde  partie.  Cette  représentation  géométrique  d'un  groupe  consiste 
dans  )■  division  d'une  région  plane  en  domaines  analogues,  de  telle  sorte  que, 
A  chaque  domaine,  corresponde  une  substitution  du  groupe  et  que  le  passage 
d'une  substitution  à  une  autre  suit  ij-aduït  dans  lu  langage  de  la  Géométrie  de 
«Ination,  par  le  passage  d'un  domaine  qui  rurrespond  ci  la  première  substi- 
tution au  domaine  qui  correspond  ù  la  seconde. 

<>|  Voir  Bullr.liH.  VIII,.  u:i. 
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Dans  la  ^orondo  ScrliDn,  on  se  limite  à  la  repr<^$cnUtion  de  groupes  floisel 
Ton  étudie  s|»i*rialciiienl  leur  figuration  gt^omélriquc;  on  a  ainsi  affaire  à  la 
division  n''j;ulirrc  d'une  surface  fermée  et  nommément  à  la  surface  régulière  de 
Itiomann,  au  sens  introduit  par  M.  Klein.  [La  connexion  entre  la  division  en 
domaines  d'une  surface  et  les  problèmes  de  la  théorie  des  frroupcs  a  été  mise 
en  évidence  par  M.  C.  Jordan  :  Hecherc/ies  sur  les  polyèdres  (Journal  de 
C relie,  t.  OG  cL  (>8),  Trailc  des  substitutions  et  des  équations  alge'brigua, 
[).  .')(>).  Los  rclalioni  F,,  r-  i  qui  servent  de  base  à  la  définition  des  groupes  per- 
mettent de  caractériser  la  ramification  de  la  surface  de  Itiemann  et  de  déter- 
miner sur  cette  surface  un  système  de  coupures  de  passage  ne  revenant  point 
sur  cllcs-mi^mes.  Cette  interprétation  p'cimétrique  fournit  une  limite  supérieure 
du  nond>re  de  relations  K;,~f   nécessaires  pour  la  définition  d'un  groupe  fiii. 

t'.ette  fissuration  géométrique  permet  ensuite  de  représenter  certains  groupes 
spéciaux,  «lans  le  sens  que  nous  avons  spécifié,  par  des  relations  F4=i  entre 
certaines  substitutions  génératrices.  Ces  exemples,  en  partie  indiqués,  en  partie 
développés,  forment  la  ct»nclusion  de  ce  travail.  Ceux  pour  lesquels  l'espèce  de 
la  surface  de  Hiemann  correspondante  est  nulle  sont  particulièrement  simples. 

l.ne  dernière  remarque  concerne  certaines  hypothèses  relatives  à  la  théorie 
des  gn>upes,  hypothèses  qui  ont  pour  base  la  définition  d'un  système  d*uoitcs 
|K)ur  certains  nombres  complexes  :  elles  comprennent  comme  cas  particulier  la 
définition  des  unités  quatcrnions. 

Itnt/scnhrr/^rr,  —  Note  sur  la  théorie  des  fonctions  modulaires. 
(ij'/\(}),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  admeUant  plusieurs 
périodes  non  permutables.  (iy-^S). 

St»il  /(  J*)  une  fonction  modulaire,  c'est-à-dire  une  fonction  uniforme  qui  vé- 
rifie les  é(]ualions 

/(j:-+-i)r./(x),    /^-  J.)-=/(ar). 

«•n  peut,  au  moyen   de  telles  fimeiitms.  en  construire  d'autres  |>our  lesquelles 
«•n  ail 

Flx- V  "^-^  ï'i-r)     et     f/-  -)  =  F(x) 

ou 

Fi.r-i>-F(xi     et     F(  -    —  )^F(x). 

Klein.  —  Sur  les  ft)nclions  uniformes  qui  se  reproduisent  par  des 
substitutions  linéaires,  t  ji^-ji). 

F.n  partant  d'un  doinaine  doiiné  sur  la  sphère  de<  t,.  domaine  qui  est  l'inuçc 
d'une  >|»liiTe  «le  Uieuiaun  dcii'upee,  il  s"a::il.  au  mo\en  de  substitutions  linéaire? 
en  iiunibre  ininii  appli«|uées  à  la  \ari.ddo  t.  de  reproduire  ce  d*)mainc  de  telle 
lac. m  que.  «ui  bien  la  splitre  enli«;re.  *»u  bien  une  ealulle  sphériquc  limiltc  par 
un  plan.  >«iii  oniiirenioul  et  >inipleiueut  roiuuverto  par  des  reproduction?, 
"^uixanl  le-  e.is.  ou  ibra  [•«►ur  le  nioni.nt  «iuimi  a  .ilTaire  à  de<  l-inciion?  de  t.  tic 
première  ou  de   seeonile  espèce.    I*our  /»  "*  i   on   a  alors  le   ihëorènie  suivaol  : 

rarini  l.'ntc>  lo"  t''^neli«'»n'' san>  eiubianrhi.nient  «lui  existent  sur  une  surface d** 
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^oi/icarp.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  qui  i 
des  substitutions  linéaires.  (5a-53). 


!  reproduisent  pai 


raiiSf.  —  Sur  les  ^({Uiitions  au  multiplicateur  des  fonctions 
pereliip tiques  du  premier  ordre.  {54-i>8). 

\oether.  —  Note  sur  les  courbes  algébriques  qui  se  reproduis 
par  un  faisceau  de  transformations  uniformes.  (Sg-ôa). 


IKmonstntian  de  ce  tbcnrème 
^  >  I  qui  ic  reproduisent  pur  uui 
mpIMA  celle  dàmonslrulion 


t  n'y  a  pis  (te  couriKs  algébriques  d'espAri! 
nit^  de  Imnirurmaliuns  uniformes.  L'uutcur 
le  t.  \XI  de!  Annaltn. 


tlankel.  —  Recherches  sur  les  fonctioua  ù  inlJnité  d'oscillations 
cl  les  fonctions  discontinues.  (63-1  la). 
Les  rteultsls  de  re  travail,  pulilié  il  y   a   quatorxe  ans,  penvenl  se  riti4Umet 

I.  Méthode  tie  la  condematian  da  tingularitèt.  Kltc  permet,  en  partant 
d'une  ronrliua  ?(j'}  qui  admet  une  singularité  pour  une  valeur  _y  =  o,  df 
ronslruire  une  TuiirtioD  /(«■)  qui  présente  la  nitme  singularité  un  nonibre  in- 
Qai  de  fois  dans  un  Intervalle  (ini.  Elle  a  été  dévi^toppéc  par  M.  Dini  (Fanda- 
menti  por  la  teoria  dtUe  funsioni),  ptLr  M.  Weîerstrass  et  par  M.  Caiilor 
{Math.Ann.,  t.  MX). 

II.  Hepr^Mittatiùn  de  fonetiona  eantinuts  qui  admettent  pour  loutet  1» 
*tleurs  rationnelles  de  la  variable  des  quotients  dilTérenliels  inrinis. 

III.  Diêlinclion  entre  Iti  fonelioTit  ponctuellement  et  1er  /oneliom  tota- 
lement ditconlinuet.  La  di^lînition.  pour  être  eiaclc,  doit  tire  mudilîée  commr 
il  suit  :  une  fonction  est  ponr.tucllcnient  discontinue,  si,  t  étant  un  nomhrc 
positif  aussi  petit  qu'on  le  Teut,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  s 
positif  différent  de  zéro  tel  que  la  somme  des  intervalles  où  l'oscillation  est 
plus  grande  que  i  soii  inférieure  â  r.  Toutes  les  autres  fonriion*  sont  totalement 
discontinues. 

IV.  fiepretentalion  analytique  d'une  /onction  d'une  variable  complexe  ré- 
gulière à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  d'un  cercle,  mais  totalement  diicontiniie 


■  r.„inl5.  (, 


Vnici  te  théorème  fondan 
Bull,  de,  Scienrei  mut 
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continu  à  n  dimensions  s*élendant  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  on  définit 
uno  infinité  de  régions  qui  soient  entièrement  séparées,  ou  qui  se  touchent  toal 
au  plus  sur  leurs  limites,  l'ensemble  de  ces  régions  est  dcuombrable  ;  en  d'autres 
termes,  il  a  la  première  puissance. 

Du  Bois'Reyniond.  —  Théorème  général  sur  rîntcgrabilîlé  de 
fonctions  de  fondions  inlégrables.  (122-124). 

I/urwitz.  —  Sur  une  suite  de  nouvelles  fondions  qui  consli tuent 
les  invariants  absolus  de  certains  groupes  de  transformations 
linéaires  à  coefficients  entiers.  (i25-i34). 

Ilunvilz,  —  Démonstration  d'un  théorème  relatif  aux  cubiques 
gauches.  (iSj-iSj). 

Si  les  huit  sommets  de  deux  tétraèdres  sont  situés  sur  une  cubique  gauche  et 
si  les  huit  faces  sont  des  plans  osculateurs  d'une  seconde  cubique  gauche,  il  7  a 
une  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  la  première  cubique,  circonscrits  à  la  seconde; 
tout  point  de  la  première  cubique  est  sommet  d'un  tel  tétraèdre. 

I/ôlder»  —  Démonstration  de  ce  théorème  :  «  Une  fonction 
analvtique  uniforme  peut  prendre  telle  valeur  que  Ton  veut 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  ».  (i38-i43)* 

Thieme.  —  Sur  la  construction  du  système  polaire  d'une  surface 
du  troisième  ordre.  (  i44-*45). 

Staudc.  —  Sur  la  construction  de  l'ellipsoïde  au  nioven  d'un  fil. 

(147-181). 

l.c  principal  résultat  de  ces  recherches»  fondées  sur  les  propriétés  des  in- 
tégrales hypcrellîptiques  d'espèce/?  —  2,  consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

«  Si  l'on  considère  un  fil  inextensible  fermé,  enroulé  autour  du  corps  formé 
par  la  combinaison  d'un  ellipsoïde  a,  et  d'un  hyperboloïde  homofocal  à  une 
nappe  |x,.  tendu  en  un  pi>int  P,  et  se  mouvant  de  manière  à  toucher  con- 
stamment les  deux  portions  de  l'hyperboloïdc  séparées  par  l'ellipsoïde,  le  point 
I*  décrira  un  ellipsoïde  homofocal  à  l'ellipsoïde  donné  et  la  bissectrice  des  deux 
ilroites  suivant  lesquelles  sont  dirigées  les  portions  du  fil  qui  se  réunissent  en 
P  est  la  normale  de  cet  ellipsoïde.  « 

L'duteur  étudie  ensuite  tiivers  cas  particuliers,  il  montre  comment  on  peut 
c«>nslruire  un  ellipsoùle  au  moyen  de  l'ellipsoïde  donné  et  de  son  hyperbole 
focale,  ou  bien  au  mr»\en  d'un  hyperlK>loide  a  une  nappe  et  de  son  ellipsr 
fi»ralo  ou  enlin  au  moyen  de  deux  focales. 

Stnudc.  —  Sur  les  arcs  de  courbes  péodésiques  d'un  ellipsoïdr 
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tclte»  que  la  différence  tic  leurs  longueurs  s'exprime  algébri- 
ijiiement.  (i8ri-r8fî). 

GAni;ruliulinn  du  (liônrùinc  de  Fagnuno  rFlalifaiix  cuiiiqiics  liumofocalFS  pour 
les  arcs  de  tigne;  |;é<Hli^siquFS  d'un  Plii|i8oïdc. 

iausènberger.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  avcr  plusieurs  piî- 
riodes  non  permutables.  (iSy-aia), 
Les  périodes  linéaires  9f  rami-nciiL  aux  trois  types  ^iiiruiils  : 

y  —  x-*-t,    y  =  px  (mod  jU  <i),    y  =  px  (mod  p  =  i). 


ddlcrminant  les  points  de  diseoatinailé  easenLielle  des  fonctions  auirjucllcs 
tin  Mt  conduit  par  ces  su bstitu Lions,  on  panienl  â  une  divisiiin  de^  groupes  de 
itulions  qui  sont  possibles,  et  l'on  est  conduit  à  une  classincalion  de  ces 
(nnrlïiini  qui  comprennent  comme  cas  particnlier  les  fonctions  modulaires  et 
les  roDclMins  modulaires  généralisées,  dans  te  sens  de  M.  Poinearéet  deAf.  Klein. 

'ndemann.  —  Sur  le  oombre  -n.  (aiS-aaS). 


iiimbrc  TUlionnel.  Il  en  résulte  que  ^  ne  p^ut  pas  èlre  racine  d'une  équation 
ilg^brïque  irréductible  et,  généralement,  que  si  z  est  un  nombre  rationuel,  on 
un  DODibre  algébriquement  irraliounel,  e'  est  un  nombre  transcendant. 

j-auxe.  —  Les  équations  modulnires  des  fonctions  byperellipliques 
du  premier  ordre  pour  la  transformation  du  cinquième  degré. 
(aai-a3o), 

'chrœter.  —  Sur  les  systèmes  de  quatre  points  circulalrement 
projeciifs  dans  deux  espaces  collinéaîres.  (aSo-^j,!). 

si  dcui  espaces  collinéaires  sont  tels  que  quatre  couples  de  points  ron-es- 
pondants  (a,  a,),  {b,  6,),  (c,  c,),  {d.  d,)  jouissent  de  retie  propriété  que  les 
points  a  et  6,,  b  ei  c,.  c  et  d,,  d  et  a,  coïncident,  il  en  est  de  mémo  pour  quatre 
roupies  de  points  correspondants  quelconques.  L'a u leur  développe  diverses  pro- 
priétés de  têts  espaces  collinéaires. 

Jchur.  —  Sur  une  classe  particulière  de  surfaces  du  qualrièmi- 
ordre.  (a5t-ay6). 

On  obtient  la  surface  du  qualrii-me  ordre  lu  plus  Rtnériilc  qui  soit  rngcndn'E 
par   quatre  «jslémcs   collinéairr*    cl    Irllr  que   la    1  rauf formation  uniforme  de 
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celte  surface  en  elle-même  qoi  correspond  à  ce  mode  de  génération  soit  colli- 
néairc  en  faisant  passer  une  surface  du  quatrième  ordre  par  les  seize  droitfs 
d'intersection  des  faces  de  deux  tétraèdres  qui  soient  dans  une  situation  re- 
lative quadrupicment  hypcrbololdale.  Les  conditions  qui  sont  exigées  par  cette 
situation  relative  se  déduisent  les  unes  desautres  par  des  permutationscirculaim. 
Ce^e  surface  contient  seize  autres  droites  qui  sont  encore  les  intersections  des 
faces  de  deux  tétraèdres  situés  de  la  même  façon.  Les  surfaces  de  cette  espèce 
constituent  une  multiplicité  I9*'P*^  L'auteur  étudie  les  cas  particuliers  où  la 
surface  considérée  admet  cinquante-deux  ou  bien  soixante-quatre  droites. 

Kantor,  —  Recherches  relallvcs  au  Mémoire  de  Slurm  :  Sur 
la  transformation  réciproque  {Matheinatische  Annalen)^ 
t.  XIX.  (297-298). 

Schotsky,  —  Sur  les  fondions  uniformes  qui  se  reproduisent  par 
des  transformations  linéaires.  (299-300). 

JVeber.  —  Démonstration  de  ce  théorème  :  «  Toute  forme  qua- 
dratique proprement  primitive  peut  représenter  une  infinité  de 
nombres  premiers.   »  (3o  1-329). 

L'auteur  complète  et  généralise  le  théorème  établi  pour  la  première  fois  par 
Dirichlet  dans  le  cas  particulier  où  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  est 
un  nombre  premier  négatif  — p  qui,  abstraction  faite  du  signe,  a  la  forme 
4/1  +  3  et  qui|  en  outre,  est  régulier. 

BrilL  —  Sur  les  formes  binaires  et  Téquation  du  sixième  degré. 

Si  l'on  considère  p  formes  du  /i'*""  ordre, 


ff--  «,«  ^-  «/M  ^  -H ...  -I-  a    x\ 
ft  que  1  on  pose 

le  point  de  départ  des  recherches  de  l'auteur  est  le  déterminant  du 

p{n  —  p  -h/)'''"' 
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Cutlc^rarnie  binaire,  poar  luquclk  le  nombre  dt*  coemeienU  est  iti»i  au 
Doinbrc  de»  conslanlei  qui  figurent  dani  les  r.ombinanls  des  /,  ptrul  tira  re- 
narde comme  la  ronciiun  g^ai^rairice  de<  cambinanls  du  tjilèrae,  si  tant  est 
qti«  l'on  renonce  t  one  reprjaeutaiion  r>tiooa«tle.  Son  diseriminant  se  décom- 
poM  en  deux  facteurs,  rationnel*  par  rapport  aux  coefficients  des/.  Elle  peut 
Hre  aussi  regardi^e  comme  la  forme  binaire  la  plus  générale  de  »od  ordre,  en 
■djoiguant  une  fonction  irrationnelle  des  eoefficients.  Cette  foartlon,  pour  U 
Ibme  du  sixième  urJre,  est  racine  d'une  équation  du  cinquième  dcfsrt  dont 
les  coefncients  dépendent  de  certaines  formules  de  transformation,  On  peut  ainsi 
forme  binaire  du  sixième  ordre  i  deux  formes  canoniques,  savoir 


«"-t-  3j>x--i-  îqx'  +  fir. 


Lie.  —  Reclierches  sur  les  courbes  géodésiques.  (357-4à4)' 

Un  appelle  glUiement  iurinitfsitnal  d'une  surface  sur  elle-même  ['opération 
par  laquelle  chaque  point  de  cette  surface  est  amené  A  occuper  une  position  in- 
finiment voisine  sur  celte  surface. 

L'auteur  détermine  :  i'  ,1a  forme  des  éléments  d'arcs  d'une  surface  pour  la- 
<{oelle  on  peut  eiTecluer  un  glissement  infinitésimal  tel  que  cliaque  ligne  géu- 
il^ique  devienne  une  ligne  gëodésîque  inlinimenl  voisine;  i'  les  él<!ments d'arcs 
d'une  surface  qui  admet  plusieurs  tels' glissements  infinitésimaux.  Il  diïtermïne 
«l  classe  toutes  les  surfïces  qui  peuvent  ainsi  être  représentées  géodes  i  que  ment 
•ur  elles-mêmes  d'une  inllnité  de  façons.  Dan*  les  Notes  des  trois  Mémoires, 
kl.  Lie  traite  des  questions  si 

I.  KepréseniaLi 
«In- ire. 

II.  Dt'tcrniiiiiii 
infinitésimale. 

III.  Détermina 
ira  nsform allons  c 

IV.  Surfaces   i 


1  géodésique  la  plus  générale  d'une  surface  réelle  ou  ima- 

n  des  lignes  géudéaiqucs  qui  admettent  une  transformation 

an  de  loules  les  formes  que  peuvent  avoir  les   groupes  de 
s  eéodi^iquea  d 


les    lignes    géoiiésique*    9 
es  tjéodésiques  des  surface 

Prunus.  —  Sur  un  prubléme  de  niiiiim 


.  {4ii-'i6o). 


IimI  qneslion  dont  ïl  s'agit,  posée  par  Boscowiclt  pour  la  comparaison  dc^t 
erreurs  d'observation  et  développée  parLaplacc,  est  la  suivante  :  Dans  unsyst^ne 
de  p  fonctions  linéaires 


n   variables  x(p  <n 
utcurs  numériques  des 


Uers.  —  Sur  le  problème  de  la  rotatloa  { i'Ji-ijo). 
(Juand  un  corps  solide  posant  est  mobile  autour  d'un  point  fi 
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aucune  position  particulière  et  que  Taxe  du  couple  est  au  début  dans  le  plan 
vertical  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  le  centre  de  percussion,  cet  axe  reste 
dans  ce  plan  variable  et  le  problème  se  résout  par  des  quadratures.  Si  Too 
suppose  que  le  centre  de  gravité  est  sur  un  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
au  point  fixe,  le  problème  se  simplifie.  Les  intégrales  se  réduisent  en  général  à 
des  intégrales  bypcrelliptiques  du  quatrième  degré. 

Uofmann.  —  Nouveau  mode  de  démonstration  pour  un  double 
théorème  de  la  théorie  des  restes  de  puissances.  Extension  du 
concept  de  congruence.  (471-486). 

Gordan.  —  Nouvelles  recherches  sur  la  forme  biquadra trique 
ternaire  /=  x\x2-\-  x\xz-\-  x\x^,  (487-5i4)' 

Gordon,  —  Sur  les  équations  du  septième  degré  qui  ont  un 
groupe  de  cent  soixante-huit  substitutions.  (5i5-53o). 

Résolution  explicite  d'une  telle  équation.  M.  Kronecker  avait  annoncé,  eo 
i858,  qu'elles  pouvaient  être  résolues  par  les  équations  modulaires  elliptiques; 
elles  ont  été  aussi  l'objet  de  recherches  de  M.  Hunvitz  {Compte*  rendut, 
i863). 

BrilL  —  Suclc  Polvierseit.  (53i-534). 

Hôlder.  —  Valeurs  limites  de  séries  sur  le  cercle  de  convergence. 
(535-549). 

Rausenberger,  —  Sur  les  fonctions  périodiques  de  seconde 
espèce.  (55o-556). 

Ces  fonctions  sont  définies  par  cette  condition  qu'elles  doivent  vérifier  une  ou 
plusieurs  équations  de  la  forme 

F[9,(^)]  =  ^.[F(x)], 

où  9,  et  ^^  désignent  des  fondions  linéaires.  L'auteur  cherche  à  déterminer 
celles  qui  ne  possèdent  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels  et 
arrive  à  ce  résultat  que,  sauf  quelques  exceptions  non  essentielles,  toutes  les 
fonctions  de  seconde  espèce  avec  plusieurs  périodes  non  permutables  possèdent 
un  nombre  infini  de  points  singuliers  essentiels. 

Braiinmilhl.  —  Des  lignes  géodésiqucs  et  de  leurs  enveloppes  sur 
les  surfaces  du  second  degré  à  trois  axes  inégaux.  (55^- 
58G). 

I.  Equations  des  lignes  géodéaiqucs  sur  rdlipsoïdc.  II.  Inlroduclion  des 
fonctions  6  hyperellipliques.  III.  Détermination  des  constantes.  IV.  Ciilcul  nu- 
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'ique  d'une  ligne  g#odcaî<[uc.  V.  Cas  pni'Uculicrs.  VI.  Ki|UDlio: 
veloppe  d»  ligues  gcodfsiquci  et  discussiua  de  ces  ^quulions.  VU.  Établis: 

tbooiTOlf  BiSniTal  sur  U  position  du  point  de  contact  d'une  ligne  géo- 
Usiqoe  et  de  son  enveloppe;  fiirme  de  cette  dernière.  Vlll.  l.ïinilea  au-dessous 
elles  les  sections  principales  d'un  ellipsoïde  sont  des  lignes  de  plus  courte 
longueur.  J\.  Ué termina tion  de  l'enveloppe  au  moyen  de  fonctions  hypcrellip- 
lîtine*.  X.  Lignes  géodésiqne»  sur  un  livpei'lioloïde  ï  deu»  nnppca.  XI.  CourLcs 
limita  sur  l'hjperbolulde  pour  le  duiiidiiie  dn  points  pour  le^ijueU  il  y  u  liru 
luDsid^rer  les  enveloppes. 


Gniffsberger.  —  Sur  une  prupri 
partielles.  (387-593). 


■lé  des 


etjti, 


■qualion  aux  dérÏYiies  partielles  du  premier  ordre  i  deui  *»- 
inlcgrale  commune  avec  une  autre  équation  aux  dérivi^es  par- 
tielles du  premier  ordre,  que,  d'une  pari,  l'une  des  deu\  équations  aux  dérivées 
parliclle«  est,  au  sens  aleébrique,  irréductible  par  rapport  aux  dérivées 
I  l'une  des  variables,  que,  d'autre  part,  l'intégrale  commune  ne  sa- 
à  une  équation  différcutietle  ordinaire  du  premier  ordre  relative  ji 
'iable  indépendunte,  eontenant  algébriquement  la  première  variable 
liidi^ pendante,  toutes  les  intégrales  de  l'une  des  équations  aux  dérivées  parti elli.'« 


Il  j  *  un  théorème  analogue  pour 
/»"—  et  du  n""  ordre. 


<  equat 


§  tics  lonirs  XI  à  \X.  [^■^^\4\oi\). 


Tome  XXI;  188Î. 

slcr  {./.).  —  Sur  li-s  rclalinris  cnlic  les  iKirnlires  de  classes 
des  l'ormcs  qiiiKli'nli']iies  binaires  i  dcterminanls  négalifs.  {i- 
5o). 

ha  première  Section  du  travail  s'occupe  des  correspondances  moduluïres  dues 
Il  Klein  qui  existent  pour  le  système  complet  dvi  modules  de  congruence 
p«Matlels  pour  le  ij"^  i^chelon,  ^  étant  premier  et  supérieur  1  a;  on  suppose 
lattUfois  que  le  degré  de  la  transformation  n  n'est  pas  divisible  par  ç.  Dans  U 
Mmnde  Section  l'auteur  déduit  de  ces  correspondances  les  seconds  membres 
du  relalinns  donnant  le  nombre  des  classes  pour  le  ij""  échelon  d'une  façon 
ftairâlt  relativement  i  un  nombre  m  non  divisible  par  q.  Comme  conclusion, 
on  établit  d'une  façon  compiclc  les  formules  correspondant  au  cas  de  7  =  3  et 


'antor(r.).   —  Sur  le; 
Quatriciue  iirtielc.  (3i 


nsetnliles  inGnis  cL  1 


lires  do  poic 


io8  SECONDE  PARTIE. 

ff  Tout  ensemble  de  points  isolé  peut  être  dénombré,  et  appartient  par  con- 
séquent à  la  première  classe. 

»  Si  le  dérivé  P'  d'un  ens«?mb1e  <lc  points  P  peut  être  dénombré,  P  jouit  aussi 
de  la  même  propriété  .... 

»  Un  système  de  points  linéaires  P  contenu  dans  un  intervalle  (a,  b)  étant 
constitué  de  telle  sorte  que  son  ensemble  dérivé  P'  soit  susceptible  d'être  dé- 
nombré, on  peut  toujours  renfermer  P  dans  un  nombre  fîni  d'intervalles,  la 
somme  de  ces  intervalles  étant  aussi  petite  qu'on  voudra.  » 

Rausenberger  (O.).  —  Sur  les  fonctions  unîvoqucs  à  plusieurs 
périodes  non  permutables.  (Sp-jo).  ^ 

Dans  la  première  Partie  de  ces  recherches  {Math.  Ann.f  vol.  X\)  Tauteur 
s'était  occupé  des  groupes 

a 


pour  o  <  a  g  |,  b  étant  supposé  différent  de  zéro.  Ici  les  recherches  complètent 
l'examen  du  cas  de  a  positif  et  de  b  réel,  et  aussi  s'étendent  à  la  considération 
de  certaines  valeurs  complexes  de  a  et  de  b, 

Lindemann  {F*)'  —  Sur  les  covariants  hessiens  d'une  forme  bi- 
naire algébrique  du  cinquième  ordre.  (71-108). 

Dans  les  §  1-5  on  répond  à  la  question  de  la  distinction  du  covariant  II  du 
sixième  ordre  et  qui  ne  dépend  que  de  cinq  constantes  des  autres  formes  du  même 
ordre.  La  question  est  résolue  en  comptant  les  covariants  quadratiques  et  les 
invariants  de  H  et  en  établissant  les  relations  qui  existent  entre  ces  derniers. 
Géométriquement  la  chose  est  la  suivante.  Les  six  points  de  H  =  o  consliluenl 
rinlersection  d'une  conique  et  d'une  cubique  dont  l'invariant  S  est  nul,  et  dont 
la  hessicn  se  décompose  en  trois  droites;  les  sommets  du  triangle  formé  par  ces 
droites  se  trouvent  sur  la  conicjue. 

Dans  les  §  6-9  se  trouvent  développées  les  représentations  typiques  de  H  au 
moyen  de  covariants  quadratiques  cl  aussi  une  représentation  typique  de  la 
forme  fondamentale  au  moyen  de  covariants  linéaires  (§  10). 

Apres  avoir  examiné  (§  11-13)  tous  les  cas  où  ces  représentations  typiques  ne 
sont  pas  possibles,  ou  bien  où  elles  se  simplifient,  Fauteur  s'occupe  dans  le 
§  14  de  la  solution  du  problème  suivant  :  «  Trouver  une  forme  du  cinquième 
ordre  dont  le  covariant  hessien  est  donné.  » 

On  trouve  que  ce  problème  n'admet  jamais  qu'une  solution,  le  cas  seul 
excepté  où  la  forme  donnée  du  sixième  ordre  est  le  cube  parfait  d'une  forme 
(juadralique.  En  même  temps  se  trouve  résolu  le  problème  suivant  :  *r  Déter- 
miner, lorsque  cela  est  possible,  les  fonctions  entières  de  x  qui  satisfont  à  une 
équation  difTérenticIlc  de  la  forme 

•    dx'        b  \dx J 
où  \  désigne  une  funcliou  entière  de  x  du  sixiènte  dcsré.  *' 
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Du  Bois  Reymond  (P-)*  —  Sur  la  région  où  la  série  de  ïaylor 
est  applicable,  (i 09-1 17  et  253-254). 

La  continuité  d'une  fonction  et  de  toutes  ses  dérivées  dans  un  intervalle  réel 
ne  suffit  pas  pour  que  la  fonction  soit  développable  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable.  Il  sufût,  pour  le  montrer,  de 
considérer  les  exemples  suivants  : 

i**  La  fonction 

r  =  «> 


où  les  quantités  a    décroissent  indéfiniment  et  ont  pour  limite  zéro  quand  p 
augmente  indéfiniment; 
1*  La  fonction  connue 

p(a;)  =  e    •»*. 

Appell  (P')*  —  Développement   en    série  d'une  fonction  holo- 
morphe  dans  une  aire  limitée  par  des  arcs  de  cercle,  (i  18-124). 

Désignons  par  ^{x)  une  fonction  uniforme  de  la  variable  imaginaire  x  ayant 
un  point  singulier  essentiel  à  l'infini,  un  pôle  du  premier  degré  au  point  x  =  Oy 
et  une  infinité  d'autres  pôles  tous  du  premier  degré  : 

a,,  a,,  . . . ,  a^,  ...     (  lim  a^  =  «  pour  r  =  x  ), 

et  soient  i  le  résidu  du  pôle  x  —a,  R^  celui  du  pôle  x  =  a^.  Considérons  une 
aire  S  à  contour  simple  limitée  par  n  arcs  de  cercle  C,,  C,,  ...,  C„,  tournant 
tous  leur  convexité  vers  Tintérieur  de  Taire  et  ayant  pour  centres  respectifs  les 
points  a,,  a,,  .  /.,  a^.  Supposons  en  outre  que,  lorsque  ;le  point  x  est  situé  dans 
l'aire  S,  tous  les  points 

X  -h  Cl^y  wC  4-  a^f  . . . ,  X  -h  a^,  . . . 

soient  situés  à  l'extérieur  de  Taire  S  et  à  Textéricur  des  cercles  auxquels 
appartiennent  les  axes  C,,  C^,  ...,  C^.  Cela  pose,  on  a,  comme  répondant  à 
Téooncé  donné  dans  le  titre. 


k  =  n  I»  =  • 


A'o»'-f.Al,»»-f-...-t-A'«'  =  o. 


A  la  fin  du  Mémoire  se  trouvent  examines  des  cas  particuliers  cl  aussi  Té- 
valuation  du  reste. 
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Meyer{F.),  —  Sur  l'apolarilé  et  les  courbes  rationnelles.  (laS- 

Noelher  (M,).  —  Supplément  à  la  Note  sur  les  courbes  algé- 
briques transformables  en  elles-mêmes  par  un  faisceau  de  trans- 
formations univoques.  (i38-i4o). 

Klein  (/'^).  —  Nouveaux  compléments  à  la  théorie  des  fonctions 
de  Ricmann.  (i4i-2i8). 

Suite  des  rerherclies  que  Tautcur  a  publiées  à  Leipzig  en  1881  dans  Técrit 
intilulc  :  Ueber  Jiiemann's  Théorie  der  algebraisclien  Functionen  und  ihrer 
Intégrale. 

Dans  la  première  Section,  Tauteur  discute  la  forme  la  plus  générale  de  U 
surface  de  Uiemann,  variété  fermée  et  à  deux  dimensions,  avec  une  expression 
diflfércnticlie  déUnie  donnée  ;  il  donne  la  démonstration  de  l'existence  sur  ces 
surfaces  d'une  fonction  potentielle. 

La  seconde  Section  s'occupe  de  l'explication  du  principe  de  la  continaatioa 
analytique,  principe  qui  permet  d'étendre  une  fonction  complexe  du  lieu,  uoi- 
voque  à  Tintéricur  d'une  variété  de  Hiemann,  à  de  nouvelles  régions  en  géoéral 
en  nombre  infini.  Les  formes  particulières  que  revêt  ce  principe  dans  le  cas  des 
surfaces  régulières  et  des  surfaces  symétriques  sont  étudiées. 

Le  problème  de  la  détermination  des  fonctions  univoques  admettant  des 
transformations  linéaires  se  trouve  posé  dans  la  troisième  Section.  On  examine 
tout  d'abonl  les  fonctions  qui  demeurent  invariables  par  les  répétitions  d'une 
seule  et  même  substitution  linéaire;  puis  on  revient  à  nouveau  sur  les  divisions 
en  régions  déjà  traitées  cl  (|ui  résultent  de  la  considération  des  corps  régulier?, 
des  fonctions  doublement  périodiques  et  aussi  de  la  reproduction  symétrique 
d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  des  arcs  do  cercle. 

Dans  ce  cas,  l'auteur  s'occupe  [)lus  spécialement  de  l'élude  de  la  détermination 
dos  fonctions  pour  Ies(|uellos  un  cercle  réel  est  la  limite  naturelle.  Après  avoir 
découpé  la  surface  de  Kiomann  do  genre />  et  à  n  points  de  ramification,  l'auteur 
montre  quels  sont  les  domaines  fondamentaux  pour  la  fonction  t,  ct>rre>pondanl 
à  ce  mode  de  division  ot  il  établit  ce  théorème  (juc,  jiour  des  cercles  fonda- 
monlaiix  donnés,  un  toi  domaine  dépond  do  (îp  -\-  2/1  —  i  constantes  arbitraires. 
Il  reconnaît  ensuite  qu'il  n'y  a  en  réalité  que  (\p-\-in  —  (i  constantes  indé- 
pendantes. L'emploi  de  la  mélliodc  dos  variations  des  constantes  permet  d'arriver 
à  des  résultats  plus  généraux. 

Dans  la  quatrième  Section  est  indiquée  la  démonstration  du  théorème  fon- 
damental suivant  :  «  Sur  toute  surface  de  Ricmann  existe  toujours  une  et  une 
seule  fonction  normale  de  type  quelconque  donnés    » 

Kniin,  dans  la  dernière  Soclitm,  l'auteur  compare  les  nouvelles  fonctions  t, 
avec  les  fonctions  elliptiques  et  cotlo  comparaison  permet  de  comprendre  s«»u> 
une  forme  com[)Ièlemont  générale  l'élude  des  modules  des  surfaces  de  liicniann. 

Slaudc  (O.).  —  Sur  les  polygones  géodésiques  situés  sur  les  sur- 
faces du  second  dcgrc.  (auj-'^.j'i). 
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Dans    BU   travnil  priicéd^ni    întiluté  ;   Ueber  Faden-Canitractionm  dtt 

lUpéoïdê,  l'auteur  avait  donni^  imc   hri\t  application   des   inl^gnites  li^per- 

'Iptiquu  aux  syslfini^s  de  iur(ai^«»  itu  «rccind  dr^it. 

U  «mploie  ici  lej  mém»  c»ii»idérations  A  l'étude  du  problème  Ae  fi^ritieturR 
I  polrsnpe*  giiodi^jii|ue9  situas  snr  les  aurraces,  problème  anulofiue  ft  criui 
li^  par  Ponrpict,  pour  les  couiqu»,  An  moyen  de  l'équation  dilFiiriMitidlc  de 
lobi,  H  arrive  A  établir,  pour  l'ellipsoïde  tout  d'abord,  des  lli^orèmei  relatiri 
[  paljgnaes  fcrincï  eîironscrits  à  une  ligne  de  courbure  et  inierîu  dans  une 
\tt.  Les  dilKreDtei  formes  de  polygonM  géodi^siqun  le  trouvent  établis.  Ces 
iherchcs  s'£tcndent  immùdialemenl  à  l'Uypei'boloIde  A  deux  nappes;  l'bjper- 

■loldc  A  une  nappe  eiige  dc9  considérations  spéciales. 

Sois-neymond  (P.).  —  Sur  la  multiplication  de  Dcspevroiis 
lour  l'équation  dilTérciilieUc  elliptique.  {•iSj-260). 


\neper  {A.).  —  Reinarqm 
Surfaces.  (ati-'agS). 


•  quelques  Irai 


On  peut  considérer  les  transformations  connues  d'uuc  surface  en  s»  polaire 
:>proque,  en  sa  podairc  et  inverscniont,  la  traustormalion  par  rayons  vecteurs 
Jproqucs  et  aussi  une  transformation  donnée  par  Catalan  cooimc  des  cas 
irlicnlîers  du  problème  plus  général  suivant  :  •  [-es  points  correspondants  P  et 
d<  deux  surfacos  5  et  S,  doivent  relativement  A  un  point  lîxc  O  se  currcs- 
indre  de  telle  sorte  que  le  plan  passant  par  0>  I*  et  P,  contienne  les  normales 
Ui  points  P  et  P,  aux  surface*  S  et  5,.  ■ 

Apris  avoir  établi  les  équations  générales  résultant  de  ces  conditions,  l'auteur 
complètement  ses  résultats  et  traite  de  plus  ces  deux  problèmes  par- 

1*  Les  angles  que  les  rayons  vecteurs  OP  et  OP,  fout  respectivement  avec 
nnrmales  doivent  être,  ou  bien  égaux,  ou  complémentaires. 
3*  Sous  quelles  conditions  corrcipondenl,  parune  telle  transformation,  A  des 
iurbes  dn  courbure  de  la  première  surface  des  courbes  de  même  espère  sur 
féconde  surface. 

tntor(S.).  —  Sur  une  configuration  (3,  3),  et  sur  les  courbes 
unicursalcs  du  qualrlème  ordre.  {a99-3o3). 

tiantité  des  nombres  premiers,  {^o^). 
llémoire  de  l'auteur  cunlcnu  dans  le  Iroi^iinic  Volume 


xrnack  [Ax.).  —  Application  de  la  série  de  Fourier  à  la  ihi'orie 
d«8  fondions  d'une  variable  complexe.  (3o5-3a(i). 

Ce  théorème  fondamental  que  toute  fonction  régulière  d'une  variable  romplcxe 
lit  être  représenlable  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

k  variable,  i  l'intérieur  de  la  région  pour  laquelle  elle  est  déHnic,  se  trou>e 

démontré  de  la  façon  directe  suivante  : 
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Soit  une  fonction   tv  =:  ix  +  iV  donnée,  univoqae  et  conlinue  i  llntérieir 

d'une  portion  du  plan  ;  on  suppose  que  ses  dérÎTées  premières  par  rapport  à  jrel 

à  y  sont  aussi,  dans  la  même  région,  univoques  et  continues,  et  qu'elles  Mtiafctt 

aux  équations 

/^i»    _  au       dv    _      du 

dy  ~~  0x      Ox  ~      ùy 

Si  Ton  iniaKÏneun  système  de  cercles  concentriques  autour  d'un  certain  poiit 
3,  ^  et  situés  à  l'intérieur  de  la  région  donnée,  sur  uo  quelconque  de  ces  cercks 
les  fonctions  m  et  t'  seront  représentables  par  une  série  de  Fourier,  puisqu 
ces  fonctions  ne  sont  pas  seulement  continues,  mais  qu'il  en  est  de  même  de 
leurs  premières  dérivées.  On  peut  donc  poser 

k    • 
M(r,  8)  ^  \lî>,4-  V  (-1.^  sinAe-T-lU>4  cosAB), 

k.ï 

k=^m 

v>(/-,  0)  =  K^  4-  N    (  Afc  sinAO-h  B^  cosAÔ), 

k=ï 

uù  les  coefficients  se  présentent  sous  la  forme  connue  d'intégrales  de  Fooricr. 
Des  équations  aux  dérivées  partielles 

ou        I   t)\^  _         Os^        I  ()u  _ 
on  peut  déduire  des  équations  de  la  forme 

cL  Ton  CQ  déduit  par  de  simples  transformations  le  système 

/•  — h  A  H.  —  0,    /•  -   ■-  —  A  Vu  -  -  o,     /•  —^  —  A  llî).  =  <),     /•  — -i  -f-  A  -A.L  =  «. 

Or  '  Or  *  Or  *  Or 

II  en  résullc 

"l'i  --■  -  Ci  /•*  -h  Di  r  »,    \\\  ^  C,  r*  4-  D,  r-*, 
A,  --:=       C,  r^--\y,  r  S     W,  .-_.  C^-r^-i-  Dk/-*, 

où  Cj,  ci,  Dj,  D'k  sont  des  constantes.  Les  dernières  doivent  être  nulles  si  l'f»» 
u  affaire  pour  /•  =  o  à  une  fonction  linic;  on  a  donc 

k  =  » 
w  --  u  4- 1 v  ■---  (\~^  iC;  -^  V  (  Q  -f-  iC'a  ;/•*  r »'. 

Dans  son  Mémoire  l'auteur  nonsidcre  aussi  le  cas  où  existent  des  pMe^;:  il 
s'oceiipe  de  la  détermination  des  conditions  à  imposer  aux  fonctions  et  enliu 
de  la  formation  Hune  fonction  pour  laquelle  on  a  donne  les  valeurs  le  Ion;: 
du  ne  circonférence 
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Pringsheim  {A,).  —  Sur  la  multiplication  des  séries  non  absolues. 

(327-378). 

NouTelles  conditions  sans  lesquelles  subsiste  la  règle  de  multiplication  de 
Cauchy  pour  deux  séries  infinies,  dans  le  cas  où  aucune  des  deux  séries  n'est 
absolument  convergente. 

Sturm  (/?.).  —  Un  théorème  analogue  à  celui  de  Gauss  sur  la 
iourbure  des  surfaces.  (379-384). 

Prenons  le  point  P  de  la  surface  pour  centre  d'une  sphère  qui  détache  sur  la 
surface  une  courbe  /?,  construisons  la  représentation  sphériquc/?'  de  cette  courbe 
obtenue  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  en  menant  par  son  centre  les 
rayons  parallèles  aux  normales  à  la  surface  le  long  de  la  courbe  p',  la  limite  du 
rapport  des  deux  périmètres  p'  et  p  est  égale  précisément  à  la  courbure 
moyenne  de  la  surface 

2  (ïï;  "^  hJ* 

Wiltheiss  (E.),  —  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions 
hyperelliptiques  de  deux  arguments.  (SSS-SgS). 

Noether  {M.).  —  Sur  une  surface  du  sixième  ordre  de  genre  —  1 . 
(399-41.0). 

Lûroth  («/.).  —  Sur  un  développement  univoque  des  nombres  en 
série  infinie.  (4i  1-4^3). 

Konig  (y.).  —  Compléments  à  la  théorie  des  équations  algébriques. 
(424-433). 

§  1.  Les  résolvantes  d'une  équation  donnée. 
§  3.  Critériums  généraux  de  solubilité  algébrique. 

§  3.  Sur  les  facteurs  irréductibles  dont  le  degré  est  puissance  d'un  nombre 
premier. 
§  4.  Sur  une  classe  spéciale  d'équations  solublcs  algébriquement. 

Meyer  {Franz).  —  Une  nouvelle  forme  canonique  des  groupes 
de  formes  binaires.  (434-43o). 

Meyer  {Franz).  —  Un  théorème  sur  les  identités  linéaires  entre 
les  carrés  des  formes  binaires.  (44 1-445)' 

En  général  c/  +  i  formes  binaires  de  degré  d  déterminent  d'une  façon  uni- 
voque 2* —  (rf-f-i)  =  5  autres  formes  de  même  espèce,  les  Ô  formes  ainsi  ob 
tenues  étant  telles  que  non   seulement  entre  les  2*  formes  ainsi  clablies,  mais 
aussi  entre  leurs  carrés,  il  existe  5  identités  linéaires. 
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Sturni  (ft,).  —  Sur  le  facteur  inU'grant  de  l'équation  différentielle 
elliptique.  (446-453). 

Discussion  du  fuclcur  intégrant  pour  la  forme  générale  de  l'équation  diffé- 
rentielle et  remarques  hisioriques  sur  les  travaux  d'Euler,  Lagrangc,  D<rspeyroDS. 

Koenif(sberger  (L.).  —  Remarque  sur  la  forme  des  intégrales 
algébriques  des  équations  différentielles  linéaires.  (454-456). 

Slurm  (//.).  —  Sur  les  courbes  situées  sur  la  surface  générale  du 
troisième  ordre.  (457-5 1 4). 

Ilorbcrriics  détaillées  sur  les  limites  du  genre  des  courbes  de  degré  dooné 
tracées  sur  une  surface  cubique,  et  aussi  sur  le  nombre  des  espèces  possibles. 

(U>mnie  supplément  à  son  Mémoire,  l'auteur  examine  les  courbes  tracées  sur 
deux  surfaces  particulières  du  quatrième  ordre. 

Sc/iiir  (-A'.).  —  Sur  un  théorème  relatif  au  système  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre  et  sur  un  complexe  du  deuxième  ordre 
qui  se  présente  dans  cette  question.  (SiS-Sa^). 

Mevcr  (F,),  —  Un  nouveau  principe  de  transport  pour  les  formes 
binaires  dont  Tordre  n'est  pas  un  nombre  premier.  (528-544). 

Can(or{G.).  —  Sur  les  ensembles  infinis  et  linéaires  de  points. 
Cinquième  article.  (544-591). 

Dans  ce  travail  l'auteur  se  propose  de  condenser  et  de  généraliser  les  ré- 
sultats qu'il  avait  jusque-là  obtenus  dans  la  théorie  des  ensembles. 

Considérations  de  caractère  un  peu  philosophique  sur  l'infini  et  la  généra- 
H'^alion  dont  est  suscepliblc  rinfiui. 

Définition  des  classes  de  nombres,  de  leur  puissance.  Considération  des 
systèmes  bien  définis  et  des  systèmes  bien  ordonnés. 

L'auteur  s'occupe  enfin  des  opérations  arithmétiques  eflTectuées  sur  les  nonibfM 
infinis  et  montre  que  les  puissances  des  diflTérentes  classes  de  nombre  forment 
un  système  bien  ordonné. 

Ax.  H. 
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TomoXlX;  i88'i(»). 

(^avlcv,  —  Sur  les  coordonnées  curvib*":nes.  (  i-?. i). 

(')  Voir  rUtUctin,  VIII.,  'r,. 
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Ce  Mémoire  se  rapporte  à  un  travail  de  M.  Warren:  Exercises  in  curvilinear 
and  normal  coordinateSj  inséré  dans  les  Transactions  philosophiques  de  Cam- 
bridge (t.  XII,  p.  4^3;  1877).  M.  Cayley,  par  une  marche  très  simple,  établit, 
dans  le  cas  des  coordonnées  quelconques,  six  équations  difTérenticlles  obtenues 
par  M.  Warren  dans  le  cas  des  coordonnées  orthogonales. 

Soient  j:,  ^,  z  et/?,  g^  r  deux  systèmes  de  coordonnées;  désignons  par  les 
indices  i,  2,  3  attribués  à  une  quantité  quelconque  les  dérivées  de  cette  quantité 
prises  par  rapport  à  />,  ^,  r  et  soit 

dx'-h  dy'-h  dz'=  (a,  6,  c, /,  ^,  h){dXy  dy,  dz)'. 
Les  six  combinaisons 


^1-+-C,3 

^/.3' 

^.-^«.3 

^    é'„» 

««-+-^. 

2  ^„, 

<^i,-»-''n 

««        /..' 

^,  -+-  /u  - 

K  —  ff.2> 

/„  -+-  ^,3 

c.,            ^31 

s'expriment  au  moyen  des  premières  dérivées  des  quantités  a,  b,  c,/t  g,  h  et 
de  ces  quantités  elles-mêmes.  Ce  sont  ces  expressions  qu'a  établies  M.  Cayley. 
(  Cf,  Lamé,  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignesy  p.  76,  etc.  ) 

Glaisher.  —  Sur  certaines  formules  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (22-38). 

On  a  rendu  compte,  dans  la  première  Partie  du  Bulletin,  de  ce  travail  et  de 
plusieurs  autres  insérés  dans  le  Quarterly  Journal  sous  des  titres  analogues. 

Cayley,  —  Note  sur  les  solutions  normales  d'un  système  d'équa- 
tions linéaires.  (38-4o). 

Legoux,  —  Sur  une  application  d'un  déterminant.  (4i-43). 

Résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  en    partant   de 
celte  remarque,  due  à  M.  Glaisher,  que  le  déterminant 


X         a^    a^    ...    a„_, 


«I        «.    «, 


est  le  produit  des  facteurs  linéaires 

a:  +  a,  u>  -h  a, u>'  -4-  . . .  +  a^_,  w"-', 


a:  -h  a,  w" -I-  0,10»" -4-  ...  -h  a,^,  «•("-«% 
où  Câ)  est  une  racine  primitive  de  Téquation  a?"—  i  =  o. 

Jeffery.  —  Sur  les  cycloïdes  et  les  Irochoïdes  sphériques.  (44-6^)< 
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Calcul  des  rayons  de  courbure;  rectification,  quadrature,  développées,  elc, de 
ces  courbes. 

I^mb.  —  Sur  les  forces  auxquelles  est  soumis  un  solide  qui  se 
meut  dans  un  fluide  indéfini.  (66-70). 

Expression  des  composantes  suivant  les  axes  coordonnes  de  la  résultante  et 
de  l'axe  du  roupie  résultant  des  forces  dues  à  la  pression,  déduite  des  formnlei 
fondamentales  de  Tllydrodynamiquc. 

Gtaisher.  —  Expressions  de  arg,  snx  cl  de  (arg.  snjr)'  au  moyen 
d'intégrales  déPinies.  (^i--^)* 

Cox.  —  Sur  les  systèmes  de  cercles  et  les  quartiques  bicirculaires. 

(74-124). 

L'auteur  définit  l'addition  et  la  multiplication  de  deux  cercles  dans  le  sens 
des  idées  émises  par  Grassmann  dans  son  Ausdehnttngslehre.  Si  S^  S,,  S,  sont 
les  puissances  d'un  point  quelconque  par  rapport  aux  trois  cercles  C,,  C,,  C,et 
si  Pf  q  sont  des  nombres,  Fauteur  écrit 

si  l'on  a  identiquement 

le  produit  de  deux  cercles  est  la  diff/^rencc  entre  la  somme  des  carrés  des  rayons 
et  le  carré  de  la  distance  des  centres. 

L'addition  est  une  opération  associative  et  commutative;  la  multiplication 
est  commutative  et  distributivc.  L'auteur  étend  par  ces  considérations  à  la  fi- 
gure formée  par  trois  cercles  qui  passent  par  un  môme  point  diverses  propriétés 
relatives  au  triangle  ordinaire.  II  donne  ensuite  la  réduction  de  TéquatioD  gé- 
nérale d'une  quarticjue  bicirrulairc  et  démontre  les  propriétés  les  plus  connues 
de  cette  courbe. 

Forsytli,  —  Note  sur  une  équation  différentielle  due  à  Ruminer. 

(iii5-i3i). 

En  parlant  de  l'équation  dilTérentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle 
satisfont  les  quantités  K  et  K'  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de 
l'équation  difl*érenticlle  du  troisième  ordre  que  vérifie  ce  rapport  de  deux  soln- 
tions  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre,  l'auteur  établit  la  relatinn 
connue 

I    fiq  _     r'  I 

7  de   ~~    \k^    c(i  —  r  ) 
où  c  —  k*. 

Cffv/ry.  —  Sur  les  srnii-invarianls.  (i.W-i3()). 
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Si  l'on  considère  la  suite  indéfinie  des  formes  binaires 

(a,  6,  c)(j7,  >')•    {a,  b,  c,  d)ix,  ;yyj     ..., 

un  semi-invariant  en  une  fonction  des   quantités  a,  b,  c,  ...,  qui    se  réduit   à 
zéro  par  l'opération, 

âb  de  ad 

M.  Cayley  montre  comment  on  peut  déterminer  le  nombre  des  semi-invariants 
asyzygétiques  de  degré  et  de  poids  donnés. 

Anglin.  —  Expression  de  l'aire  d'un  quadrilatère  convexe  dans 
lequel  on  donne  la  somme  de  deux  angles  opposés.  (i38-i39). 

Stearn.  —  Note  sur   l'énergie  de   déformation   dans  un    solide 
isotrope.  (i4o)' 

Glaisher,  —  Note  sur  le  temps  de  descente  d'un  arc  de  parabole 
verticale.  {\/\\-\^^). 

Ce  temps  s'exprime  par  des  intégrales  elliptiques;  la  réduction   est  effectuée 
par  l'auteur  d'une  façon  très  simple. 

Glaisher,  —  Sur  un  système  d'intégrales  contenant  des  fonctions 
elliptiques.  (i45-i57). 

Mac-Mahon,  —  Sur  l'équation  différentielle 


(158-182). 

Si  l'on  pose 


-1  -1  -1 

X    '  dx  -^\      dy  -r-Z      dz  =  n. 


X  =  A  +  3Bx4-3Cj7»-t-  Dx\ 
Y  =  \-h3By-h3Cy'-+-  Dy\ 
Z  =r  A-h3Bs4-3C5»H-D5', 


l'équation 

XYZ  =  [A-h  B(x-hjK  -+-  5)-4-  C{xy  -\-yz  -\-zx)-h  \)xyz]\ 

où   Ton  regarde  z  comme  une  constante  arbitraire,  est  l'intégrale  générale  de 

l'équation 

-  i  _1 

X"  ^  dx  -h  Y    *  dy  =  o. 

Cayley,  —  Note  sur  le  précédent  Mémoire.  (182-184). 

M.  Cayley  montre  que  le  résultai  obtenu  par  M.  le  capitaine  Mac-iMahon  se 
déduit  du  théorème  d'-Vbcl  en  écrivant  (juc  trois  points  d'une  cubique  sont  en 
ligne  droite. 

Duil.  des  Sciences  niathém.,  a*  série,  t.  1\.  (Juin  i885.)  H.  10 
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Johnson.  —  Note  sur  le  triangle  sphérîque  et  les  fonctions  ellip- 
tiques. (i8j-i88). 

(^)u<iii(l  on  déduit  le  tlioon'inc  d'addition  des  fonctions  elliptiques  de  la  for- 
mule fondu  mentait*  de  Trigonométrie  sphêrique,  on  suppose  habituellement  le 
iiioduli;  A'  inférieur  à  i  et  Tun  des  angles  du  triangle  sphérique  obtus: 
M.  Johnson  montre  comment  on  peut  s'affranchir  de  celte  restriction. 

Noie  sur  les  Acta  3fathematica,  (189). 

fiassct,  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  à  rintérieur  et  à  Texté- 
rieur  dt*  cylindres  dont  les  sections  transverses  sont  les  courbes 
inverses   d'ellipses    homofocales    par    rapport    à    leur    centre. 

(jlaishct\  —  Note  sur  la  décomposition  d'un  nombre  en  une 
somme  de  <leu\  ou  de  quatre  carrés  impairs.  (2 12-21 5). 

Sur  les  relations  entre  les  décompositions  des  nombres   4N  et   aN   en  udc 
somme  de  quatre  ou  de  deux  carrés. 

Giais/icr.  —  ïbéorèmes  relatifs  à  la  somme  des  diviseurs  impairs 
d'un  nombre.  (216-223). 

L'auteur  désigne  par  A(n)    cette   somme   et   indique   diverses  relations  où 
fifîurc  celle  fonction  :  par  exemple,  on  a 

A(i)A(/i  -    i)~  A(3)A(n-3)H-...  -+-A(/î  -i)A(i)=  2"^'xS, 

où  n  est  un  nombres  pair  divisible  par  2'"  cl  non  divisible  par  2'"+''  et  où  S  est  la 
soiiifiie  des  euhes  <li's  diviseurs  impairs  de  ri. 

L'une  (les  formules  de  M.  (îlaishcr  est  déduite  de  l'identité 

Ç  f  I  1  7  -r-  •''>^('>)f/'  -•■  .'>  'y  (  .')  )(/'--"...      _    1  -H  7  7'  -h  '-î '»  7*  -H  4  77'*  -f-  .  .  • 

TT^Tt-^^  ("^^7'  -^  'f  (  ■'>  ')  7*  -=-•••     "         1  — 7'-r-7--h7''-f-... 
qui  provi«'nt  elle-iuéme  de  la  relation  bien  connue 


i/  -^   -    -?7  *  -h  ->7  *   f-  .»7 


2  •» 


Cdylry.  —  Sur  la  i'ormiile  de  ÎNl.  Anj^lin  pour  les  puissances  suc- 
(•essivesdes  racines  d'une  é<]ualion  al^^ébrique.  (223-224). 

M.  C;iyl»'v  établit  celte  formule  sous  la  fornu*  <|ue  voici  : 
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où  /i„=i,oû  A,,  (il  m)  est  la   somme  des   produits   homogt'nos  d'onire  i  des 
racines  de  Téqualion 

a?*"— /?,a:'"-'-+- ...  -h(—  !)"*/?,„  —  o, 

où  enfin  les  sommes  qui  figurent  comme  coefficients  des  puissances  <Ie  x  sont 
continuées  jusqu'aux  termes  qui  conviennent  p^  ou  A,. 

Greenhill.  —  Revision  des  chapitres  XXIV  et  XXVI  du  pre- 
mier Volume  des  Fonctions  elliptiques  de  l.egendre.  (i25- 
242). 

Ces  Chapitres  sont  rédigés  à  nouveau,  avec  la  notation  moderne:  ils  sont 
ainsi  grandement  simplifies. 

Prost.  —  Sur  certaines  intégrales  définies  relatives  aux  fonctions 
sphériques.  (242-256). 

Ces  intégrales  sont  obtenues  en  comparant  deux  formes  d'un  potentiel,  par 
exemple  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  de  révolution  relatif  à  un  point  de  l'axe  de 
révolution,  tel  qu'on  l'obtient  par  un  calcul  direct  et  l'expression  de  ce  potentiel 
déduite  de  celle  qui  convient  pour  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Lodge,  —  Sur  la  solution  de  l'équation  générale  du  quatrième 
degré  (257-262). 

La  méthode  de  résolution  repose  sur  le  fait  analytique  dont  M.  Legoux  était 
aussi  parti. 

Routh,  —  Méthode  pour  exprimer  une  constante  arbitraire  parti- 
culière au  moven  des  données  initiales  dans  la  solution  d'une 
équation  différentielle  linéaire.  (262-292). 

L'équation  est  supposée  à  coefficients  constants.  L'auteur  traite  le  cas  où  l'on 
connaît  Tune  des  racines  (simple  ou  multiple)  de  Téquation  déterminante  sans 
connatlre  les  autres. 

Forsyth.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires,  en  parti- 
culier sur  celle  que  vérifie  la  série 

Y£  »-'-*Trr  -r-  I  )£(£-+-  Ij 

(292-337). 

Ce  Mémoire  contient  une  étude  de  la  série  ci-dessus,  les  relations  entre  de 
telles  séries  pour  ries  valeurs  contigiirs  des  «iiénionls  a,  fi,  0,  y?  s,  diverses  for- 
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luiiics  soiiiiiiulitircs  anal(»gues  à  celle  que  voici: 

V      V      V  M«v?5TF(a,  fi,r,j:) 
a  ;  1    ,S  -    I    Y     I 

m       «    ;)  —  «0     /•  =  • 

►  7  >      X'*'t'Pi'^^- ; r    ; r » 

^^       Jmà      Àaà  r  -\-  m  —  il  p  —  il   (i  —  u )""^* 

m       0     /»  -  -  1       /•  =  I 

l>uis  r('\|»n'S«<ioii  t\o  la  (Icriiiôrc  solution  d'une  équation  différentielle  lioéaiic 
d'onlro  n  au  moyeu  des  /i  —  i  autres,  Tapplication  à  l'équation  diffcrcntielleli- 
iii'-iiin.'  (lu  troisième  ordre  que  vérifie  la  série  hypcrgéométrique  du  second  ordre 
de  la  mêtiinde  employée  par  M.  Kummer  pour  l'équation  de  Gauss^  enfin  la  for* 
iiialion  de  l'équation  din'érenticlle  à  laquelle  satisfait  le  quotient  de  deux  sokh 
tioiis  d'une  éiiuation  difTérentielIc  linéaire  du  troisième  ordre. 

Muc-M<th()n,    —   Sur   la    forme    canonique  due    à    M.   Cayley. 

(337-^1). 

I'2xpressi()u  au  moyen  des  semi-invariants  d'une  forme  binaire  du  n'*"  ordre 
des  eoeflirieiits  de  ré<{uatiun  correspondante  où  l'on  a  fait  disparaître  le  terme 

(lu  {n  —  1)'*""  ordre. 

Titrkrr,  —  Sur  le  cercle  de  la  raison  triple.  (342-348). 

(l'est  un  eerele  qui  intercepte  sur  les  c^^tés  d'un  triangle  des  segments  pro- 
portionnels aux  cubes  de  ses  côtés. 

Ji(iss(*t.  —  Sur  certains  problèmes  physiques  relatifs  aux  surfaces 
iiivtiscs  (les  ellipsoïdes  de  ivvolution.  (349-374)' 

//////.  —  Sur  (|uel(]ues  intégrales  abéliennes. 

l-]\aineii  des  eio  dans  les(|uels  Téquation  différentielle 

(/^,  dx^  _ 

où 

admet  une  inti'^rale  ai^éliritjue. 

Larnmr.  —  Sur  les  liiriies  de  striction.  (38i-384). 
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MONATSBERICHTE   der   Kôniglich    Preussischen   Akademie   der   VVissen- 

SCIIAFTEN  ZU  BeRLIN. 

Année  1880  (*). 
Kronecker,  —  Sur  rirréductibilité  des  équations.  (i5;)-i6i>.). 

L*auteur  énonce  au  début  la  proposition  que  voici  : 

Soit  F(x)  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  la  variable  j?,  soit  v^, 
le  nombre  de  racines  (distinctes  ou  égales)  de  la  congruence  F(  x)^  o  (  mod  p), 
la  somme 


2 


V^i»--- ', 


étendue  à  tous  les  nombres  premiers  /?,  tend,  lorsque  le  nombre  positif  w  s'ap- 
proche de  zéro,  à  devenir  proportionnelle  à  log  —  et,  d'une  façon  plus  précise, 


w 
à  devenir  égale  à  log—  multiplié  par   le  nombre  de  facteurs  irréductibles  de 

F(;r). 

M.  Kronecker  introduit  ensuite,  pour  certains  nombres  premiers,  la  notion 
de  densité  :  si  /?^  désigne  chaque  nombre  premier  pour  le(|uel  !a  congruence  ci- 
dessus  admette  k  racines,  la  densité  Dj  des  nombres  /?j  sera  la  limite  du  rap- 
port à  log  —  de  la  somme 

iV 

en  sorte  que,  en  vertu  du  théorème  énoncé,  les  équations  irréductibles  F(a7)  =  o 
sont  caractérisées  par  l'équation 

k  =  n 
k=:l 


1 


Il  rattache  la  démonstration  du  théorème  fondamental  pour  le  cas  des  équa- 
tions relatives  à  la  division  du  cercle  aux  travaux  de  M.  Kummer  {Journal  de 
LiouvillCj  t.  XVI,  §  VIII).  Il  donne  enfin  quelques  indications  relatives  à  ces 
équations  F(j:)  =  o,  à  coefficients  entiers,  qu'il  a  étudiées  dans  une  Communi- 
cation déjà  ancienne  {Monatsberichte,  juin  i86j),  auxquelles  conduit  la  consi- 
dération des  modules  singuliers  des  fonctions  elliptiques;  la  théorie  de  ces 
équations  se  lie  à  la  recherche  du  nombre  de  classes  de  formes  quadratiques 
ax*-\-  bxy  -\-  cy*  qui  admettent  un  même  discriminant  négatif  D  =  b^ — !\ae. 

Oppolzer.  —  Sur  les  éclipses  du  Schu-King.  (i()6-i85). 

Kronecker.  —  Sur  les  restes  de  puissances  de  certains  nombres 
complexes.  (4o4-4^>7)- 


(•)  Voir  Bulletin,  i.  Vï,,  p.  :>'|3. 
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l/aiidMir  (It'-l)ute  pur  (|iicl«iu(*s  considérations  historiques  relatives  k  la  loi  de 
rrriprurité  :  Kulor  l'a  ônonri'c  sous  la  ft>rmc  «'Icgante  qu'on  lui  donne  aujoor- 
d'Iiui  011  17S.S,  npri's  avoir  t»bscrvô  depuis  lonp;tcnips  que  les  diviseurs  premien 
d'une  fornu;  (|uaiirali(|uo  d(>  disrriniinanL  I)  étaient  contenus  dans  certaioei 
lornn.'s  linrain's  rnl)--/i:  M.  Kronecker  insiste  sur  Timportance  du  premifr 
point  de  Mie  uu({uel  lùiler  s'était  plaeé«  importance  qui  s'est  montrée  ncllemeol 
dans  ses  propnrs  n^clierclies  sur  la  tliéorie  arithniétiriue  des  modules  singuliers 
et  des  restes  de  [uiissances  des  nombres  complexes. 

Les  é((nations  abéliennes  auxtpieiles  conduit  la  théorie  des  modules  singulier^, 
permettant,  absolument  comme  ilans  lu  théorie  de  la  division  du  cercle,  de  dè- 
leiniiiH'r  de  deux  façnn>4  différentes  les  diviseurs  premiers  pour  lesquels  ce» 
éqiiatitins,  considi'rées  cunimt*  «ics  conî^ruences,  admettent  des  racines.  Ces  deux 
modes  de  détermination,  par  ridentilicalion  des  résultats,  conduisent,  f>our  le) 
<*(|uation!>  qiiadrali(|ues  à  la  hd  de  réciprocité  et,  dans  le  cas  le  plus  général  des 
équations  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle,  à  des  relations  de  n^ciprocilé 
qui,  au  moins  pour  le  cas  des  restes  cubi({ues  et  bii|ua<lratit(ues,  suflisent  poor 
itablir  complètement  la  loi  de  réciprocité  généralisée.  De  ce  poiut  de  vue,  on 
embrasse  l'enscmldc*  des  dévclopp«Mnents  donnés  par  (îrauss  dans  sa  sixième  dé- 
monstration de  la  loi  de  réciprocité  pour  les  restes  quatlratiques,  et  les  preuves 
données  par  Jac(d)i,  Kisenslein  et  quelc{ues  autres  pour  les  restes  de  puissaoces 
plus  élevées. 

M.  Kroneck<rr  développe  le  cas  des  restes  cpiadratiques,  puis  termine  en  clu- 
dianl,  comme  exemple  relatif  à  la  théorie  des  modules  sini;uliers,  l'étiuatioa 


dont  les  racines  déterminent  l'espèce  des  modules  singuliers  pour  \- — .ii. 

Opp*ilzcr.  —  Sur  la  dclcriniualion   des  grandes  anomalies  vraies 
dans  le  inoiiveineiil  ])aral)()li(jue.  (jii-5i5). 

Kirrhhojf.  —  Sur  la  nKîsure  des  coiidiictil)ililt!^s  électriques.  (<3oi- 
(ii.'V). 

Kinin'clxf'r.  —  Sur  la  (|ualrièin('  preuve  donnée  par  Gaiiss  de  la 
loi  de  récipi'ocilé  pour  les  ivîsles  quadrati(]ues.  (  68G-()q8;  S^- 

8i)o  ). 

Otle  i>reuve  est  crile  qui  se  trouve  dans  le  célèbre  Méuu)ire  intitulé  Sum- 
NUI  fin  (fttarunidarn  M'rkrfirn  sirii^ularitttn  (iSoH;.  La  source  des  identités  al- 
j;<''bi  iqurs  <pii  |»ermctlent  la  sommation  des  sérier»  de  (lauss  restait  ignorée. 

Lu  is.')-  (  Journal  lie  Creiic,  l.  17),  l>iriclilel  est  parvenu  à  celle  s<»mnialion 
par  la  considération  d'une  iiilé;;ra!e  délinie.  l'on  de  temps  aprè»^  (  i8|o  ),  C-ainliv 
obiinl  t\r.  M)n  côté  { JimriKil  de  Lious'iUr,  l.  V)  la  déu-rmination  complète  «io^ 
série?»  di"  ^iau'^'^;  c'est  dans  la  méiinule  de  <"auchy  iju«r  M.  Kronecker  trouvr  la 
véi'ilabit;  solution  du  problème  :  elle  mei  rn  «HleL  en  évidence  b'  lieu  qui  exi>t'' 
entre  la  transformation  Iin«'*aire  des  >érie>  0  el    la  détermination    ries    séric'i  il» 
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Gauss;  ce  lieu  est  même  plus  étroit  que  Cauchy  ne  l'avait  cru  :  on  peut  passer 
indifféremment  de  l'un  des  problèmes  à  l'autre.  C'est  ce  que  l'auteur  développe 
dans  la  suite. 

Après  quelques  développements  relatifs  au  théorème  fondamental  qui  concerne 
les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  M.  Kronecker  applique  la 
formule 

à  la  fonction 

où  le  module  de  u  est  supposé  plus  grand  que  i  et  où  la  sommation  s'étend  à 
toutes  les  valeurs  de  logs;  on  est  ainsi  conduit  au  développement  de  F (5)  sui- 
vant les  puissances  entières  positives  et  négatives  de  z  et,  après  quelques  trans- 
formations, on  arrive  à  la  formule  suivante 


W  r=  —  06 


où  Ton  suppose 

4t:  logi'  logu  =  I 

et  où  l'argument  de  la  racine  carrée  doit  être  pris  entre ^    et    H-  -  ;    cette 

équation,  si  Ton  y  fait 

X  =  u~*'^f    y  =  v-*y 
donne 


\/'°ei 


V  —      **^ 


(i)  4/loe-   ""^     „     ._    =  1 


où  la  sommation  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  n  depuis  — oc  jusqu'à  4-^,  et 
où 

loga7log^  =  i. 

En  supposant  maintenant 

—  lOgJ?  =  W»H > 

[A 

X  et  a  étant  des  nombres  entiers,  on  obtient  directement 

lim   (jiiv)Sj:"''^=:  -      ^      e         Vf  e'^'^dx, 

OÙ  ({xtv)  désigne  la  valeur  absolue  deixtv;  en  d'autres  termes,  si  l'on  désigne 
par 

-(7) 
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la  somme 


1 


c  ^ 


«'tendue  à  tous  les  éléments  A'  d'un  système  complet  de  restes  relatifs  au  modale 
j{x,  on  aura 

lim(aw)La:''««r^0('— V» 

de  môme 

lim  (  |x w  ) 2:^«"=  G  (^A  y 

et  l'application  de  la  formule  (i),  pourc  =i,  conduit  à  la  formule 

valable  pour  toutes  les  valeurs  de  p  rationnelles  et  purement  imaginaires. 

Les  propriétés  fondamentales  des  séries  de  Gauss  permettent  ensuite  de  dé- 
duire la  loi  de  réciprocité  de  l'équation  (q). 

M.  Kronecker  montre  inversement  que  de  l'équation  (a)  on  peut  déduire  l'é- 
quation que  l'on  déduit  de  ré({uation  (i)  en  y  faisant  z  =  ij  puis,  de  cette  der- 
nière équation,  l'équation  (i)  elle-même.  Finalement  l'application  répétée  de 
cette  même  équation  conduit  à  la  formule  la  plus  générale  de  transformatioa 
linéaire  des  séries  0,  à  savoir 

où 


n  ^:  -     00 


'V^,'='L("-^î)"+''"-'":-("  +  î)], 


OÙ  les  uoiiibres  entiers  a,  ]j,  y,  o  vérifient  l'équation  a5  —  ?Y  =  i,  où  enlin 

selon  que  fJ  -t-  o  est  impair  ou  pair.  L'ne  Communication  ultérieure  contient  quel- 
ques tiéveloppcmcnts  sur  le  même  sujet. 

TVeierstrass.   —  Sur  un   lliéor(>me  de  M.  Mittag-Leffler  concer- 
nant la  tlirorie  des  fonctions.  (707-717). 

Celle  CiOminuniealion  a  été  traduite  «lans  le  Bulletin,  ainsi  que  la  suivante. 
JT\*icrstrass.  —  Sur  In  théorie  des  fondions.  (7» 9-743 V 
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Kummer.  —  Sur  les  équations  cubiques  et  biquadratiques,  telles 
que  les  extractions  de  racines  carrées  et  cubiques  que  nécessite 
leur  résolution  s'efFectuent  rationnellement.  (gSo-gSG). 

Les  étiuations  du  troisième  degré,  à  coefficients  rationnels,  qui  ont  une  racine 
rationnelle  que  l'on  peut  obtenir  par  les  formules  de  Cardan,  en  sorte  que  les 
extractions  de  racines  s'effectuent  rationnellement,  ont  leurs  trois  racines  de  la 
forme 


ot 


,     ?  +  Tv/^^3,     fi-Yv/-3, 


a,  p,  Y  étant  des  nombres  rationnels. 

Les  équations  du  quatrième  degré  à  coefficients  rationnels,  qui  ont  une  racine 
rationnelle  que  Ton  peut  obtenir  par  la  méthode  générale  de  résolution  de  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  en  sorte  que  toutes  les  extractions  de  racines  s'efiFec- 
tuent  rationnellement,  ont  une  seconde  racine  rationnelle  et  ont  leur  quatre 
racines  de  la  forme 


ot,  p,  Y  -i-  6  y/  _  3,  Y  —  6  v/  —  3, 
a,  p,  Y,  5  étant  des  nombres  rationnels. 

Kronecker,  —  Sur  les  fonctions  symétriques.  (936-948). 

Soient/,,/,,  ...,/^  les  fonctions  symétriques  élémentaires  des  m  quantités 
J7,,  x^,  ...,  vF^  et  ^,,  g^y  '"i^n  ï^s  fonctions  symétriques  élémentaires  des  n 
quantités  ^,,y^,  ...,^„;  on  aura  identiquement 

A  =  /i  i-m 

A-  =  1  1  =  1 

Dans  cette  identité  le  premier  membre  se  présente  comme  une  fonction  en- 
tière des  fonctions /et  le  coefficient  de 

/,?/!/?  ••■ 

est  une  fonction  symétrique  des  quantités  y^,  ^,,  ...,  y^  que  l'on  peut  repré- 
senter par 


'y  /a,  b,  c,  ...,\ 


toute»  les  fonctions  symétriques  entières  de  y,,  jk^,  ...,  y^  s'obtiennent  en 
ajoutant  de  telles  fonctions;  le  second  membre  doit,  comme  le  premier,  être 
une  fonction  entière  des  quantités  /;  si  donc  on  admet,  d'une  part,  que  les 
quantités  g  sont  indépendantes  entre  elles,  que,  d'autre  part,  les  différents  pro- 
duits formés  avec  les  puissances  do  fonctions  symétriques  élémentaires  sont  li- 
néairement indépendants,  au  sens  des  congruences,  par  rapport  à  un  module 
cnlier  quelconque,  la  simple  considération  de  l'identité  (i)  montre  que  lesfonc- 
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lions  symétriques  des  x  qui  figurent  comme  coefficients  des  termes,  tels  qae 

sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  des  quantités/. 

Quant  aux  propositions  admises,  elles  se  démontrent  simultanément,  soit  par 
induction,  soit  par  cette  simple  et  importante  remarque  que,  par  la  substitution 

l'expression 

n.f\n- 

devient  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  v  dans  laquelle  le  coeffi- 
tient  du  terme  de  plus  haut  degré  est  égal  ù  i,  et  dans  laquelle,  pourvu  que 
g  soit  assez  grand,  le  degré  change  dès  que  l'on  change  l'un  quelconque  des 
nombres  a,  ô,  r,  ...,  a,  fJ,  y,  ....  11  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  se  rappeler 
qu'on  ne  peut  écrire  un  nombre  entier,  dans  une  basse  donnée  g^  que  d'une 
seule  manière.  Ce  cjuc  l'on  vient  de  dire  du  terme  du  plus  haut  degré  s'ap- 
plique d'ailleurs  au  terme  de  degré  moindre;  le  degré  minimum  est  égal  à 


sa  considération  permet  de  ranger  par  ordre  les  quantités 

Y«  /a,  6,  c,  ...\ 

^^  \*>  ?>  ï»  •  •  •/ 

une  quelconque  de  ces  quantités  précédera  une  autre,  lorsque  le  degré  minimum 
correspondant  à  la  première  sera  inférieur  au  degré  minimum  correspondaol 
ù  la  seconde.  Si  maintenant  on  considère  le  développement  du  produit 

on  aperçoit  de  suite  que  le  eocflirient 

S/V/,  6,  r,  ..    \ 

du  terme  en  v  dont  le  degré  est 

est  une  fonction  linéaire  à  cocfficienls  entiers  de  la  fonction 

^  /«,  6,  c,  ..  .\ 

^^  \^»  Vi'i^  •  •  •  / 

et  de  celles  qui  la  précèdent,  le  coelTicicnt  de    >   (    '  ^^ )  étant  égal  à  l'u- 

uité,   en  sorte  que  chaque  fonction  symétri(ïiie  <i  coefticients  entiers  des  quantités 
y.-,  y  •,  ....  Y    **st  une  fonction  entière  à  cocflicients  entiers  de*;  fonctions  S  ri 
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par  conséquent  des  quantités  g.  Ainsi  l'expression  (  i)  peut  être  regardée  comme 
une  fonction  génératrice  des  fonctions  symétriques  de  y,,  JK,,  ...»  y„. 

Dans  le  reste  de  sa  Communication,  iM.  Kroneckcr  donne  quelques  détails 
sur  le  développement  du  produit  (a);  il  insiste  sur  Timportance  du  procédé 
expliqué  précédemment  pour  ranger  les  fonctions  symétriques;  il  montre  enfin 
comment  ce  procédé  peut  se  généraliser. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  XCIX;  1884  (>). 

N°  1  ;  7  juillet. 

De  Saint-Venant,  —  Remarques  relatives  à  la  Note  de  M.  Ber- 
thot  sur  les  actions  mutuelles  entre  les  molécules  des  corps. 

L'auteur  signale  l'analogie  de  la  formule  de  M.  Berthot  {Comptes  renduSy 
3o  juin  1884,  p.  1070)  avec  celle  qu'il  a  donnée  dans  une  note  de  son  Mémoire 
Sur  la  constitution  des  atomes  {Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles j  1877-78,  p.  /|53) 

AO  =  4/>(^-^); 

r  désigne  la  distance  de  deux  molécules, /(r)  leur  action  mutuelle,/?  sa  plus 
grande  valeur  positive,  qui  correspond  à  r  =  r„y/â. 

Sylvester,  —  Sur  les  équations  monothétiques.  (i3-i5). 

Il  s'agit  des  équations  dont  tous  les  coefficients  sont  fonctions  d'une  même 
matrice  m.  On  peut  résoudre  une  telle  équation  en  regardant  x  comme  fonction 
de  m  :  en  désignant  par  n  le  degré  de  l'équation,  par  o>  l'ordre  de  la  matrice, 
on  trouvera  w"  racines  parfaitement  déterminées.  Mais  il  peut  exister  d'autres 
racines,  qui  ne  sont  pas  fonctions  de/w,  et  que  M.  Sylvesler  nomme  aberrantes. 

Ainsi  l'équation  en  matrices  binaires 

x^  —  px  =  o 

admet  d'abord  les  solutions  normales 

p  —  s  P  —  f 

X  =  0.    X  =  p.    X  =  r »     x  =  5 > 

^  r  —  s  s  —  r 

où  r,  s  sont  les  racines  laVcntes  de  p. 


(')  Voir  liulletin,  p.  '>i  du  présent  Volume. 
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Si  l'on  pose 

a    b 

^       c     a 
cilc  admet  en  outre  la  solution  aberrante 


X  — 


_  \  —\{d  —  r)  \b  1 


où  figure  une  indéterminée  et  une  seule,  puisque  X  et  {i  sont  liés  par  larelatioa 

\{d  —  r)-f-ji(a  —  r)  4-r  =  o. 

Quand  on  prend  X  —  jx,  on  retombe  sur  les  deux  valeurs  normales 


p  —  A"  p  —  r 

x  —  r- ,     x  —  s- 

r  —  s  s  —  r 


Si  l'on  a  simultanément  6  =  o,  c  =  o.  a  —  d  =  Oj  l'indétermination  reparaît: 
on  a  même  un  couple  de  racines  contenant  chacune  deux  constantes  arbitraires 
au  lieu  d'une  seule. 

Callandreau,  —  Sur  les  développements  qui  se  rapportent  à  la 
distance  de  deux  points  et  sur  quelques  propriétés  des  fonctions 
sphériques.  (23-26). 

L'auteur  se  propose  de  généraliser  la  formule  de  Laplace 

Z„=X„\'„-+-  —-^ ^  ^sinO  siuO'  cos(r'-ir) 

"  n{ /*-+- 1  )    dx    dx'  ^  ' 


-I-  , -^ -r-^  ^r^  sin^O  sin*0'  cos^i'' —  r.) -h. ... 

{n  —  I ) Ai ( «  -r  I )    dx'    dx'  V  / 

où  Z^  désigne  ro  (|uo   devient  le  poIyn<^nic  de  Legcndrc  X„(cos6)  quand  on 
remplace  cosO  (ou  J7)  par 

cosO  cosO' H- sinO  sinO'  cos  (t' —  r). 
Il  construit  des  dévcloppcmcnls 

Y^  A„\\'-hA,4^  ^,  sinO  sinfJ'P, -1- A,^  ^-(^^- sin'O  sin^O'P  -4-. . ., 

'  dx  dx  '  -  dx'   dx  '  '  ' 

où  les  cosinus  des  iiniltiplos  de  — ' — 7:,  qui  figurent  dans  la  série  de  Laplace, 

sont  remplacés  par   des  pulynùmcs  P„[cos(-' —  r  )  J    \érifiunt    la  relation  n*- 

ru  Trente 

co>(r'-^)l»„  --/;,. P,  ,-hcJ\,^. 

Le  problème  r(»ni^islc  à  déterminer  les  fonctions  \  et  \'  associées  aux  quanlilé"^ 
P,  et  les  coeflicients  numcri(|ues  A.  l/aulour  résout  complétemenl  ce  pro- 
blème :  il  trouve  ([ue  \  v«''rilic  une  é((uati(m  linéaire  du  second  ordre 


d^  \  d\ 

(fx-        ^'    dx 


(.7:  — 1')  -,        ;   f^r -i-        h\  -   (<. 
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Cesaro.   —  Sur  les  Ibnclions  holomorphes  de  genre  quelconque. 

(26-27). 

Soit  une  fonction  holomorphe,  de  genre  w,  à  facteur  exponentiel  constant 
et  n'admettant  que  des  racines  réelles  a,,  a^^a^,  ...,  différentes  de  zéro. 

M.  Cesaro  montre  que  celte  /onction  et  sa  dérivée  sont  de  même  genre,  11 
déduit  ce  beau  théorème  de  l'équation 


5«y^  ^ =0, 


/* 
qui  donne  les  racines  de  la  dérivée,  en  la  mettant  sous  la  forme 

C  -h     >     — ; =  O, 

n 

où  c  désigne  une  constante  réelle,  et  a|i  +  i  celui  des  nombres  w,  w-f-i  qui 
est  impair.  On  voit  alors  immédiatement  que  la  dérivée  a  toutes  ses  racines 
réelles,  et  (ju'entre  deux  racines  consécutives  de  la  fonction  il  existe  toujours  une 
racine  de  la  dérivée  et  une  seule,  «loù  résulte  la  proposition  énoncée. 

M.  Hermite  donne  du  théorème  de  M.  Cesaro  uae  démonstration  fondée  sur 

la  remarque  suivante  :  L'équation    ^  — — 2 —  =  o,   où    les   quantités  a,  sont 

réelles  et  rangées  par  ordre  de  grandeur,  a  toutes  ses  racines  réelles  et  com- 
prises entre  a^  et  a„^,,  lorsque  tous  les  produits  A^a„  ont  le  même  signe. 

N*2;  i5  juillet. 

De  Jonqiiières.  —  Sur  la  règle  de  Newton  pour  trouver  le  nombre 
des  racines  imaginaires  des  équations  algébriques  numériques. 

(62-()7). 

Dans  quatre  Communications  successives  (i5,  21 ,  28  juillet,  11  août),  M.  de 
Jonquières  fait  l'historique  et  la  critique  de  la  méthode  de  Newton,  pour  trouver 
une  limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imaginaires. 

Tombée  dans  l'oubli  pendant  prés  d'un  siècle,  cette  règle,  que  Newton  s'était 
contenté  d'énoncer,  n'a  été  démontrée  complètement  qu'en  i865  par  M.  Sylvcster, 
qui  a  donné,  à  celte  occasion,  deux  théorèmes  plus  généraux. 

Il  reste  toutefois  deux  points  à  éclaircir  : 

1**  Lorsqu'une  ou  plusieurs  des  fonctions  quadrati<]ues  qui  interviennent  dans 
l'opération  sont  identiquement  nulles,  quel  signe  convient-il  de  donner  à  ces 
fonctions  ambiguës  pour  obtenir  la  plus  grande  précision  possible?  .M.  de  Jon- 
<|uièrrs  montre  que  c'est  le  signe  H-. 

K"  Peut-il  arriver  que  la  limite  inférieure  indiquée  par  la  règle  de  Descartes 
\»n\v  \v  nombre  des  racines  imiiginairo<^  >oit  plus  élevée  «pie  la  limite  indiquée 
p.ir  la  rr^li*  de  Ncwlon?  La  réponse  à  cetic  (piestinn  c>t  nét;alive. 

Nnici  renoncé  dr  lit  yv^\v  de  \c\>toii,  >iniplilié  par  M.  de  Jon(|uière<«. 
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u  Etant  donnée  Téquation  algébrique  numérique 

A^a7'"H-  A,x'"'-'-f-  A,j?'"-*-+-...-l-A^j:'"-''-h...4-  A^=  o, 

on  calculera  les  valeurs  numériques  de  la  fonction  quadratique 

r  (  ni  —  r  )  *"  ' 

-  A^  —  A^,A^^,,     (r  — o,  I,  a,  ...,  m). 


r(m  —  r)  -r-  m 


et  l'on  écrira  sous  le  terme  A^iC  le  signe  -+■  si  la  valeur  de  la  fonction  est  po- 
sitive ou  nulle,  le  signe  —  si  elle  est  négative,  et  le  signe  -f-  sous  les  termes 
X^x"^  et  A^.  Autant  celle  suite  de  signes  présentera  de  variations,  autant,  au 
moins,  l'équation  aura  de  racines  imaginaires. 

SylvestCF'.  —  Sur  l'équalion  en  matrices />j:  =  r^.  (Gj--i). 

Soient/?  et  <y  deux  matrices  de  l'onlre  w.  Pour  que  lVM|ualion  px  —  Xf/  st>il 
résoluble^  les  éléments  de  p  et  <lf  q  doivent  être  liés  par  une  équation  et  une 
seule. 

Mais  on  reconnaît  aisément  que  l'équation  identique  est  la  même  en/>  ei*ti 
q;  par  suite,  les  u  racines  de  q  sont  identiques  auv  (o  racines  de  p;  on  aura 
donc,  en  apparence,  co  éuuations,  au  lieu  d'une  seule,  entre  les  éléments  de /) 
et  de  q. 

M.  Sylvester  fait  disparaître  cette  contradiction  en  montrant  que  x  est  alors eo 
général  une  matrice  vide.  Le  raisonnement  semblerait  montrer  que  j  est^idr 
dans  tous  les  cas  sans  exception  où  l'équation  px  =  xp  est  résoluble;  celle 
conclusion  est  démentie  par  des  exemples  particuliers  bien  connus.  C'est  là  ub 
nouveau  paradoxe,  dont  M.  Sylvester  donne  l'explication. 

Poincaré.  —  Sur  un  théoi-ème  de  M.  Fuchs.  (75-77). 

Dans  un  travail  présenté  récemment  à  l'Académie  «le  Berlin,  M.  Fucbsa  éludi»* 
les  conditions  pour  que  Ic-^  iiiîéur.iU's  d'unt*  étjuation  «lilTérenlielle  algëbriqu»* 
du  premier  ordre  n'aient  (|u'un  nombre  Uni  de  point<  singuliers  qui  soient  l<^ 
mêmes  pour  toutrs  Irs  intéuralos.  Il  a  donné  les  ronditions  néce'isaire>  et  suffi- 
sautes  pour  que  le  nombre  des  poinls  singuliers  de-»  inh-grdles  soit  iini. 

Si  l'on  regarde  la  variable  indépendante  comme  une  ri>n>lante.  la  relation 
algébrique  enlie  la  fonction  et  sa  dérivée  aura  un  eertaiu  senre />.  M.  Fu»  h-i  a 
examiné  le  cas  de  p  —  o  et  «le  p  -  i.  Si  />  --  t»,  l'équation  se  ramène  à  eelle  dt* 
Hieeati,  et  par  couNéquent  aux  équalii>ns  linéaires. 

M.  Poinearé  reprend,  pour  les  simplilirr.  les  ré>ultats  do  M.  Fucb^.  reUtif^ 
au  cas  lie  />  —  1  :  l'équation  est  alors  intéurable  par  tïUddralure^. 

Poursui\ant  la  discu'i>ion.  il  montre  que  >i.  pour/>  V-  i.  les  conditions  enonri^» 
par  M.  Fuelis  sont  réaiist-es.  l  int«-2rale  de  l'équation  dillVrriitielle  e^Jl  i\i<- 
brique. 

(hevK'Ct.  —  Dislriluilion  du  |>ntinlltd  «'It'Clritjue  dan;»  une  plaq'.K' 
ieclani;ulairi\  !<•>  «•h'('ln>dr>  occupant  des  po^ihons  qiiele(>n(|uo>. 

Soi'ul    ./•  -  I'.   .r       il,  }   -    <•.    ï    -  /'    !••■*   •■•piatiMU^    ih'-;   tjuatre    ••Mt»^  «I*  1^ 

pl.liplt'.  a.    -    le*  r.MUiloUM'f^   dr    1  ri»'-  t  r»  li     n«.;.«M\«'.    2  .     -     ii.-M.''i  d«'    |il'^'  !!••!• 
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positive.  On  aura,  pour  expression  du  potentiel  au  pointa?,^', 

en  posant 

/l_-+-«)  a  -f-C  1  —  2  COS  T  


^(::^'-*-0  =  }î;'""" 


a 


i:  ^ —  s  • !- J7  -^  a 


n  -     »       e  't        -\-  e  n         —  2  COS  "z 


a 

.r-f-a'  +  S/ia  .r4-«  -f-S/Ki 


r ; -  r. 


''-^-        <^  /'  -^e  h  -,rosr 


r-^-? 


"         j-  -4-  a'  -t-  î  //«  .1-  -+-  a'  -♦-  2  nn 


"--*         r  ^  4-<?  ^  —  2cosr 


N^  3;  21  juillet. 


y  ^  ?' 


FresneL  —  Comparaison  de  la  supposition  des  courants  autour 
de  Taxe  d'un  aimant,  avec  celle  des  courants  autour  de  chaque 
molécule.  (97-100). 

FresneL  —  Deuxième  Note  sur  l'hypothèse  des  courants  parli- 
culaires.  (101-104). 

Ces  deux  Noies  inédiles  ont  été  trouvt^es  au  milieu  des  papiers  d'Ampère, 
offerts  à  l'Institut  par  ses  héritiers.  L'hypothèse  des  courants  parliculaires  avait 
été  suggérée  à  Ampère  par  Fresnel,  comme  il  résulte  d'un  fragment,  écrit  de  la 
main  d'Ampère,  et  qui  fait  partie  des  papiers  appartenant  à  l'Académie. 

Tresca.  —  Etude  sur  les  déformations  géométriques,  déterminées 
par  l'écrasement  d'un  cylindre  entre  deux  plans.  (io4-i  10). 

De  Jonqiiières.  —  Sur  deux  théorèmes  de  M.  Sylvester  et  sur  la 
Règle  de  Newton.  (1 1  i-i  i5). 

Voir  plus  haut. 

Sylvesler,  —  Sur  l'équation  en  matrices /?x  =  x/7.  (ii5-ii6). 

Voir  l'analyse  de  la  Note  du  7  juillet. 

Syhester.  —  Sur  la  solution  du  cas  le  plus  général  des  équations 
linéaires  en  quantités  binaires,  c'est-à-dire  en  quaternions  ou  en 
matrices  du  second  ordre.  (1  17-1  19). 

Soient/?,  q  deux  malrircs  d'ordre  (o,  ol  p(<f)  l'ofHTiitJMir,  qni,  nppli(|ur  à 
une  aulrr  matrice  x  du  mémo  ordre,  donne  pj'f/. 


\'\'à 


Si  l'on  |)os(* 
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/'.(    )7. -*-/>.(    )'I»-^-"'-^Pni     )7»^r' 


•f   »rra    unr  niatrico   «le    rurdro  «o*.  assujettie,  par  consi^quent,  à  vérifier  qk 
<S|uatii)ii  iileiitique  (Vordre  ro',  que  M.  Sylvester  enseigne  à  former  dans  le  os 
où  ta       i. 
(^.iUtnuis^anl  oetle  êi| nation  identique 

;»_.  Hci-:-  Cï-—  1);  —  K   -  .1, 

iMi  tvsiMil  inimediateniiMil  Toquât  ion 

i:/>,r7  -  T. 


par  la  torniuli* 


Il       ,:;    _  i;-  __ 
r- — -  T. 


»^  juillet. 

■  ■  > 

.l/f vit//» />•:!.   —  Sur  la  mac  lune  anaUlique  de  Charles  Babba^. 

i*-:;»'  r.'.jk.-r.-;-.  :  .•:  'i  ■  r.*:r-i-:  r.  tft  r^:-r  ina-'h^ire  par  «uitr  df  la  nKct 
^i*'  î  ;r.^:?.:f  A-.  jk  ^=  •  r  r  .>^":*i:-  :-  r*. -■'  ;u*  i•^^  machines  a  ^alru  1er  :  Hk 
A  -.^^'..r  ;  ,;:  .-.  .  f.'  ,..  -      *     >  -*:     r>  i-. k.\:.  ;;<*>  e:   anthmrlîqaes  dimt  lesluft 


A  ■  ■  r  !  T-'  t"  \  >  ;  :   :  r  <  \  .-.ri  .>  î  :  •»  n  >  ^  a::n  «^-r  s  ou  perJufs 


. .  ^ 


.  ■>    . 


'■    Y 


■'  •■  i    .•   T..  :-■■.*    ^;    .4    ir'«:i:jli-^iii.a  ii? 
■     :     I    -■"■       --    '■!  •■■..:.  ■!  -    -u-  ^rtin-rai:  t 


-     ^  -  \ 

:           —    '  .-  i 

1  î'-î  .      !■»■  ..!      L  i:r  -  ■.:  •■" 

;■   ■  ■  L  ■*•■'■.'■  "^  ''^ 

>    ■■  ■'       •;■:■« 


J 


HliVUli  UKS  l'UBI.H.ATIONS, 


iS3 


:  d'nburd,  une  suilc  rl'drduiini'vs  v^riicalct  éqnidislantr*,  Riirmpiindanl 

difKrenu  coupli^i;  ensiiile,  tout  mu  bt,s,  une  horiioatalc  qui  servira  d'axf 

Im  abtciatM  :  enfin,  tnut  au  liuuU  une  mxivelle  horizontale  qui  «cra  lu  droîtr 

l'infini.  Sur  irliaque  «rdonnëe  correspondant  il  un  cunple  de  Ja  premién 

ppéce,   el  au   poinl  de  vue  où  eette  ordonoée  coupe   la   droite  de  l'inlini.  je 

marque  le  signe  unique  de  re  couple.  Sur  chaque  ordonnée  corrc>pondunl  à  un 

la  leconde  espi^ce.  p(  avec  une  *chp|le  siifllsainmeiit  pcLilr,  \f.  panr. 


partir  de 


abïnswi,  l 


t  longueur  ëfiile 


rapport  positiT  —  ;  et,  : 


ipérieure  de  celle   lon^fueur.  je   marque  le  signe  qui  précède  A- 

btiens  ainsi  un   nombre  total  de  points  ^Ral  au  nombre  total  de  couples  et 

irqués  chacun  d'un  signe  +  ou  — .  Ca  points  sont  W  sommeti  du  conloor; 

nr  en  avnir  le*  rtiUf,.  il  suffit  de  joindre  le  point  placé  sur  chaque  ordonnée 

point  placé  lur  l'ordonnée  suivante.  Cet  cillés  sont  de  deun  sortes  :  ceux 

4ui  joignent  deux  signes  pareils;  ceux  qui  joignent  deux  signes  dilT^i'ents.  Pour 

tesdistinguer,  je  Iraee  les  premiers  en  Irait  plein,  les  seconds  en  pûinlillé  . . . 

'horiiontalt  a,  cVst-i-dire  rhoritontalc  située  A  la  hauleur  a  au- 

dessus  de  l'ane  des  abscisses.  Cette  liorîxontalc  coupe,  en  g.^néral.  plusieurs  cûi^s 

du  contour,  les  uns  pleins,   les  autres  pointillés,  et  noire  nouveau  théorémr 

.peut  t'énoneer  aînti  : 

Lorsqu'on  multiplie  le  poljnfime/(  j;)  par  le  binftme  **-!-»,  ofi  a  csl  po- 
lUif.  le  nombre  des  variations  que  Ion  gagne  c^t  juste  éeal  au  nombre  dfs 
varialions  inévitables,  plus  le  nombre  des  cilli's  pleins  euupéi  par  l'horizontale 
noins  le  nombre  des  cAtAs  pointillés  eoupés  par  cette  m4me  horizontale. 
Si,  au  lieu  de  multiplier  par  2^  -t-  >,  on  multipliait  par  x*—  a,  il  faudrait, 
ponp  construire  le  contour,  se  servir  des  produits  partiels  de  la  multiplication 
par  **—  I.  I.'ënonré  précédent  subsisterait  alor»  «an*  auriine  modification.  >■ 

N"  ^;  1  aortf, 

'j'idén.  —  Sur  le  changement  Hr.s  pxcenlricités  dm  orbilcs  pln- 
nétaires,  dil  ii  h  mnccnlration  f\e  Ut  matière  tians  l'espare. 
(ai<)-aa3). 

Note  du  3  juin,  M.  Oyldén   a  nionlir  qii'-  Ir  pi'«btéi.i<>  c, 
proposii  par  M.  Kaye  dépend  des  éqiiaiinnv 


.-(^-i^)"- 


«ft  n,  y  désignent  les  coordonnées  d'une  planète,  r  sa  distance  a 
mUiulcuse  primordiale  de  rayon  R,  A  une  fonction  du  temps, 
anle,  qu'il  csl  naliirfl  de  représrnler  par  la  formule  pxponc 


L'intégration  <le  ce  sjsiC-mc  condui 
8lgne  par  a  ri  par  e  le  demi  grand 
Bull,  t/ei  Scienrei  maihém,.  i'  s 


■s  ronséquences  iutiïirssanles,  .Si  1' 
et  l'cxcentricili  de  l'ellipiieprimili 
:,  1\.  (Juillet  iSSJ.)  It.ii 
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c(»rrespondant  à  A  rt  o.  |>ar  a  et   par  t,  les  mêmes  éléments  de  Tellipse  finale 
correspondant  à  A  =  {&^K*.  on  aura 


L>&centncitê  tie  l'orbite  doit  être  très  petite,  puisqu'à  l'origine  le  mou- 
▼ement  s  effectuait  dans  Tintérieur  de  la  sphère  de  rayon  R.  Cette  expression  de 
T..  rapprochée  de  la  formule 

a  R»  (I  —  T.»  )  -  fl* (  I  —  e»  ), 

que  M.  Gyidén  a  donnée  dans  sa  dernière  Communication,  montre  que  les  pins 
{crandi-^  excentricités  actuelles  doirent  correspondre  aux  valeurs  peu  consi- 
dérables de  a. 

V  6:  Il  août. 

Litiéinne.  —  Observation»^  propos  d'une  Communication  récente 
dr  M.  le  ;;;énéral  L.-F.  Menabrea,  sur  la  machine  de  Charles 
EUbba^e.     fdy-îô-S  . 

l»<  Jonquiêres.  —  E\amen  de  deux  points  de  doctrine  relatifs  à 
lj  Rècle  Je  Nemton.     fôu-i-2  . 


V  7:  id  auùt. 

/...:.:■»  «ï-^.  —  N-.  :e  *  ;r  un  c«>ux«^au  mode  de  représentation  de  II 
r^irritf  *-*-  :ri:ri-  ^^ir  u^.e  xvir  de  communication.  (Soj-SiSi. 

N'  >;  i5  août. 

r*'  /  "'.•t.-^'-'ï-    —  >-r  --f>  "jualions  algébriques.  (345-35n. 

■,.•  -4  fi  .  n*  H  r»*  '.*  'ii;  i.  rrr^  zirt^i  «vn  point  de  départ  dans  quelqncsft*- 
^i.*»-"-i-.  »''«t>  :: —  -»  n  3i-^  £•;  •"-- ai-f  ir-*  :  «on  objet  principal  n'est  pas  U  re>«^ 
I  «a  i—*  NI  •;•!•'  f'"^  -I  u  _•  «i.-*-  Ba-r  l'exposé  de  vues  d'ensemble  sar  Irtn 
,'t"cr-f  .^  i'  'j.— »  r—  -   *-i.-  -?*  £_/>r:3t:.%#  auxquelles  elles  sont  sujettes. 

/.'..•;  m  ■  !«'»;»•  •*■  ;.?-  i>-^' •!  i:i  '..^-r.  f  »ndee  sur  Temploi  des  courbes  pirt- 
»»  .  ..  i«'v    II"      -i     •■"  ;'i''^       i  f  i"^»-^  ir»  chaque  terme  nouveau,  introdau  iim» 

■i  I...  ■  II.  -a:-  «^  ;•  -u-  -a.-  ZI-'  >!&.:  la  court>e  initiale.  En  particnlifr.  «•* 
«  ti.:  i  nint-'ii^'  "•  ■!•  i  »i.  'i':  •  **  aîf^briques  auxquelles  les  coefkiftfc 
.  i.u  ;i^..«»i  —  !•  oit  i»i^-j.  ^:.<A;r>p  puur  que  Téquation  ait  le  •oakt 
iimx   II  in    .t    -.'    i«^         ■•■*' 


I 
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N®  9;  i"  septembre. 

Sylvester,  —  Sur  la  résolution  générale  de  Téquation  linéaire  en 
matrices  d'un  ordre  quelconque.  (409-4 1**)- 

N"   10;  8  septembre. 

Sylvester,  —  Sur  la  ré.solution  générale  de  Téquation  linéaire  en 
matrices  d'un  ordre  quelconque.  (432-436). 

V  M  ;   i5  septembre. 

l^anne,  —  Sur  les  équations  algébriques;  observations  au  sujet 
d'une  Communication  de  M.  de  Jonquières.  (463-4fi9). 

L'auteur  rappelle  en  quelques  mois  la  mélhodc  graphique  de  résolution  de.4 
équations  numériques  de  déféré  quelconque,  qu'il  a  exposée  dans  trois  Commu- 
nications faites  à  l'Académie  en  1870  et  1876.  Il  montre  que  cette  méthode 
conduit,  pour  les  équations  trin(^mcs.  aux  mêmes  résultats  que  la  méthode  géo- 
métrique de  M.  de  Jonquières. 

De  Jonquières,  —  Sur  les  équations  algébriques.  (4^9"473). 

Deux  équations  algébriques  seront  dites  de  même  espèce,  lorsqu'elles  ont  le 
même  nombre  de  termes,  que  les  exposants  des  termes  de  même  rang  sont  de 
même  parité  et  que  les  coeflîcients  de  même  rang  sont  de  même  signe. 

Toutes  les  équations  algébriques  de  même  espèce,  quel  que  soit  leur  degré, 
ont  le  même  nombre  maximum  de  racines  réelles. 

Sylvester,  —  Sur  les  deux  méthodes,  celle  de  Hamilton  et  celle 
de  l'auteur,  pour  résoudre  l'équation   linéaire  en  quaternions. 

(4:3-4:6). 

N*  12;  9.9.  septembre. 

De  Jonquières,  —  Sur  les  équations  algébriques.  (483-488), 

L'auteur  applique  sa  méthode  géométrique  à  l'étude  des  équations  algébriques 
où  flgurcnt  des  termes  à  exposants  fractionnaires.  Deux  pareilles  équations  sont 
de  même  espèce  lorsqu'elles  ont  le  même  nombre  total  de  termes,  que  les  termes 
de  même  rang  sont  de  même  signe,  que  les  exposants  des  termes  de  même. rang 
sont  de  même  parité  s'ils  sont  entiers,  on  ont  des  dénominateurs  de  même 
parité  s'ils  sont  fractionnaires. 


liG 
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Toutes  les  équations  algébriques,  rationnelles  ou  irraiiommeUes,  ^Pf^- 
tenant  à  une  espèce»  ont  le  même  nombre  maximum  de  raci»es  réeiies. 

Svh'esler.  —  Sur  rachèvement  de  la  nouvelle  méthode  pour  lê- 
soiidre   réquation   linéaire   la   plus  générale    en    qoateniioiis. 

(  J02-J0^  ). 

SlieUjes.  —  Sur  un  développement  en  fractions  continues.  (5o8- 
509). 


L'évalualion  approchée  de  I 


'intégrale    / 


F(x)d:rparla  nêtbode  dr Gaw 

imcir 


c«l  liée  à  la  résolulion  de  l'équation  obtenue  en  émlanl  à  mtra  le 
de  la  /i'^**  rétiuile  de  la  fraction  continue 


U  ~ 


1 .1 

I.i 

" 

i.i 

-  _ 

^-7 

i-i 

:•«* 

\l.  Stieltjes  donne  une  démonsiration  simple  des  propriétés  coannes  de  alto 
traction  :  elle  conTence  dans  tout  le  plan,  sa af  snr  U  compare  rectili$ne  —1,  ->-i: 
elle  a>nTence  uniforméoient  dans  le  Toisinage  de  toate  Taiear  particiliérr 
appartenant  à  la  région  de  conTerxeace. 

La  d«rmoo<tnâlion  de  M.  Stieitjc»  est  encore  applicable  à  la  fraction  coatiiw 


/'  T\ 


v^ui  ov»rrf^p«»n-l  j  l'iotr^nle     1       "^ — 


<£r. 


••  •« 


N'  IJ:  J9  septembre. 

>*»/iV>7er.  —  Sur  l  f qujlion   lînéain?  trinôme  en   matrices  don 
orvln?  ^uelooaque.  •  32--3ïo  . 

Le  Pai^tT.  —  Sur  le-s  groupes  Je  points  en  in\olutioD  marqués 
>ur  ttue  <ur?Joe.     33--3  >6  . 


N'  li:  6  o«:tofcre 


*        » 


^fc.^ç's:):'-    —  Sur  [j   -K-vUi:-.  a  •explicite  de  réqualion  quadratique 
J*:'    Hi-ii    :j{!  <f:i   4;j'.  — T:«^a<  '.^»i  eo   mjtrices  du  second  ordre. 


*    *    '  ^ 
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M  10;  20  octobre. 

Sylvesler,  —  Sur  les  conditions  de  l'existence  des  racines  égales 
dans  Féquatiôn  du  second  degré  de  Hamilton  et  sur  une  méthode 
générale  pour  résoudre  une  équation  unilatérale  de  n'importe 
quel  degré  en  matrices  d'un  ordre  quelconque  (62i-63i). 

Autonne.  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus 
dans  le  groupe  semi-cubique  Cremona.  (646-649). 

Une  substitution  Cremona  S  d'ordre  /let  son  inverse  S~*  sont  définies  par  le» 
symboles 

S  ^  I-.,  ?.(5„ -„-,)!,    S-»  =  |  5.,  e.(5,,z,,  ;;,)|  (t  =  i,2,3), 

où  9  cl  0  désignent  des   polynômes   homogènes  en  z^  d'ordre  /i,  entre  lesquels 
existent  les  relations 

M.  Autonnc  donne  du  produit  de  deux  substitutions  Cremona  une  défioition 
qui  permet  de  déterminer  d'une  manière  précise  un  groupe  Cremona,  exacte- 
ment comme  toute  autre  nature  de  substitution.  L'ordre  d'un  groupe  Cremona  est 
Tordre  maximum  des  substitutions  du  groupe.  Un  groupe  semri-cubique  est  un 
groupe  cubique  tel  que  le  produit  de  deux  substitutions  cubiques  du  groupe 
soit  d'ordre  deux  au  plus. 

L'auteur  fait  connaître  les  divers  types  auxquels  les  groupes  semi-cubiques 
peuvent  se  ramener  par  un  choix  convenable  de  coordonnées. 


V  17;  27  octobre. 

LipsclUtz,  —  Sur  une  représentation  de  la  fonction  exponentielle 
par  un  produit  infini.  (^01- ^o3). 

Si  l'on  désigne  par  z  une  variable  complexe  dont  le  module  est  moindre  que 
l'unitc,  par  9(/t)  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  n  et  non  supérieurs  à  /i, 
on  a 

e     i- 5  r=(i— s)(i--5')    »    (1  —  51)"  "7"... 
cl-5  3.(1  — c)-'(i  — ;;=•)"    1    (i~4ï')       »    ... 

Dans  la  première  formule,  la  partie  réelle  de *^—^  doit  être  comprise  entre 

I  ~-~  z 

I  z  \ 

-  cl  —  00  ;  dans  la  seconde,  la  partie  réelle  de ^  entre à  -f-x  ;  la  partie 

imaginaire  peut  prendre  une  valeur  quelconque. 
La  fonction  exponentielle  est  donc  susceptible  d'une  représentation    par   un 
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Vanecek  (J.'S.  et  M.-N.),   —  Sur  Tinvolution  des   dimensions 
supérieures.  (742-744)- 

lyOcagne.  —  Sur  quelques  propriétés  générales  des  surfaces  algé- 
briques de  degré  quelconque.  (744"745). 

Berloty,  —  Sur  les  équations  algébriques.  (745-747)- 

Soil 

/(5).-cMl(i-  ^)-o, 

une  équation  algébrique  ou  plus  généralement  holomorphe  du  genre  o,  et  soit 
R  Tune  des  deux  régions  du  plan  des  z  limitée  par  une  droite  de  ce  plan;  les 
divers  points  de  la  droite  sont  regardés  comme  appartenant  à  la  région  H. 

Si  V équation  /{z)  =  o  a  toutes  ses  racines  dans  ta  région  R,  il  en  est  de 
même  de  l'équation  dérivée  /'{z)  —  o. 

On  en  conclut  que,  si /(  2)  a  toutes  ses  racines  à  l'intérieur  d'un  contour 
ouvert  et  convexe,  il  en  est  de  même  de/'{z). 

Lorsque /(  2)  est  algébrique,  il  existe  un  polygone  convexe  dont  les  sommets 
sont  des  points-racines  et  qui  contient  à  son  intérieur  ou  sur  son  contour  toutes 
les  autres  racines  de  /{z).  Les  racines  de/'{z)  seront  toutes  à  l'intérieur  ou 
sur  le  contour  de  ce  polygone. 

jLippmann,  —  Conditions  d'équilibre  d'une   lame  liquide   sou- 
mise à  des  actions  électromagnétiques.  (747-749)- 

Soit  une  lame  d'un  liquide  conducteur  infiniment  mince,  horizontale,  par- 
courue par  des  courants  électriques  que  lui  amènent  des  éleclrodes  disposées 
d'une  manière  quelconque,  et  placée  dans  un  champ  magnétique  vertical  d'in- 
tensité uniforme. 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  l'équilibre,  que  cet  espace  soit  limité  par  des  cloisons 
disposées  comme  des  coupures  qui  rendraient  uniforme  la  fonction  conjuguée 
du  potentiel  électrique.  Les  pressions  développées  le  long  du  contour  ont  des 
▼aleurs  conjuguées  de  celles  de  ce  potentiel. 

HauveL  —  Conditions  d'un  élément  hélicoïdal  pour  TeiTet  utile 
maximum  d'un  propulseur.  (750-752). 

N'  19;  10  novembre. 

JKronecker.  —  Additions  au  Mémoire  sur  les  unités  complexes. 
(765-772). 

Dans  cette  Communication  l'auteur  se  propose  de  généraliser  et  de  simplifier 
le»  résultats  contenus  dans  la  première  partie  du  Mémoire   qu'il    a   adressé   à 
-  l'Académie  en  janvier  i883. 


lio  SECONDE  FAKTIH. 

(iuursdl,  — Sur  une  équation  analogue  a  réquation  de  Kuminer. 

^777-779)- 

KtanI  données  doux  rqnuli«»us  linéaires   du   second    onlre    à    c<»efli<*ienU  ra- 
lionnrls  et  a  i  ni  rurales  réf;ulières 

,  ,  d' y  (Iv 


( 


/'-         .,t/z 


i  >  I 


fit'  dt 


>\.;-<^—  ... 


<iii  //  cl  //  Noiit  dos  loiirlions  de  x^  I*  cl  Q  fonctions  d<r  /,  on  sait  qu'on  poul  loo- 
jours  passer  de  l'une  à  l'autre  en  posant  >'  --  ivc,  x  --  9(£),  iv cl  9 ( f  ) étaot <k<» 
tonrtions  convenaUles  <lo  /,.  Kn  particulier,  la  fonction  t  --  r^{t)  est  délermiiife 
par  roi|uation  difTi'*i*onlielle  du  troisième  ordn; 

./•  •  ^  y  '       \     '        ,  t         dxi  ^        j  dt' 

Otto  équation  ooniproiid  relie  de  Kuuimer  comme  cas  particulier.  Les  ra«  oà 
elle  admet  |Hiur  intégrale  une  fonction  rationnelle  de  /  présentent  un  ioléfH 
particulier.  |>arce  qu'alors  rinléjrralion  de  l'équation  (2)  se  ramène  à  riotêgn- 
tion  de  l'équation  (1),  on  inversement. 

1^  reclieirlie  de  ces  intégrales  rationnelles  revient  au  problème  suivant: 

A'/ii/i/  donnée  une  etfuntion  à  p  points  singuliers  non  apparents,  trower 
toutes  les  fonctions  rationnelles  ç(/),  telles  que,  en  faisant  le  cluingemml 
de  itiriable,  jr  t  :  ç  (  /  )  dans  cette  équation  et,  en  multipliant  les  intégraks 
fHtr  une  fonction  con^'enable  de  /.  la  nouvelle  équation  ait  seulement  q  pwtti 
singuliers  non  ap/*arents. 

1^  >olution  que  M.  iiour'>^t  dtuinr  de  ce  problème  l'amène  à  distinguer dlTeri 
t\  fH's  de  ftMiction^  i-ationnelles  9»  /  '•,  cararlériM»es  |»ar  un  certain  nombre  enlifl' 
.i.  |H>sitif  ou  nul.  qui  tlcp<'nd  du  immlur  des  |HMnl>  singuliers  apparents.  Lft 
tondions  «l'un  même  t\pe  ct»ntiennent  A  —  ;>  paramètres  arbitrain^s.  Kn  {îénéril, 
les  fonction>  ralionnclle^  conduisant  d'une  éi]uation  à  p  points  singuliers  BOi 
«ippartMits  a  une  ri]u.4ti«in  axant  q  |K>int<  Mn::uliers  non  apparents  apparim- 
nt-nt  ti  un  n^^mbre  limite  de  t^p^s  dijferents. 

M.  Klein  a  niontiv  que  li»ules  le»  equati«>us  linéain^s  du  second  ordre  peoïffll 
vc  dtsluin.*.  |Kir  un-'  ^ubslitiition  raliunnelle.  d'une  des  quatre  équatioos  de  )a 
M*rie  h\|vri;c«^n>etn»jiic.  auxquello  t»n  aditnné  le  nom  des  quatre  types  de  f«rp> 
ivi;ulicn»  ;  «^n  |vui  linr  p^rli  de>  reclienlies  de  M.  Goursat  pour  reionnailre 
au«]ucl  <ii*  i-c>qu4ln'  l>l-t-^  p^'ut  m.'  lamener  une  équation  donnée. 

Mtturit'r  (i^Oc»i::nr.  —  Sur  les  courbes  alijébriques  de  degréquel- 

N    i»».   17  Doxetnbiv 

Sncitft'^.  —  >tir  une  générdli>alion  de  la  lliêorie  des  quadralurcî 
nu\\iniquo>      ^">-^î>i 


à 
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Picard  (E.).  —  Sur  les  fondions  hyperfuchsiennes  qui  provien- 
nent des  séries  hypergéométriques  de  deux  variables.  (852-853). 

Soit 


/ 


h 

g 


une  fonclioD  hypergéométriquc  de  deux  variables,  où  b^yb^yb^y  X  ont  les  valeurs 
respectives 


Il  f         f 

/i'       ^'  m'        q* 


i  .           I           I         I          1  \       I  /          I         I         I  I  \ 

3  \         m        n        p       q  I      3  \        m       n       p  q  j 

niy  iiy  py  qy  m'y  n'y  q'  étant  sept  entiers  positifs,  supérieurs  à  ti,  liés  par  les  re- 
lations 


I  II  a  -     _     ' 

3        oni        Zp        3/t        3^/  ~  ni' 


Il             1 
3         3/1         '6p 

:»  2  1 
3//t       3q  ~~  n'* 

1           1             1 
3         Zq         3p 

2  '*  i 
'S  m       3n  '^  q' 

Les  limites^  et  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i,  x,  ^  et  qo  . 

Si  l'on  forme  le  système  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
auquel  satisfait  la  fonction  hypergéométriquc,  et  qu'on  représente  par  w,,  u»,,  <>>, 
trois  solutions  linéairement  indépendantes,  les  équations 

W  M 

-       =      Uy  -'       =Vy 

donneront  pour  a;  et^  des  fonctions  hyperfuchsiennes  de  u  etv^.  On  peut  choisir 
(d,,  (>>,,  fa>,  de  telle  sorte  que  le  domaine  dans  lequel  elles  sont  déterminées  soit 
l'intérieur  de  l'hypersphcre 

u'*-^  u''*-^v'''=i, 
si  Ton  pose 

a— a' -h  l'a",    çs^ç'-i-w". 

Poincaré.   —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes.  (853- 

855). 

Si  un  système  d'intégrales  abéliennes  de  première  espèce  et  de  genre  n 
contient  plus  de  n  intégrales  réductibles  aux  intégrales  elliptiques,  il  en 
contient  une  infinité. 

M.  Poincaré  déduit  ce  théorème,  que  faisaient  prévoir  les  recherches  de 
M.  Picard,  d'un  Icmme,  qu'il  énonce  dans  le  cas  de  /t  =  3,  pour  fixer  les  idées  : 

Soient^,,  y^y  y^  trois  intégrales  abéliennes,  dont  la  première  est  réductible  aux 
intégrales  elliptiques:  si  l'intégrale  a^', -f- ?^', -H  T^'^  est  réductible,  il  en  sera 
de  même  de  "^OLy^-^  ?.>'j+  T>'i>  ^  étant  un  nombre  commensurable  quelconque. 

L'auteur  termine  parla  remarque  suivante.  Pour  qu'un  système  d'intégrales  du 
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second  fleure,  aux  périodes  normales 

I  o  G  11 
o  I  II  (.', 

conlicunc  des  inlégrales  rcdurlibles,  il  faut  cl  il  suffit  qu'il  existe  entre  les  pé- 
riodes (j,  II.  G'  une  relation  de  la  forme 

(<;(;•_  H«)-^G'-ïi'G   t- (X'      ji)  II -r- Ait'  — X>  :^  o, 

les  copHicienls  Xj  |jl,  X',  ]x'  étant  commcnsurables. 

Il  en  résulte  (|u'un  système  ^i/e/ro/i^i/e  d'intégrales  a  bel  ien  nés  diffère  tonjovn 
infiniment  peu  d'un  système  réductible. 

Vaneiek  {J,-S.  et  J/.-;V.  )•   —  Sur  rinvolutioii  des  dimensiou 
supérieures.  (856-857). 

Goursal,  —  Sur  une  équation  analogue  à  Inéquation  de  Rummer. 

(  858-8  J9). 

Voir  plus  haut. 

Weill  i  iM.).  —  Sur  un  llicorème  de  Jacobi  relatif  à  la  décompo- 
sition d'un  nombre  en  quatre  carrés.  (859-861). 

Démonstration  directe  d'un  théorème  d'Arithmétique  que  Jacobi  a  établi  ai 
moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Le  nombre  des  tiécom positions  en  une  somme  de  carrés,  tous  impain,  du 
quadruple  d'un  nombre  impair,  est  double  du  nombre  des  décompositioM 
de  ce  même  nombre  en  quatre  carrés. 

N"  21  ;  9.1  novembre. 

Brioscht,  —  Les  relations  algébri(|ues  entre  les  fonctions  hyper- 
elliptiques  d'ordre  n.  (889-892). 

Soient  «„,  a,.  . . . ,  rt^„,  2  n  -f- 1  quantités  réelles,  et 


in 


Si  l'on  pose 


r 


/•  .=  « 


"'-If" 


/,{x)dx 


/•  ..  /?  r    -  n 


/",  (  jp), /,  (x),  ...,/^(x)  étant  (les  polynùnies  de  degrés  non  supérieurs  à  »  — ». 
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les  fondions 


i  —  n 


p^iu^y  a,,  ...,  uj  ^  V?(aj,    Pr,  'PrPsy 


^  /(^.) 


(j?.-«r)(^.-«.)?'(^.) 
1  =  1 

i  =  n 
n      =D  D  d\ /(^>) 

i  =  i 

el  ainsi  de  suilc,  dans  lesquelles 

sont,  comme  on  sait,  des  fonctions  hyperelliptiqucs  d'ordre  /i,  dont  le  nombre 
est  4* —  !• 

M.  Brioschi  divise  en  trois  groupes  les  3/1 -i-i  quantités  a,,  a,,  ...,Ûï«^,' 
ii  désigne  n  d'entre  elles  par  a^^,  a^  ,  . . . ,  a^^,  «  —  i  autres  par  a^  ,  a^,  ,  . . ., 
"«„_  >  *^^  '*^*  <leux  dernières  par  a,,  a^.  Cela  posé  : 

Les  carrés  des  deux  fonctions  à  un  seul  indice  /?„  /?,  et  les  carrés  des  a/i  — i 
fonctions  à  deux  indices /?„, />„,,,  /?„„,  (m  —  m,,  m,,  ...,  /n„_, )  peuvent  s'ex- 
primer en  fonction  linéaire  des  carrés  de  j:^  ,  j:,  ,  . . . ,  J7,  ,  r,  ,  v, ,  •  • . ,  V,  . 

Les  carrés  des  2/î  —  1  autres  fonctions  à  un  seul  indice,  et  les  carrés  des 
{n  —  i)  ( a /i  —  I )  autres  fonctions  à  deux  indices  multipliées  par /?|^  ne  jouissent 
pas  de  cette  propriété,  mais  sont  des  fonctions  biquadratiques  homogènes  de 

Il  y  a  exception  pour  n  -  2;  mais  le  théorème  suivant  est  absolument 
général  : 

Les  carrés  de —  /onctions  hyperelliptiqucs  d'ordre  n,  à  un  et  à 

deux  indices,  sont  exprimables  en  fonctions  linéaires  des  carrés  des 

^  (  /i»  -^  /i  -+-  2  ) 

autres;  en  d*autres  termes^  les  carrés  de  ^(/i4-i)(3/i-h2)  /onctions  6,  à  un 
et  à  deux  indices,  sont  exprimables  linéairement  par  les  carrés  des 

i  (  n"  -î-  /i  -h  2  ) 
autres. 

De  Spane,  —  Sur  Therpolbodie  de  Poinsot.  (906-909). 

De  l'étude  de  l'équation  de  Lame  l'auteur  déduit  que  les  points  stationnaires 
ne  sont  jamais  réels.  Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'établir  directement. 

L'herpolhodie,  au  lieu  d'être  ondulée,  comme  l'avait  cru  Poinsot,  rappelle  par 
sa  forme  la  courbe  que  décrit  la  projection  horizontale  du  pendule  conique. 

Vanehek  (J.-S.  et  M.-N.).  —  Sur  Tin volu lion  des  dimensions 
supérieures.  (909-911). 
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N*»  22;  I"  décembre. 

liriosclii.  —  Les  relations  algébriques  entre  les  fonctions  hvper- 
elliptiques  d'ordre  /i.  (QJi-pSS). 

Voir  plus  haut. 

Picard  {E.),    —   Sur  les   intégrales    des   ditrérentiellcs    tolales 
algébriques  (i)<)i-()64). 

*  

Ktant  donnée  une  relaliun  ul^êbri(|ue  entre  trois  variables,  on  cflfeclue  sur  ce 
variables  une  substitution  honiographique  arbitraire.  Soit 

(i)  /(j?»r»  -)  ---■  o 

la  nouvelle  relation  obtenue,  J  étant  un  polynôme  de  degré  ni.  On  suppose  que 
la  surface  (i)  ne  présente  que  des  singularités  ordinaires,  c*est-à-dire  des  puiols 
doubles  dont  le  cône  des  tangentes  ne  se  réduit  pas  à  deux  plans,  et  descoarb» 
doubles  telles  que  les  deux  plans  tangents  en  chacun  de  leurs  points  soient 
distincts.  I/équation  (i)  définit  z  coiiime  fonction  de  x  et  de  y. 
M.  Picard  considère  l'intégrale  de  fliiïércntielle  totale 


/ 


Vdx-t-QiO, 


où  P  et  (^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y  satisfaisant  à  la  coo- 
dition   d'intégrabililé.    Il    cherche   si,   parmi  de   telles  intégrales,  en   nombre 
illimité,  il  en  existe  qui  restent  finies  pour  toute  valeur  finie  ou  infinie  àti 
et  <le  Y  (  intégra  les  de  première  espèce). 
L'intégrale  doit  alors  être  de  la  forme 


/. 


\  désignant  un  poKnôme  de  degré  (m  —  i)  en  j-,  ^>',  z  et  de  degré  (m— ijcn 
X,  -3  ;  B  un  polynôme  de  degré  m  —  i  en  x,  y^  c,  et  de  degré  m  —  3  en  v.  z.  On 
doit  en  outre  pouvoir  trouver  un  troisième  polynôme  C  d'ordre  m  -  j  on  j, 
K,  z  et  d'ordre  m  —  3  en  y,  z,  satisfaisant  à  l'identité 

Ox  ôy  dz       \0x       (Jy       Oz  ]'' ^      •   '     ' 

Enfin,  s'il  y  a  une  courbe  double,  les  surfaces  A  —  o,  B  —  o,  C  =  o  d«>ivfol 
passer  par  celte  courbe. 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  aura  une  valeur  finie  et  déterniinte  puur 
tout  point  simple  d(*  la  surface  situé  à  distance  finie,  une  valeur  indéterminée 
mais  finie  p«»ur  un  point  double  isolé,  et  pour  tous  les  points  à  l'infini. 

Les  résultats  qui  précèdent  permettent  de  reconnaître,  étant  donnée  uof 
>urface  algébri(|ue,  si  l'on  peut  exprimer  Xf  y  et  z  par  des  fonctions  a  bel  icnnr* 
i\c  deux    paramètres,  de  manière  qu'à  un   point  quelconque  de  la  surface  nf 
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corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  u  el  v  (abstraclion  faite  de 
multiples  des  périodes).  La  surface  possède  alors  deux  inlé^TSi\es  indépendantes 
de  première  espèce,  et  deux  seulement. 

Fouret.  —  Sur  deux  formules  trigonomélriques  d'Interpolalion, 
applicables  Tune  aux  fonctions  paires,  l'autre  aux  fonctions 
impaires.  (964-966). 

Soient  'j^ix)  une  fonction  paire  et  ^{x)  une  fonction  impaire  qui,  pour 
/iH-i  valeurs  ««,  a,,  ...,  a„  données  à  x,  prennent  n  valeurs  données  corres- 
pondantes. L'auteur  établit  les  formules 


I  =  /i 


sin^(j7 -+- a^)  sin-^(j7  —  a,) 


^  AJ-sin{(a.-Ha  )  siu}(a.— a) 


'        ,_„  }  (y=o, 1, 2, ..., i— !,«-+- i,...,/i). 


4/(ar)  =  sina: 


,4d  sina.  11  sin  \  (a, -h  a,)  sin  \  («,-«,) 


N*»  23;  8  décembre. 

AppelL  —  Sur  Tinversion  des  intégrales  abéliennes.  (loio-ioi  1). 

Soient  x  ti  y  deux  variables  imaginaires,  liées  par  une  relation  algébrique 
de  genre  o  ou  i,  et  9,(07,  j^)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  â?  et^;  il 
existe  toujours  un  certain  nombre  (/i  —  1)  d'autres  fonctions  rationnelles  de  x 

et  y  y 

possédant  la  propriété  suivante  :  le  système  d'équations  différentiel  les 

"^A^^^  yx)dx,-^  o^{x,,  y^)dx,'^r.,  ,-\-  o^{x^y  y^)dx^^-  du,, 

«léfinit  les  n  points  analytiques 

en  fonction  de  u,,  u,,  ...,  u„,  de  telle  façon  que  les  n  valeurs 

que  prend  une  fonction  rationnelle  quelconque  l\{Xy  y)  en  ces  n  points,  sont 
racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniformes  en  ti,,  u,,  ...,  m„. 

Fouret,  —  Sur  une  formule  Irigonométrique  d'interpolation  pour 
des  valeurs  de  la  variable  indépendante  deux  à  deux  équidiflfé- 
renles  de  l'une  d'elles.  (101  i-ioi  \), 
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Trouver  une  fonction  linéaire  des  siou»  et  cosinus  d'un  arc  x  et  de  ses  n  —  i 
premiers  multiples,  qui,  pour  a/i-h  i  valeurs  données  de  cet  arc,  dont  l'une  est 
nulle,  et  les  autres  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  prenne  2n-ri 
valeurs  données  correspondantes. 

Soient  o,  :^  a,,  —a,,  ...,  rh  a^  les  a/i-hi  valeurs  données  de  ar,  les  arcs  «^ 
a,,  ...,  a^  n'étant  assujetties  qu'aux  restrictions  suivantes  :  i*  aucun  d'em 
n'est  ni  nul  ni  égal  à  un  multiple  de  t:;  a**  la  somme  ou  la  différence  de  deux 
quelconques  d'entre  eux  n'est  ni  nulle  ni  égale  à  un  multiple  de  -zr.  On  aura 


nsin^(  j"  -»-  a  )  sin  -l-(x  -  a  ) 
sin^  i-a. 


i.   1  *    • 


i=/i 


.    X  V  f^^i^  s\ti\(T  •-  a,)  -4^  fi  —  ^,)  sin  JrJ-  —  a.)-j-xsin-i(j--n)  wn^fj-iil 

-hsin-     >   -  -    —   -     —       — — '- — I  I = r— i 

a  jàmà  î*»"?».  sin*,  -i- Asin^fa -i-a.)5ioJ(ï,-r|, 

le  dernier  si^'ne  de  multiplication  II  s'appliquant  aux  indices 

j  -1,3 i  —  I ,  I  -f- 1 ,  . . . ,  /I. 

Poincaré.    —    Sur   une  généralisation    des  fonctions  continues. 
(ioi4-ioi()). 

L'auteur  rappelle  d'abord  l'interprétation  géométrique  des  fractions  continues 
qu'il  a  donnée  dans  le  XLVÏl*  Cahier  du  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  fi 
qu'il  va  généraliser  de  la  manière  suivante. 

Il  s'agit  d'approcher  simultanément  de  deux  quantités  positives  s  et  ^.  On 
construira  la  droite  y  —  ax,  z  -■■  ^x,  et  l'on  formera  l'assemblage  à  la  Bravai^ 
dont  tous  les  sommets  ont  pour  coordonnées  des  nombres  entiers.  Le  problème 
consiste  à  trouver  sur  re  réseau  des  points  qui  se  rapprochent  beaucoup  de  la 
droite  t       aj*.  :;  --  ^^x. 

Le  réseau  peut  être  engendn*  par  une  infinité  de  parallélépipèdes  de  volumfi. 
qui  peuvent  lui  servir  de  inaiilos.  Soient  A,  B,  C  trois  sommets  <Iu  réseau,  tcN 
que  le  tétraèdre  OXBC  ait  pour  volume  J.  On  suppose  la  dr<»ite  i' —  ijf. 
z  -  Jljr  à  lintérienr  de  re  trièdre.  On  complétera  le  parallélépipède  dont  1« 
triaiiple<  OAB.  OIK'..  OT.A  constituent  trois  denii-faces,  et  on  le  j|ivi>era  en  si\ 
trièdres,  en  joignant  le  point  O  à  ses  divers  sommets.  On  conservera  celui  àf 
ces  trièdres  qui  contient  la  droite  i'  r  ix.  z  -■  3  j".  et  l'on  opt'rrera  sur  lui  conmif 
sur  le  trièdre  OVRC  On  sera  ainsi  conduit  à  une  série  indéfinie  de  lrièdre>  d« 
plus  en  plus  petit*^  et  contenant  tous  la  droite  i'    r  ax,  z  —   Sjr. 

Voici  la  traduction  anal \ tique  de  cette  suite  de  constructions  géométriquw. 
Soient  m,  /»,/>:  m\  «',  />' :  m".  /»',  p'  les  cfmrdonnées  des  points  A,  B.C.  U^ 
trois  déterniinants 


A    r^ 


sont  positifs.  On  les  rancera  par  ordre  de  grandeur  décroissante;  on  retranchera 
le  second  du  premier  et  le  troisième  du  deuxième;  puis  on  opérera  de  même  sur 
les  trois  nouveaux  déterminants  obtenus  (  \  —  B.  B  —  C,  C),  et  ainsi  de  suilo. 
Otte  n*slc  <*«'tcnd  à  Tapproxini^ition  simultanée  de  n  quantités. 
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Kœnigs.    —   Sur    les    intégrales    de    certaines   équations    fonc- 
tionnelles. (1016-106^). 

Si  ?«(^)  représente  ropéralion   <p(5)  effectuée/?  fois,  et  x  un  point  limite, 

9  (  -s)  —  X 
le  rapport  - ''        a  pour  limite  une  fonction  B(c),  holomorphe  dans  tout 

W{x)Y 

rintérieur  d'un  cercle  c^  de  centre  x. 
La  fonction  B(2)  est  une  solution  de  l'équation  de  M.  Schrœdcr 

/[?(5)1-    ?'(^)/(^). 

Les  solutions  de  cette  équation  fonctionnelle,  qui  sont  holomorphes  ou  méro- 

morphes  au  point  x,  coïncident  dans  le  cercle  c^  avec  une  puissance  entière  de 

B(z),  à  un  facteur  constant  près. 

L'équalion  d'Abel 

/[o(5)]-,-/(z). 

lo&Bf  z  ) 

admet  une  intégrale  b(z)  =  -. rr—  Qui  présente  en  x  une  singularité  loga- 

log©  (z) 

rithmique  :  toutes  les  intégrales  de  cette  nature  ne  diffèrent  de  la  précédente 

que  par  une  constante  additive;  cette  équation  n'a  pas  de  solution  holomorphe 

ou  méromorphe  au  point  x. 

La  fonction  b{z)  permet  de  former,  à  l'aide  d'une  fonction  périodique  arbi- 
traire, la  solution  générale  des  équations  d'Abel  et  de  M.  Schrœdcr. 

La  méthode  suivie  par  M.  Kœnigs  lui  permet  d'intégrer  les  équations 

/[?(-)] ---x(^)/(^)»  /[?(-)] -<-(^)-+-/(^), 

où  9,  ^,  (^  sont  des  fonctions  données. 

L'auteur  envisage,  en  terminant,  des  groupes  de  points  limites  à  convergence 
périodique  :  il  ramène  ce  cas  à  celui  des  points  limites  ordinaires. 


N*  24;  i5  décembre. 

Brioschi,  —  Sur  les  relations  algébriques  entre  les  fonctions  hv- 
perelliptiques  d'ordre/?.  (io5o-io53). 

Voir  plus  haut. 

Fouret.  —  Sur  une  formule  trigonométrique  d'interpolation, 
applicable  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable  indépen- 
dante. (io6a-io63). 

Laguerre.  —  Sur  les  coupures  des  fonctions,  (i 065-1067). 

Soient  /{x,y,  z)  tl  g{x,  yy  z)  deux  fonctions  réelles,  quel  que  soit  «, 
finies  et  déterminées  dans  une  aire  A  à  contour  simple.  On  considère  l'intégrale 
double 
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(Hcndue  à  toute  l*airo  A.  Si  pour  certaines  valeurs  de  z  la  courbe  ff(^^x)  =  z 
traverse  le  champ  d'intégration,  l'intégrale  devient  infinie»  et  la  fonction  F(«}, 
en  générai  finie  et  déterminée,  admet  pour  coupure  une  portion  K  de  l'axe  éti 
X,  Si  l'on  appelle  AF  la  diiïérence  des  valeurs  de  la  fonction  aux  deux  bords 
de  la  coupure,  on  trouve 


h   -  an   /       -   .       - 


^V-..r.ii     '4^i21ilrfx. 


Dans  cette  expression,  y  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  réqaatioA 

fti^^y)  ~  -s;  le  facteur  —f—. r  doit  être  pris  positivement;  l'intégrale s'étead 

8 y \^t  y) 

tout  le  long  de  la  portion  de  la  courbe  comprise  dans  le  champ  d'intégration. 
Comme  application,  M.  Laguerre  envisage  la  fonction 

.w       o         t      V  «?  a(a-M)3(3-4-i)     ^ 

G  (a,  ?,  a,  b,z)  rr-.  , -h  Z.^-^  ^t^        !^hth^\^  -^"- 

ao         rt(a-T-i)o(o-f-i) 

qui,  pour  6  —  i,  se  réduit  à  la  fonction  hypergéométrique  F(s,  ^,  a,  x)  soos 
les  conditions  «  >  o,  ^  >  o,  a  >  a,  6  >  ^  ;  la  fonction  G  est  définie  ponr  tw» 
les  points  du  plan,  sauf  sur  la  coupure  i,  +  « . 
On  trouve 

^^  2iT.T{a)T(b) 


X  5'  «(5  — i)-»''-«-A-«F(6  — flt,  ^-_p,  a-H6  — a  -   %  i  — *). 

L'étude  de  la  fonction  G,  lorsqu'on  la  prolonge  d'une  manière  continue,  sf 
ramène  donc  à  l'étude  du  prolongement  des  fonctions  «?*,  (i — z)>  et  de  h 
fonction  hypergéométrique. 

N**  25  ;  7.1  décembre. 

D*Ocagne,  —  Sur  r^qualion  indéterminée  .r-  —  Kv^=  r''.  (i  1 121. 
Si  l'on  pose 

o  V  N?  (  /ï  —  «  —  I  )  (  /l  —  I  —  2  )  .  .  .  (  /»  —    î  I  )  ..       ^ 

les  formules  qui  résolvent  en  nombres  entiers  cl  positifs  l'équation 

X'  —  K  ^'^  —  3", 

où  K  et  n  sont  des  entiers  et  positifs,  sont  le«  suivantes  : 

X    -  a^{2a,  K    -  a\  /i )  -i-  ( /.  —  a'  )'ç{?ri.  K  ^  n\  11  —  x  », 
y  —  9(2<7,  K  —  n\  n  ). 

z^.  |rt^-K|, 

a   étant   un  nombre  entier  et  positif  quelconque,  assujetti,  dans  le  c»s>  ûe  n 
impair,  ù  être  plus  Jiraiwl  que  \  K. 


J 
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N**  26  ;  29  décembre. 

De  Jonquières.  —  Théorème  concernant  les  polynômes  algé- 
briques complets.  Application  à  la  règle  des  signes  de  Descaries, 
(i  i43-i  i44)- 

Lorsqu'on  se  donne  Vespêce  d'une  équation  algébrique  complète,  c'est-à-dire 
les  signes  des  coefficients,  on  peut  toujours  déterminer  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  numériques  des  coefficients,  tels  que,  pour  chacun  de  ces  systèmes, 
Tcquation  possède  juste  autant  de  racines  réelles  positives  que  de  variations  et 
autant  de  racines  réelles  négatives  que  de  permanences. 

Poincaré.  —  Sur  les  intégrales  des  différentielles  totales.  (ii45- 

.,47). 

M.  Poincaré  signale  un  certain  nombre  de  résultats  relatifs  aux  intégrales 
de  première  espèce  des  différentielles  totales,  au  sujet  desquelles  M.  Picard  a 
démontré  récemment  une  proposition  fondamentale. 

Il  fait  connaître  les  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  possèdent  des  intégrales 
de  première  espèce. 

Toutes  les  surfaces  réglées  et  toutes  les  surfaces  de  révolution,  non  unicursales, 
admettent  des  intégrales  de  première  espèce. 

Une  surface  sur  laquelle  on  peut  tracer  deux  séries  de  courbes  unicursales 
n'a  pas  d'intégrale  de  première  espèce.  Une  surface  non  unicursale,  sur  laquelle 
on  peut  tracer  une  série  de  courbes  unicursales,  de  telle  façon  que  par  chaque 
point  de  la  surface  passe,  en  général,  une  seule  de  ces  courbes,  a  des  intégrales 
de  première  espèce. 

Il  en  est  de  même  pour  une  surface  engendrée  par  l'élimination  de  deux  para- 
mètres a  cl  b  entre  les  trois  équations 

ç  {x,  y,z,  a,  b)  =  0, 

9,(jr,  j-,  z,  a.  b)  -  0, 

^{Oy  b)  =0, 

si  les  trois  polynômes  9,  ?,,  4^  ^^nt  les  plus  généraux  de  leurs  degrés. 
Enfin,  le  théorème  d'Abel  s'applique  aux  intégrales  de  différentielles  totales. 

Picard  {E.).  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  et  sur 
une  classe  de  surfaces  algébriques,  (i  147- 1 148). 

L'auteur  considère  une  surface  d'ordre  m, 

f^^yy^^)  =0, 

n'ayant  que  les  singularités  ordinaires  définies  dans  sa  Communication  du 
3  décembre.  A  quelles  conditions  les  coordonnées  d'un  point  pourront-elles 
s'exprimer  par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  paramétres? 
Ces  conditions,  nécessaires  et  suffisantes,  sont  les  suivantes  : 

Bull,  de»  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  IX.  (Août  i885.)  R.  la 


i5o  SECONDE  PARTIE. 

Ija  xur/iir.e  proposée  a  une  courbe  double  d'ordre  —  %  elle  posttJe 

deux  intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce 

n.djr-A.dv 


pour  lesquelles  le  déterminant  VB,  —  \,  B  n*est  pas  identiquement  nul. 

De  là  résulte  que  la  siirrare  est  d'ordre  pair,  de  f;enre  un,  et  n'a  pas  tic  poinh 
doubles  isolés. 
Les  deux  équations  aux  difTérenlielles  l(»tale< 

ndx—\dy 

- —  -•-  -  du. 


\\dx  —  \,d} 

n 


-  ^i- 


9 

donneront  pour  x  ri  y  «les  fonction*  uniformes,  quadruplemenl  périodiqur$, 
fie  u  fl  de  i*. 

Amifities.  —  Sur  une  sérir  analopir  à  rello  do  Lagrange.  (iijc)- 
1 1  5 1  ) . 

Soient 

f{z)  et  Y (-3)  d<Mix  fonctions  unifornie»»  et   continues    à  l'intérieur  d'un  con- 
tour K  ; 
X  un  point  intérieur  à  ce  contour; 
7.  un<»  ronstHnte  a-^srz  petite  pour  que  la  condition 

niorl  -^ — '  •     I 
z     -  X 

soit  satisfailr  en  Imis  li's  prtints  du  contour  K.  l/équalion 
( I  )  z   -.  X  -^  ai  f{z) 

admcl^  comme  on  sait,  une  racine  uni<]ue  dans  l'intérieur  du  contour.  Si  h 
fonction  /(-s)  et  la  dérivée  i —  ol/'{z)  de  ré(]uation  (i)  ne  sont  nulles  ni  luoe 
ni  l'autre  à  l'intérieur  dr  K  :  on  a 


/î  —  » 
-yin)         _     ./  „^    .     V^        a"  d" 

M     -    I 


^^         a"  d" 

^  \,A...n  dx"  ^'^     '    '        ^ 
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(NALES  Sr.IliNTinyilES  IlE  l.tCOLE  NOUMALE  SUPtCHIEUnC,  miiuéks 
tous  LES  Avsprces  nu  Mimstiii;  iir  t.'l>STni'CTiuTV  pl'buoi'I!:,  par  i*n  Comitk 

DR  K^AGTin*!  nriMPOSé  DE  MU.  I.KS  MtlTRBfl  IIK  CONfÉIlKKCES  DK  L'ËcOl.t;. 

î*  .M^rie,  t.  r.  i88i  (I). 

^ard.  —  Mtmilirc  sur  1ns  Tnrmes  quadratiques  binaires  indéli- 

licâ  à  indûUTminées  conjuguées.  (()-54). 

NouiciLrins  prcsr[uccn  entier  In  lumincUAP  introHucIion  ilu  Mémnircile  M.  l'i- 

J'ai  moDlrc.  Aiim  un  travail  prdcitilcnt  (Acla  Malli.,  I),  cufiimeDi  les  formes 
i^Dadraiiqucs  indéHmes  fi  iailcLpnniniïcs  conjugiiùet  et  A  ciiellîciKnis  eniïurs  pou- 
Y«i«nt  conituirc  à  une  classe  titenituc  de  gruupcs  iliâcontjnus  de  lulisiitutions  li- 
ft£aire«,  «t  ees  groupes  sudi  iaumorplics  aux  groupes  de  sulistilutions  qui  trans- 
[ormes  en  clles-mjniea.  En  se  bornant  aux  forme»  quadratiques 
m,  ta  qucslicin  se  posait  alors  de  chereher  les  substiluLions  fond  amen  taies 
tel  groupe  pour  une  Tonne  quadratique  indfCaie  dooniïc.  C'est  là  un  pro- 
blème qui  c-tt  iuliineinent  lie  a  ta  théorie  uritbmiilique  de  ces  Cormes,  théorie 
qui  n'a  pus  encore  été  développée  et  dont  je  me  propose  d'indiquer  dansée  Mé- 
moire quelques  points  rondamenlaui,  qui  donneront  d'ailleurs  îinm<:'dïatement 
la  solution  du  problème  proposé. 

•  On  connaît  la  méthode  cfli'bre  par  laquelle  M.  Hermile  ramène  l'étude 
■  ri Ihmj tique  d'une  forme  quadratique  réelle  indiirinleà  la  réduction  con lin ucl le 
"  inc  Turme  dëHnie  dépendant  de  certains  paramÉtresarbitraires...  La  méthode 
M.  Kerinite  peut  s'étendre  aux  formes  quadratiques  A  indéterminées  conju- 
gtiées,  et  cette  extension  est  le  point  de  départ  de  mon  étude  sur  les  forment 
biniirei  indéfinU».  Quant  aux  conditions  de  U  réduction  d'une  forme  binaire 
définie  t  îndélerrojnées  conjuguées,  elles  ont  été  données  par  M.  I^Iernnitc 
{Journal  de  Crelle,  t.  h~),  et  elles  sont  tri>s  convenables  pour  notre  objet,  cor 
nous  établirons  qu'en  général  i  une  forme  définie  ne  correspondent  que  deux 
réduites,  et  celles-ci  différent  seulement  p4r  le  signe  des  eoetlîcicnts  moyens; 
j'^oute  que,  dans  toute  cette  théorie,  nous  n'employons  que  des  substitutions 
dont  le  déterminant  est  égal  A  l'unité.  La  forme  définie,  que  nous  sommes  con- 
duits à  associer  i  la  forme  indclînie  donnée,  ne  renferme  qu'un  paramétre  ar- 
bitraire «,  et  il  sufCt  de  donner  A  ce  paramétre  toutes  les  valeurs  complexes  de 
module  inférieur  A  l'unité.  Les  conditions  de  réduction  de  cette  forme  lîont  sus~ 
r^Cptibles  d'une  interprétation  géométrique  remarquable,  qui  permet  d'elfecluer 
sans  peine  la  réilnetion  ciiniinuelle  :  elles  expriment  que  le  point  dont  l'affiic 
est  >  doit  être  i  l'intérieur  d'un  polygone,  limité  par  des  arcs  de  cercle  ortUo- 
(onaoi  au  cercle  de  rayon  i. 

■  Ce  travail  est  divisé  en  cinq  Chapitres.  Dans  le  premier,  je  construis  la 
forme  définie  associée  4  et  arrive  à  la  notion  de  réduite  pour  les  formes  indé' 
finies;  j'établis  ensuite  que  le  nombre  des  réduites  e^  limité,  mais  en  suppo- 
sant que  le  déterminant  de  la  forme  n'est  pas  une  somme  de  deux   carrés.   Le 


i5>  SlîCONDE  PARTIE. 

second  Cliapilre  est  principalement  consacré  aux  représenta  lions  géométriques 
dont  j'ai  parlé  plus  haut;  je  puis  alors  étendre  facilement  le  théorème  sur  le 
nombre  limité  des  réduites  aux  cas  qui  avaient  été  écartés.  Dans  la  troisième 
Partie,  j'examine  d'abord  les  diverses  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
dans  la  réduction  d'une  forme  définie;  je  montre  ensuite  comment  peut  s'efiec- 
tuer  la  réduction  continuelle  de  la  forme  4>,  et  comment  cette  réduction  don- 
nera les  substitutions  fondamentales  du  groupe  de  substitutions  semblaMes. 
Dans  le  quatrième  Chapitre,  je  cherche  explicitement  les  substitutions  qui  ré- 
duisent de  nouveau  la  forme  <!>,  quand  celle-ci,  pour  une  variation  infinimeol 
petite  du  paramètre,  cesse  d'être  réduite,  et  cela  dans  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  je  fais  ensuite  une  application  numérique  complète.  Dans  la  der- 
nière Partie,  je  reviens  sur  le  groupe  dont  il  a  été  question  au  début  pour  mon» 
trer  directement  qu'il  est  discontinu.  » 

Lindstcdt,  —  Sur  la  détermination  des  distances  mutuelles  daDS 
le  problème  des  trois  corps.  (85-i02). 

La  partie  principale  du  problème  des  trois  corps  consiste  à  déterminer  les  dis- 
tances mutuelles  en  fonction  du  temps  ;  on  sait  que  dans  les  expressions  de  ces 
distances  mutuelles  entrent  neuf  constantes  d'intégration  indépendantes. 

Lagrangc  a  donné  les  équations  dilTérenticlles,  symétriques  par  rapport  aoi 
trois  masses  M,  m,  m',  qui  lient  les  dislances  r,  r\  A  de  M  à  /n,  de  M  à  m' et 
de  m  à  m\  M.  Lindstedt  se  propose  d'intégrer  ces  équations,  dans  un  cas  re- 
marquable, en  conservant  la  symétrie  qui  doit  exister  entre  les  trois  corps. 

Il  suppose,  comme  on  le  fait  dans  la  théorie  des  perturbations  :  i*  que  les 
excentricités  des  orbites  des  petites  masses  m  et  m'  autour  de  la  grande  masse 

M  sont  assez  petites;   3<*  que  le  rapport  -7  est  constamment  inférieur  ou  con- 
stamment supérieur  à  l'unité. 

On  satisfait  à  ces  conditions  en  posant 

r»=  a»(>-+-p).    ''''=  a''(i4-p'),     A»  =  rf*(n-  5). 

rt%  rt'*,  rf»  étant  des  constantes,  et  p,  p',  6*  des  fonctions  plus  petites  que  l'anilé 
rn  valeur  absolue. 
Les  équations  que  M.  Lindstedt  substitue  à  celles  de  Lagrange  sont 

^  (  ^0  -  \  )  "  -^  (  ^'  0  -  î^o  )  " '  -+-  (  Vo  —  V„  )  V  —  T,  ^, 


(i) 


==(lJ,-\)«4-(Li',-ix.)«'-+-(V.-v.)i;-h(Q,-T,)^, 
dMi' 

-(t^-\)«-f-(U;-ixJ«'-+-(V,-v,)v'4-(Q,-T,)^, 
■^  -^  (  a.  -  ^,  )  "  -^  (  ?.  -  !^ J  "'  -^  (  r,  -  vj  ^  -+-  (  e,  -  f .  )  ^ 

r.(L'^_A,)|/+(l3-aJ|/'-^(\\-V.)v'^(Q,-T,)^, 


J-. 
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^  ,       ....      rf(r»)     rf(/'")     rf(A')      ,       .  . 

M,  M,  i^sont  les  dérivées  — , —  >    — ; — >   — ; — -\    les  a,  a,  v,  t  sont  des  con- 

di  at  dt  t"'     7 

stantes  provisoirement  indéterminées,  dont  l'introduction  sera  justifiée  par  la 
suite;  les  U,  U',  V,  Q  sont  des  séries,  sans  termes  constants,  ordonnées  suivant 
les  puissances  croissantes  de  p,  p',  8;  les  a,  ^,  v,  e  désignent  les  termes  constants 
des  développements  correspondants.  Ainsi,  U,-h  a,  est  le  développement  de  l'ex- 
pression' 

et  ainsi  de  suite. 

Les  intégrales  du  système  (i)  s'obtiennent  par  approximations  successives.  La 
première  approximation  s'obtient  en  faisant 

p  =  p'=  6  =  o. 

Pour  conserver  la  symétrie  entre  les  trois  masses^  .M.  Lindstedt  développe  ces 
intégrales  suivant  les  puissances  de  quatre  quantités  t„  t/.  A*,  A''  qui  s'introdui- 
sent comme  constantes  d'intégration  dans  le  problème  des  trois  corps^  de  la 
mènie  manière  que  l'excentricité  dans  le  problème  des  deux  corps,  et  dont  les 
valeurs  numériques  doivent  faire  converger  les  séries  obtenues  pour  toute  va- 
leur de  t.  On  reconnaît  alors  que  les  fonctions 

M,  w',  v,q\     p,  p',  5;     /•»,  r»,  A» 

sont  en  général  des  séries  purement  trigonométriques  contenant  quatre  argu- 
ments distincts 

nt-\-m,    n't-\-zs\    v^-hw,    v'^-t-w'. 

Chaque  terme  dont  l'argument  est 

i(/i^-4-î3)±t'(/i7-+-î3')ihy(vr-+-a))±:y'(v'^4-o)'), 

admettant  pour  multiplicateur  le  produit  7;'t,"'A"/A''',  sera  dit  de  l'ordre 

iH- 1  -+-y  -4-y  . 

La  n'*"*"  approximation  fournira  les  termes  du  /i'*"*"  ordre. 
Les  constantes  d'intégration  sont  les  onze  quantités 

a%  a'*,  rfS  T„  t;'.  A,  A',  o,  o',  w,  w'; 

mais  il  existe  deux  relations  entre  ces  constantes  arbitraires  et  les  masses. 

Lorsqu'on  aura  trouvé  un  système  de  valeurs  approchées  de  li,  u\  Vy  Çy  on 
calculera  les  seconds  membres  des  équations  (i)  en  y  substituant  ces  valeurs. 
On  obtiendra  de  cette  manière  un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients 
constants,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  explicites  du  temps  ne 
contenant  que  des  termes  périodiques.  L'intégration  de  ce  système  par  les  mé- 
thodes connues  fournira  une  nouvelle  approximation.  On  pourra  toujours  dis- 
poser des  indéterminées  X,  {x,  v,  t,  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes  sé- 
culaires dans  les  intégrales. 

Indré  (D.).  —  Elude  sur  les  maxima,  minima  el  séquences  des 
permiilalions.  (i 21-1 34)- 
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(luiisidérons  loulcs  les  permutations  sans  répétition  qu'on  peut  former  avrr 
n  nombres  inégaux.  Dans  l'une  quelconque  d'entre  elles,  un  nombre  placé 
entre  deux  autres  est  un  maximum  s'il  les  dépasse  lou>  deux,  un  minimum 
s'il  leur  est  inférieur;  un  nombre  placé  au  commencement  ou  à  la  fm  de  laper- 
mutation  est  un  maximum  s'il  dépasse  le  nombre  voisin,  un  minimum  s'il  nelc 
dépasse  pas.  On  appelle  séquence  une  suite  de  nombres  juxtaposés,  dont  le  pre- 
mier est  un  maximum  et  le  dernier  est  un  minimum  ou  réciproquement,  mais 
dont  aucun  intermédiaire  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 

M.André  nomme  permutations  ( /i,  s)  les  permutations  de  n  éléments  qai 
présentent  j  séquences,  permutations  [n,  p.,  {x']  les  permutations  de  n  éléments 
qui  présentent  \l  maxima  et  {x'  minima;  il  désigne  par  P„  ,  le  nombre  des  pre- 
mières, par  M^  j^  '  celui  dos  secondes,  et  il  se  propose  de  trouver  une  méthode 
simple  pour  calculer  les  nombres  P„^,  et  M„  «,^.. 

•  Le  nombre  s  des  séquences  est  toujours  égal  à  {x  -4-  p.' —  i.  La  différence  jx  —  |i' 
ne  peut  avoir  que  l'une  des  trois  valeurs  -+-i,  o,  — i.  Il  suit  de  là  qu'il  existe 
trois  sortes  de  permutations  [/i,  p-,  p.'],  savoir  les  permutations  [/i,  9-^1,3], 
les  permutations  [/t,  9,  9]  et  les  permutations  [/i,  7,  7  +  1].  Les  trois  relations 

ramènent  le  calcul  des  nombres  M  à  celui  des  nombres  P. 

Relativement  à  ces  derniers,  l'auteur  démontre  une  formule  fondamentale, 
qui  résout  le  problème,  en  donnant  un  moyen  régulier  et  simple  decalculcrde 
proche  en  proche  les  nombres  P, 


i».t 


Grâce  à  cette  formule,  on  peut  former  une  Table  des  nombres  P^  ,  par  un  pro- 
cédé analogue  à  celui  qui  donne  le  triangle  de  Pascal. 

L'inspection  du  triangle  des  nombres  P^ ,  permet  à  ^L  André  de  constater 
cette  propriété  remaniuablc  des  permutations  : 

Parmi  les  permutations  de  n  éléments,  il  y  a  autant  de  permutations 
ayant  un  nombre  pair  de  séquences  que  de  permutations  en  ayant  un 
nombre  impair. 

Kn  terminant,  l'auteur  calcule  le  nombre  total  des  séquences  qui  est  égal  à 

in  —  1,         ,            ,                      ,        ,                      .           ,,,Q/i  —  I 
— r —  /i  î,  et  le  nombre  moyen  des  séquences  qui  est   égal  a  — 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième 
espèce,  (i 35 -175). 

L'objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Appell  est  la  décomposition  en  élémcni- 
simph^s  des  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce, 
liii-  pan-illi;  fonction  est  (ièliiiic  par  les  doux  relations 

(1)  /{z~  2W)  -  f{z),    /{z  ^  liK)  --  e^'-'^^^/iz), 

où   \  est  nèccssuircnicnt  (II-  la   forino r-^»  /;/    dèsij^nant    un    entier  p'»>»m 


l\ 


«»ii  iu'::atif. 


J 
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Si /(s)  eU  méromorphe,  elle  possède  dans  le  parallélogramme  des  périodes 
2  K  et  jiK'  plus  de  zéros  que  de  pôles  lorsque  m  est  positif,  plus  de  pôles  que  de 
zéros  lorsque  m  est  négatif;  dans  ce  dernier  cas,  il  ne  peut  exister  de  fonctions 
entières  vérifiant  les  équations  (i). 

BK 

Par  le  changement  de  5  en  «  H .»  les  équations  (i)  deviennent 

-m  K  zi 
(2)  F(5-i-  2K)r=  F(5),      F(5-H-2*K')  =C       K        P(5). 

M.  Appell  se  propose  de  décomposer  F{z)  en  une  somme  d'élémenls  simples 
n'ayant  chacun  qu'un  pôle  dans  le  parallélogramme  des  périodes  et  une  partie 
entière,  s'il  y  a  lieu.  Les  circonstances  de  la  décomposition  sont  entièrement 
différentes,  suivant  que  m  est  positif  ou  négatif 

L  m  >  o. 

Il  existe  entre  les  infinis  a„  a^  . . . ,  a^,  et  les  zéros  p„  {i^,  . . .,  ^^^^  de  la  fonc- 
tion méromorphe  V{z)  la  relation 

£?  — Sx-f-mK=  2/iK  +  2/l'«K'. 

F{z)  peut  être  une  fonction  entière:  c'est  alors  une  fonction  linéaire  et  ho< 
niogène  à  coefficients  constants  des  m  fonctions  particulières 


(v  =  o,  I,  2,  . . .,  /«  —  i) 


— 

e  K 

n  =  -HoD 

1 

innT 

ri 

g\f"H^) 

e    K 

i(»— l)+jnv 

«   =   —    90 

«K* 

OÙ  q  désigne  la  quantité  e   ^   . 

Si  F(^)  est  une  fonction  méromorphe  à  pôles  simples,  on  peut  prendre  pour 
élément  de  décomposition  la  fonction 


inr.{z  —t\i 


ir(o)       H{z-a,)H{z-a,)...}\{z-a^^,) 


4;„(5,  «)_e       «n        „.(-_^)   H(a-a.)H(ot-a,)...li(a-a^^.)' 

où  a,,  a^,  . . .,  a„j  désignent  des  constantes  arbitraires,  a^^,  étant  déterminé  par 
la  relation 

«,M+,  =  a  -+-  m  K  -a.  -  rt,  -  . . .  -  a„. 

Cette  fonction  ^„{Zf  x)  admet  pour  pôle  simple  le  point  x  avec  le  résidu  +  i; 
elle  vérifie  les  deux  équations 


—  m»  SI 


Soient  maintenant  X,,  x,,  ...,  x   les /?  pôles  simples  de  F (5),  H,,  K^,  ...,  R 
les  résidus  correspondants,  la  formule  de  décomposition  cherchée  est 

F(-)=R.';^(5,  a.)4-R,^'^(^,  a,)-i-...H-R^^^(-,  x^)-+-G(-), 

où  G  (  w)  est  une  fonction  entière  satisfaisant  aux  équations  (a),  et  qui  s'exprime 
linéairement  au  moyen  de  ni  fonctions  entières  connues. 

Lorsque  le  pôle  x  est  d'un  degré  /*>!,  on  devra,  dans  la  formule  de  décom- 
position, remplacer  le  terme  R, <}',„( 5,  x)  par  la  somme 
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où  '^^^{z,  a)  représente  la  dérivée  d'ordre  «de  ^„is,  a)  par  rapporta  a,  eloù 
R,,  Ri,  ...,  \Vf~^^  sont  les  numérateurs  des  fractions  élémentaires  dont  la 
somme  constitue  la  partie  principale  de  F(  £)  dans  le  voisinage  du  pôle  mui- 
tipie  5  —  a. 
Enfin,  si  a  est  un  point  essentiel  isolé,  il  suffit  de  faire  r  ~  'x . 

II.  m  <  o. 

Faisons  m  =  —  {x.   Il  Cjnviendra  de  prendre  pour  élément  de  décomposition 
la  fonction 


/..(-«) =^  2    "^ 


y  x(  s— «Il 


Cette  fonction  admet  pour  pôles  simples  le  point  x  et  ses  homologues  avec  le 
résidu  +i  (un  seul  pôle  dans  chaque  parallélogramme).  Elle  vérifie  les  deux 
relations 

/j,(5-+-aK,  a)=Xj,(s,a), 

^tlli  ri  (  tlli\  Tzi    <i^ -'>*=* 


TZl      — c 


TZl 


XZl 


où  les  \L  fonctions  g  sont  celles  qui  ont  été  définies  précédemment. 
La  formule  de  décomposition  est  alors 

K(5)  =  R,X^(i:,  «,)-+- R,Z;x(«»  «,)-+-••• -H  R^Xj^(5,  a^). 

Mais,  tandis  que,  dans  la  première  formule  de  décomposition,  les  résidus  étaient 
indépendants  des  pôles  correspondants,  il  existe  actuellement  ji  relations  entre 
les  résidus  H,,  R,,  ...,  R    et  les  pôles  a,,  a^,   ...,  a  ,  savoir 

^<^g[^^i^^)  +  ^.gT{^^)-^"^-^^pg[^H0if,)  =  O      (  V  =  O,    1,2,   ...,ll-l) 

Si  V{z)  admet  un  point  singulier  a  unique,  mais  d'ordre  supérieur  au  pre- 
mier, en  sorte  que  sa  partie  principale  aux  environs  de  ce  point  soit 

R,  R, 


z  —  3,         {z  —  a)* 
un  a,  pour  expression  de  F(-), 


^  i.i...(/i  —  I)  dz'*-* 


les  coefficients  R,,  R,,  ...  vérifiant  les  \i  relations 


I .  j . . .  (  /i  —  I  )         dx 


.-;; =  o,        (v=ro,  i,3,...,ti-0. 


n 


On  passe   facilement  de  ce   cas  à  celui    nù   les  singularités  de    F(-:)  >onl  rn 
nombre  quelconque. 
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Les  résultats  précédents  peuvent  être  étendus  à  certaines  fonctions  d'un  point 
analytique. 
Soient  F(j;,  y)  :=  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique  de  genre  p  >i; 

les  intégrales  abélicnnes  de  première  espèce  correspondantes; 

ûV'=o,     û'/'=o,     ...,     û'/!_,  =  2t:v/^,     ...,     û','},_,  =  o, 

les  2p  périodes  normales  de  l'intégrale  abélienne  u^*HXyX);  6(w.)  la  fonction 
%  de  p  variables  formée  avec  les  périodes  normales. 

Il  s'agit  de  décomposer  en  éléments  simples  les  fonctions  ^{x,x)  du  point 
analytique  {x^y),  qui  satisfont  aux  ip  relations 

où  [*(J?,y)]t  désigne  ce  que  devient  *(j;,y)  quand  le  point  {x^y)  décrit  le 
cycle  correspondant  au  groupe  de  périodes 

"a-  »  ";t  »  •••>  ">t  • 
Supposons  m  positif,  et  considérons  la  fonction 

où 

k  =  p-i 

(pour  la  signification  de  la  constante  C-,  voir  Briot,  Théorie  des  /onctions 
abéliennes).  Cette  fonction  du  point  {x^y)  a  un  seul  zéro  (a,  6)  et  un  seul 
pôle  (x,  P).  L'élément  de  la  décomposition  sera  alors 

k  —  m 

y^■{x,y  I  .,  ?)  =  c(^;  *)  W  «,[u("(x,r)  -  Al*']. 

où  C  est  une  constante  indépendante  de  {x^y)  et  où  les  constantes  /ij*'  satis- 
font aux  p  relations 

u(0(a,  6)  -  a')  (a,  p)  -t-  /i^iJ^-  /il*'4-...+/tl"*' =  o,     (i  =  i,  a, . ..,/>). 

Cette  fonction  n'a  qu'un  infini  (a,  ?)  et  vérifie  les  relations  (3)  :  on  achèvera 
de  la  déterminer  en  choisissant  la  constante  C  de  telle  façon  que  son  résidu 
relatif  au  pôle  (x,  P)  soit  égal  à  l'unité. 

Si  alors  la  fonction  *(x,^)  à  décomposer  admet  ^  pôles  simples  (a,,?,), 
(*i»  P,)»  •••»  (»,|i  ?^)  de  résidus  respectifs  R,,  R^,     ..,  R^,  on  aura 

c|»(^,7)  =  R,q-(x,>-|2.,  ?,)4-...-T-H/r(x,>'lV?,)-^G(x,>'). 
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G(jr,^')  (it'signant  une  funotion  entière.  Celle  formule  s^cleod  facilemcni  au 
cas  où  il  y  a  des  pùles  multiples. 

M.  Appcll  ne  donne  pas  la  formule  de  décomposition  correspondant  au  cas 
de  m  <  o. 

M(*ray.  —  Ohservalions  sur  la  légitiniilé  de  rintcrpolation. (i65- 

I/intnrpolation  d'une  fonction /(c)  dans  une  aire  donnée  S  parait  impos- 
sible, si/(j)  ne  réalise  pas  les  conditions  suivantes  '.  f{z)  doit  non  seulement 
être  liolomorphe  dans  l'aire  S,  mais  encore  y  posséder  en  chaque  point  on 
rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  la  distance  maxima  de  ce  point  aux 
divers  points  de  Taire  en  question. 

M.  Méray  démontre  une  proposition  qui  confirme  pleinement  cette  induction 
pour  les  aires  circulaires. 

Méray.  —  Sur  l'existence  efleclîvc  des  deux  périodes  des  fonc- 
tions ellipliques.  (17--180). 

La  fonction  u  de  x  défmic  par  l'équation  difTérentielie 

du 


dx 


\^ ^'{u  —  a  ){u  —  b  )  {u  -^  c)  (u  —  d) 


possède  deux  périodes  Çl  —  ii'-i-iû",  F!  —  n' -4-1*11*.  Cette  propriété  est  incom- 
plètement démontrée,  si  l'cm  ne  fait  pas  voir  que  le  déterminant 

il'    il" 

ir    IV 

est  différent  de  zéro. 

M.  Méray  fournit  la  preuve  directe  de  celte  dernière  proposition. 

Floquct.  —  Sur  les  équations  (lifTérenliellcs  linéaires  à  cocfiicicnl> 
doublement  périodiques.  (i8o-238). 

Soii 

r/ ••  V  d"  ' V 

vw   /       ,/j,,.        /  '  dx"'  '  '  '"• 

une  équation  différentielle  linéaire,  à  coeflicicnts  uniformes  et  doublement 
périodiques,  des  périodes  w  et  w',  et  dont  Tinté^^rale  générale  est  supposée  uni- 
fornïc.  M.  Floquct  se  propose  de  trouver  comment  celle  double  périodicilédos 
coefficienls  se  traduit  dans  les  intégrales. 

Si,  faisant  abstraction  de  la  période  w',  on  ne  considère  que  la  périotic  w, 
l'inlcgration  dépend  d'une  certaine  équation  algébrique  A  —  o,  du  desjré  m  par 
rapport  à  l'inconnue  £,  et  que  Tauleur  a  nommée  Vcfjuntion  fondamental*^ 
relative  à  la  période  w  (voir  Annales  de  rÉcolc  Normale,  p.  j»)  ;  isSJ). 

(Jia([uc  racine  z-  a  deux  caracléristi([ues.  son  degré  de  multiplicité  ;j,  «l 
Tordre  >,^.  à  partir  du(|uel  Ic-^  délerminanls  mineurs  de  A  cessent  d'être  Iihi> 
nuls  pf)ur  £  -  c,.  \a\  x'coikIc  X,  représente  le  nombre  maximum  <ics  solnli'»»- 
dislin<*tes  S(.r),  pt'Tiorli(nir>  de  seconde  e-ipèce,   a\ec  la  période  fo  cl   \v  mulli 
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plicalcur  e  .  La  première  \l.  représente  le  nombre  maximum  des  solutions  dis- 
tinctes de  la  forme 

^S{x)  =  ?„(j:)-+-xcp,(j:)-+-...-+-a;'>.(j7), 

oii  9^(j:),  9, (j:),  ...,  ?,(J?)  sont  des  fonctions  de  seconde  espèce  de  période  m 
et  de  multiplicateur  e-.  Si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  distinctes 
de  A  et  que  Ton  pose 

Aj  -\-  A^  -j- ...  -h  A^  -^  ^t 

P  ==  o  admet  comme   intégrales  distinctes   v  fonctions  S(^),  et  v  seulement 

S,(X),  S,{X)y    ...,   S^{x). 

Mêmes  conclusions,  si  Ton  envisage  la  seule  période  to'.  On  trouvera  une 
autre  équation  fondamentale  A' =  o,  admettant  n' racines  distinctes.  Chacune 
d'elles  Bt  est  caractérisée  par  les  nombres  {X|-,  X/;  P  =  o  admettra  v'  solutions 
S\{x)y  S'i{x)j  ,  ,.f  S[-{x)  de  seconde  espèce  et  de  période  ta'. 

Ces  préliminaires  posés,  l'auteur  cherche  les  intégrales  doublement  pério- 
diques et  de  seconde  espèce  de  l'équation  P  =  o.  Si,  parmi  les  v  intégrales 
S  (a;)  ou  les  v'  intégrales  S'(^)»  une  fonction  se  trouve  seule  de  son  multipli- 
cateur, elle  est  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Si  donc  Tune  des 
deux  équations  fondamentales  n'a  que  des  racines  simples  (ce  qui  est  le  cas 
général),  l'équation  P  =  o  admet  comme  intégrales  distinctes  m  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  seconde  espèce  :  c'est  le  théorème  de  M.  .Picard.  Le 
nombre  maximum  N  de  ces  intégrales  ne  peut  surpasser  ni  v  ni  v',  mais  il  ne 
peut  tomber  au-dessous  de  n  et  de  n'.  Il  en  résulte  que  P  =  o  admet  toujours 
une  intégrale  doublement  périodique  de  seconde  espèce,  comme  l'ont  démontré 
MM.  Picard  et  Mittag-Leffler.  Pour  que  N  soit  égal  à. m,  il  faut  et  il  suffit  que  toute 
racine  de  chaque  équation  fondamentale  annule  tous  les  mineurs  du  premier 
membre  jusqu'à  l'ordre  marqué  par  son  degré  de  multiplicité  exclusivement. 
M.  Floquet  démontre  divers  théorèmes  sur  les  limites  v,  v'  et  /i,  n'  du  nombre  N. 

Il  passe  ensuite  aux  intégrales  qui  ne  seraient  pas  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce.  11  les  obtient  en  cherchant  les  solutions  suscep- 
tibles des  deux  formes  ^{x)  et  ^'(x).  Finalement,  il  parvient  au  résultat 
suivant  : 

L'équation  P  =  o  admet  m  solutions  distinctes,  affectant  la  forme  de  poly- 
nômes aux  deux  variables  x  et  Z(x),  les  coefficients  de  chaque  polynôme 
étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  de  mêmes  mul- 
tiplicateurs, aux  périodes  to  et  u)';  Z{x)  désigne  une  fonction  uniforme  qui 
augmente  de  quantités  constantes  quand  on   y  remplace  x  par  x  4-  u>  ou  pur 

X  -H  0)', 

Z{x-^îù)  =Z{x)-^qy    Z(j:-hw')  =  Z(x)4-7', 


w' 


u> 


et  telle  que  la  différence  taq' — qtù'  ne  soit  pas  nulle.  Si  dans   le  rapport  -^ 
le  coefficient  de  i  est  positif,  on  prendra 

0(jr)  étant  une  des  quatre  fonctions  0,  cl  dans  ce  eus  on  aura 

n  z=z  Oy      7  — .      ton'  —  ntù  —  —  lî r  /. 
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Si  le  coefficient  de  i  est  négatif,  on  prendra 

âr(x)  étant  Tune  des  fonctions  Sr,  avec 

^  =  — ^  ♦     q' =  Oy     taq' — qtù'  =  —2Tzi, 

Comme  les  polynômes  en  j:etZ(â;)  se  réduisent  généralemeot  à  leurs  termes 
constants,  il  existe  en  général  un  système  fondamental  d'intégrales  doublemeat 
périodiques  de  seconde  espèce. 

Stéphanos.  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  formes  binaires  el  sur 
l^élimination.  (329-388). 

Ce  travail  a  été  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bulletin, 

Lefébure.  —  Mémoire  sur  la  composition  de  polynômes  entiers 
qui  n^admetlent  que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déter- 
minée. (  389-404  )• 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  des  polynômes  entiers  qui  n'admettent 
que  des  facteui*s  premiers  de  la  forme  HT  +  1,  T  désignant  un  entier  arbitraire. 

I.  Soit  T  =  nS  n  étant  premier.  Considérons  le  polynôme 

A-  —  B- 


F^(  A,  B)  =  A*-'  4-  A—'B  -f-. . .-+-  AB— «-f-  B—'  = 


A  — B 


dans  lequel  A  el  B  sont  des  entiers  quelconques  premiers  entre  eux. 

Si  A  et  B  sont  des  puissances  /i'*"**,  A  =  C",  B  =  D",  les  diviseurs  premier' 
de  F«(A,  B)  sont  de  la  forme  Il/i*  -+-  i. 

IMus  géncraloment,  si  A  et  B  sont  des  puissances  égales  de  puissances  n'*^. 
A  =  C*'"',  B  :^  D"'"',  les  diviseurs  premiers  de  F^(A,  B)  sont  de  la  forme 
H/i'  +  i. 

II.  Soit  T  =  w'm'',  /I  cl  m  étant  premiers.  Considérons  la  fonction  F,(k*,  t**). 
où  u  —  C"**-'»»*-»,  v»  —  D-n^-ui-i    Lç  quotient 

Il      -  ^\  (<<"*>  ^"*) 

est  un  polynôme  entier  dont  les  diviseurs  premiers  sont  de  la  forme 

Hm*/i'-i-i. 
On  peut  l'écrire  encore 

_  F^Cm",  i"*)  _  (m'""— v""")(m  —  v) 
""•  ~"  T'^Cm,  v)    ~   ( a"  —  V ) ( a"»  —  i^ )  ' 

III.  Soit  T  =  n^m'*5^.  Le  quotient 

..       _  I\  (/<**',  i^')  F, (  u,v)  _  (  «•*»"  —  v^'"  )  (  M-  —  V-* )  (  M»  _  ^" )  (  ir^r) 
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dans  lequel 


u  =  C"*- «"•*•- •**-•,    s?  =  D"*" 


imh-Uk-\ 


csi  un  polynôme  entier  dont  les  diviseurs  premiers  sont  de  la  forme 

Floquet,  —  Addition  à  un  Mémoire  sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires.  (4o5-4o8). 

Dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel  isolé,  supposé  situé  à  l'origine, /(jr) 
et  ses  dérivées  sont  développables  en  une  double  série  convergente,  procédant 
suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives  de  x.  Il  n'en  est  pas  tou- 

jours  de  même  de  la  dérivée  logarithmique  -p. — -  >   et  plus  généralement  des 

/(•>  {x\ 
quotients     >.,     v    •  Lorsque/(j7)  a  une  infinité  de  zéros  dans  le  domaine  de 

/<•')  {x\ 
l'origine,     .  n'est  plus  dévcloppable  à  la  manière  de /(a:). 

Cette  remarque,  dont  M.  Floquet  n'avait  pas  tenu  compte  dans  un  Mémoire 
antérieur  {Annales  de  VÉcole  Normale,  t.  VIII,  Supplément,  1879)  nécessite 
des  rectifications  à  certains  énoncés  contenus  dans  ce  travail. 

Stieltjes.  —  Quelques  recherches  sur  la  théorie  des  quadratures 
dites  mécaniques.  (409-426), 

Il  s'agit  des  formules  d'approximation  qui  servent  à  calculer  la  valeur  d'une 
intégrale  définie,  et  où  les  abscisses  sont  déterminées  de  manière  à  atteindre  le 
plus  haut  degré  de  précision.  M.  Stieltjes  examine  si  ces  formules  permettent 
d'atteindre  une  approximation  indéfinie.  On  suppose  habituellement  que  la 
fonction  est  dévcloppable  en  série-  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  va- 
riable; mais  les  formules  en  question  sont  applicables  dans  des  cas  beaucoup 
plus  étendus. 

Soit/(x)  une  fonction  donnée,  qui  ne  devient  pas  négative,  quand  x  prend  les 
valeurs  fmies  a,  b  et  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  On  suppose /(j?)  inté- 

grable  dans  cet  intervalle,  en  sorte  que    /     f{x)dx  ait  un  sens  déterminé;  il 

n'est  pas  nécessaire  que/(J7)  reste  toujours  finie. 

On  peut  déterminer  un  polynôme  P„(:r)  d'un  degré  donné  n  par  les  condi- 
tions 

/    /{x)V^{x)x^  dx  =  0,        (Ar  =  o,  I,  a,  ..., /i  — i). 


••  a 


Ce  polynôme  P„(d:)  a,  comme  on  sait,  toutes  ses  racines  a:,,  a:,,  ,,,,x^ 
réelles,  inégales  et  comprises  entre  a  et  6,  en  excluant  les  limites. 

Soit  maintenant  ^J{x)  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  an  —  i  au  plus.  On 
aura  la  formule 

/    /(^)Ç(^)rf^  =  A.g(a7,)4-A,Ç(x.)+...+  A„(j(j:J. 
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où  Ips  cnnstaiiUîs  V,,  A^,  ...»  A^,  données  par  les  relations 

ne  (lépondcnl  pas  de  la  fonction  (J{x). 

(les  constantes  A^  sont  toutes  positives;  elles  jouissent  de  propriétés  impor- 
tantes, caractérisées  par  les  iné;;alités 

/*■*** 
A, -+- A^-   . . .-'  Aj>    /         /(x)rfjr,        (A  =  1,2,  3,  ..., /î —  i.n), 

«-  /i 

/{x)dxj        (A- =  I,  2,  3,  ...,/i  —  i). 

.. 

Pour  appliquer  ces  résultats  à  la  quadrature  de  Gauss,  il  faut  faire 

/(a:)  — I,    a=  —  if    b=-hi. 

Les  inégalités  précédentes  montrent  alors  que  a:,,  a?,,  a:,,  ...  toiïil>ent  dans  les 

intervalles 

(— I,— H-A,),    (— i-t- A„  — i4-A,-4-A,), 

(  —  i-H  A,  -t-  A^,  —  I  -t-  A,  -4-  A,  -+-  A,  ),     

Si  Ton  applique  la  quadrature  à  une  fonction  rT( x),  intégrabic  de  —  i  à 
-T-i,  et  toujoui's  comprise  entre  deux  limites  finies,  l'expression 

(I)  A,J(j:,)H.A,.f(j:J+...-4-A,.f„(a:J 

rentre  par  suite  dans  celle-ci,  qui  sert  de  définition  à  l'intégrale    1       rf(x) di, 

lim[o..T(Ç,)-HS,.7(Ç,)+...-^S,J(xJ], 

et,  comme  les  diiïcrcncesj7,-H  i,  x^  —  x,,  x,  —  x^, . . .  deviennent  infiniment  petii*^ 

avec  -»  la  formule  (i)  donne  une  approximation  indéfinie. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  quadrature  de  Gauss,  le  polynôme  P^  se  confoo>i 
avec  le  polynôme  \„  de  Lescndrc;  et  l'on  sait  qu'alors  les  racines  x„  j,,  ...,1", 
sont  distribuées  de  manière  <[ue  les  différences 

JT,  -r-  1 ,    X^        X, J"„         «î*,,—,  •    I         J"„ 

deviennent  infiniment  petites  avec  -•  Voici  l'analogue  de  cette  proposition  dan* 
le  cas  ««'néral  : 


Lors([ue  n  augmente  indrlinimrnl,  les  intégrales 


I       /{x)(ix,       I       f{x)(tx I        /(.r)r/x,        /     /{x)dx 

convergent  toutes  vcr*^  zéro,  v.aii><  qu'on  piii-^sc  aflirnier  la  même  clio-^e  des  tliff»- 
renccs 

'^.  -  ^''  -^^  —  ^", -^n-  -''a   ,.  f*  -   r,,  : 

les  constantes   \,  tendent  \<ts  zéri.»  a\ec  -• 

// 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  iG3 

M.  Stieltjcs  indique^  en  terminant,  un  cas  très  étendu  où  la  quadrature  méca- 
nique donne  une  approximation  indéfinie. 

Guichard,  —  Sur  les  fonctions  entières.  (427-432). 

Étant  données  deux  fonctions  entières  (holomorphes),  ^{^)  et  G, (2),  pre- 
mières entre  elles,  c^est-à-dire  n'ayant  aucun  zéro  commun,  on  peut  déterminer 
deux  fonctions  entières  X  et  (jl  satisfaisant  à  la  relation 

Cette  proposition  est  l'analogue  du  théorème  d'Euler  pour  les  polynômes. 

Soient  a^,  a,,  . . .,  a„  une  suite  ayant  le  seul  point  limite  i;  =  oo ,  il  existe  une 
fonction  entière  G(z),  prenant  en  ces  points  des  valeurs  données  6,,  6,,  ...,6^, 
et  dont  la  dérivée  G'{z)  prend,  aux  mêmes  points,  des  valeurs  c,,  c,,  ...»  ^^n 
données  à  l'avance. 

Une  fonction  entière,  n'ayant  pas  de  zéros  doubles,  satisfait  à  une  équation 
différentielle  de  la  forme 

d*Y       ndy       ^ 

P  et  Q  étant  des  fonctions  entières. 

Deux  fonctions  entières  G  et  G,,  n'ayant  pas  de  zéros  doubles,  satisfont  à 
une  même  équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre,  à  coefficients 
entiers. 


PHILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of  I^ndox. 

Vol.  173;  1882. 

Darwin,  —  Sur  la  compression  causée  dans  l'intérieur  de  la  Terre 
par  le  poids  des  conlinenls  et  des  montagnes,  (i 8^-280). 

Thomson  (•/.)•   —  ^"'^  '^  vibration  d'un  vortcx  annulaire  et  sur 
l'action  réciproque  de  deux  vorlex  dans  un  (luide  parfait.  (483- 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'élude  des  vibrations  de  Taxe  intérieur  d'un  vortcx 
annulaire  de  section  très  petite  par  rapport  ù  l'ouverture  quand  cet  axe  est  un 
peu  dévié  de  la  forme  circulaire  et  à  Tétudc  de  l'action  de  deux  vortex  annulaires 
qui  s'approchent  l'un  de  l'autre,  leur  distance  nnitnelie  restant  toutefois  très 
};rande  par  rapport  à  leurs  diamètres. 

Malet.  —  Sur  une  classe  d'invariants.  (75i-7';6). 

Étant  donnée  une  équation  difTérentielle  linéaire  d'ordre  m  sans  second 
membre,  on  peul  faire  disparaître  le  second  terme  soit  en  multipliant  toutes 
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les  intégrales  par  une  certaine  fonction,  soit  en  faisant  un  changement  coo- 
venable  de  la  variable  indi^pendante. 

Dans  le  premier  ras,  si  Ton  multiplie  d'abord  toutes  les  intégrales  par  une 
fonction  arbitraire,  puis  que  Ton  fasse  disparaître  le  second  terme,  on  tombera 
évidemment  sur  la  même  équation  que  si  Ton  avait  fait  disparaître  tout  d'abord 
le  second  terme  de  l'équation  proposée.  On  peut  dire  encore  que  les  intégralf» 
et  par  suite  les  coefficients  dé  l'équation  sans  second  terme  ne  dépendent  que 
des  rapports  des  intégrales  de  l'équation  proposée.  On  déduit  de  là  une  soite 
de  m  —  I  identités  qui  mettent  en  évidence  l'existence  de  certains  invariants, 
en  ce  sens  que  les  fonctions  considérées  se  reproduisent  quand  on  substitue  i 
réquation  proposée  Téquation  que  Ton  obtient  en  multipliant  toutes  les  intégrales 
par  une  fonction  arbitraire. 

M.  Malet  donne  explicitement  ces  fonctions  pour  les  équations  d'ordre  },  3. 
4  et  applique  ces  résultats  à  la  formation  de  l'équation  diiïérentielle  du 
troisième  ou  du  cinquième  ordre  qui  admet  pour  intégrale  le  rapport  de  deui 
intégrales  d'une  équation  diflférentielle  linéaire  du  second  ordre  ou  du  troisiéow 
ordre. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  fait  d'abord  un  changement  quelconque  de  la 
variable  indépendante,  puis  que,  par  un  nouveau  changement  de  cette  variable, 
on  fasse  disparaître  le  second  terme,  on  tombera  manifestement  sur  la  mim 
équation  qu'en  faisant,  par  un  changement  de  la  variable  indépendante,  dis- 
paraître le  second  terme  de  la  proposée;  d'où  une  nouvelle  classe  de  m— i 
invariants;  M.  Malet  donne  encore  ces  invariants  pour  les  équations  d'ordres, 
3,  4  et  pour  le  second  ordre  il  applique  les  résultats  trouvés  aux  problèiofs 
suivants  :  trouver  la  condition  pour  que  deux  intégrales  ^„  y^  soient  liées  par 
l'une  des  relations  j',^',  —  i,  ;>', —  ^'J;  intégrer  alors  l'équation  proposée;  il 
traite,  pour  le  troisième  et  le  quatrième  ordre,  des  problèmes  analogues. 

Forsyth,  —  Mémoire  sur  les  fonctions  0,  en  particulier  sur  les 
fonctions  de  deux  variables.  (788-862). 

Ce  iVIémoirc  est  divisé  en  quatre  Sections.  La  première  se  rapporte  à  la  théorie 
de  Hoscnhain  ;  en  suivant  la  voie  indiquée  pur  J.-S.  Smith  dans  son  Mémoire 
sur  les  fonctions  6  d'une  seule  variable  {Proceedings  of  London  Mathematical 
Society,  t.  I),  j'y  établis  un  liiéorème  général  sur  le  produit  de  quatre  doubles 
fonctions  6  avec  des  variables  cL  des  caractéristiques  différentes;  elles  sont  dé- 
finies comme  il  suit  : 


•4C0-] 


s'obtient  en  donnant  à  m  et  à  n  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  ncsaliTe> 
dans  l'expression  suivante  : 

Le  produit  est  égal  à  la  somme  de  seize  produits  pareils  et  l'équation  génénie 
ainsi  obtenue  embrasse  quatre  mille  quatre-vingt-seize  cas  particuliers.  On 
établit  les  relations  quadratiques  entre  les  fonctions  6  et  Ton  exprime  \o 
quinze  quotients  obtenus  en  divisant  ces  fonctions  par  l'une  d'elles  au  moyen 
de  deux  nouvelles  variables  x,,  x^,  liées  aux  variables  primitives  x,  v  par  I<^ 
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formules 


^-   ilz-h  — 


.r    -    I         ^ —   dz  H-    I        :z: —  dz. 


I'    -    / dz-^   I        — —  dZy 

J  SL  .'  vZ 


ou 


Z  r=r  ;;  (  I  —  :;  )  ( I  —  X  J  5  )  (  I  —  x|  c  )  (  I  —  x|  :;  ), 

et  où  A,  B,  C,  X,,  X,,  X,  sont  des  constantes  parfaitement  déterminées.  La  qua- 
druple périodicité  de  ces  fonctions  est  étudiée  au  début  de  la  section;  on  y 
donne  l'expression  des  périodes  sous  forme  d'intégrales  définies. 

Dans  la  deuxième  Section  on  donne  les  développements  de  toutes  les  fonctions 
I®  en  séries  trigonométriques,  2*»  en  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x  et  de  ^  ;  pour  ces  dernières  on  se  sert  du  théorème  qu'exprime 
la  formule  symbolique  qui  suit  : 

où  O^^v(ar),  6^  (^)  sont  des  fonctions  6  simples;  on  déduit  de  ce  théorème 
Texpression  des  quatre  périodes  et  aussi  une  nouvelle  preuve  du  théorème  re- 
latif aux  produits  de  fonctions  0  établi  dans  la  première  Section;  on  montre 
encore  que  la  fonction  <!>  satisfait  à  deux  équations  différentielles  de  la  forme 

—  3  J:  (  X  '  —  -   )  — É-  2  XX    -T—    =  o 


,,_  E\  d^ 
K/  dx 


dx*  \  K/  dx  d% 

[où  X,  x%  E  ont  le  sens  habituel  relatif  à  la  fonction  ^^\{x)]  et  à  une  équation 

de  la  forme 

d^        2KA     d*^    _ 

dr         t:*     dxdy  ~ 

Dans  la  Section  III  on  développe  le  théorème  d'addition;  à  proprement 
parler,  il  n'y  a  pas  de  théorème  d'addition  pour  les  fonctions  0,  c'est-à-dire  que 
<l>(j?-4-Ç,  ^-+-7^)  ne  s'exprime  pas  au  moyen  de  fonctions  de  x  et  de  y,  de  \ 
et  de  T^;  mais  on  a  de  telles  expressions  pour  le  produit 

où  4>  et  4>'  peuvent  désigner  soit  la  même  fonction,  soit  des  fonctions  diffé- 
rentes; une  fonction  quelconque  des  sommes  devant  être  combinée  avec  une 
fonction  quelconque  des  difTércnces,  on  a  besoin  de  deux  cent  cinquante-six 
équations;  toutes  ces  équations  sont  écrites,  classées  en  seize  systèmes  de  seize 
équations. 

Dans  la  Section  IV,  on  étend  aux  fonctions  /-"p'»»  diverses  propriétés  précé- 
demment établies  pour  les  fonctions  doubles,  à  savoir  :  i*  la  périodicité,  comme 
dans  la  Section  1  ;  2"  le  théorème  du  produit,  qui  donne  l'expression  du  produit 
de  quatre  fonctions  au  moyen  de  la  somme  de  !\^  produits  de  quatre  fonctions 
et  d'où  se  déduisent  divers  relations;  S"  le  théorème  analogue  à  celui  de  la 
Section  II,  exprimé  par  l'égalité  symbolique 

s  =  r  t  =zr 
Buil.  des  Sciences  matkém.,  2*  série,  t.  IX.  (Septembre  1884.)  H.ii 
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'l"  les  r  i'qiiRlions  <liflrcr<;nlirllcs  de  la  forme 

fl  1rs  ; équations  de  la  forme 

/?    ,  -, -h   • ; —    ^^  O, 

auxquelles  satisfont  les  fonctions  «^. 

J.  T. 


JORNAL  Dli  SCIENaAS  MATIIEMATICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  F.  GoMRs  Teixeira,  profossor  de  Mathomatica  na  Universidade  de  Coim- 
bra,  Socio  correspondente  da  Acadcmia  real  das  Sciencias  de  Lisboae  daSo- 
ciedado  de  Scienciase  physicas  naturaos  de  Bordeaux. 

Tome  V;   1 883- 1884. 

Martins  da  Siha  (J.-A.),  —  Noie  sur  riodépcndancc  des  zéros 
dans  la  foiiclioii  jacohiennc  des  intégrales  abéliennes  normales 
de  première  espèce.  (3-8). 

I/.-B.  —  Noie  sur  un  problème  de  Mécanique  rationnelle.  (9-16). 

Le  prol)Ième  doni  il  s'apit  ici  se  trouve  proposé  à  la  page  i58  du  II'  Volume 
des  Proh/cmcs  de  Mccanique  rationnelle^  du  V.  Juilien:  il  fut  étudié  et  rt'>«^lu 
|)ar  Daniel  Hernoiilli,  Kuler  et  Clairaut.  Le  inatliéniatieien  portugais  H.-n. 
lait  Noir  dans  ha  Note  que  la  .Mét^anique  moderne  peut  résoudre  ce  problème 
par  une  simple  application  de  ses  équations  f;énéralcs;  il  en  donne  deux  Solu- 
tions. 

Hocha  Peixolo  (//.-A'.),  professeur  à  TUniversitc  de  Coïnibre.— 
Sur  les  trièdrcs  liomolo^^ues.  (1--20). 

Duartc  Leilc  Perrira  da  SUva,  —  Sur  quelques  intégrales  défi- 
ni (;s.  {'>A-\>.\V). 

Gonies  Teixcira,  —  Bibliogra|)hie.  (24-26). 

Lt;  savant  directtiii'  «lu  journal  donne  une  analyse  des  Ouvrages  suiv;iDls  : 

Essais  de  Géométrie  supérieure  du  troisième  ordre,  Bruxelles,  its82.  pr 
(>)nslanlin  Le  Pak.e,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à  rtniversilè  de 
Lié^e. 

Introduction  à  la  théorie  mathématique  de  l'électricité,  Madrid,  iS'^'n  pjr 
1).-(1.  \iLLîiA,  professeur  de  Phv>i(iue  mathématique  à  l'I- Diversité  de  .MadriJ. 


à 
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Sur  un   groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  Géométrie  énumérativ'c, 
par  H. -G.  Zectheji,  professeur  de  Matliématiques  à  l'Université  de  Copenhague 
La  question  du  méridien  universel.  Lisbonne,  i883. 

Le  Paige  {Constantin),  —  Homographies  et  involulions  des 
ordres  supérieurs.  (?7-49  ^^  77"'  '9) 

La  théorie  (les  homographies  cl  involulions,  si  féconde  en  applications,  est 
l'objet  de  celte  importante  élude  écrite  en  français. 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.)^  professeur  à  l'École  militaire  de  Lis- 
bonne. —  Sur  les  équations  trinômes.  (So-^o). 

Gomes  Teixeira.  —  Bibliographie.  (71-74)' 

Compte  rendu  du  discours  lu  à  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Madrid,  en 
i883,  par  D.-G.  V^icuîia,  à  l'occasion  de  sa  réception  à  l'Académie,  et  du  discours 
fait  en  réponse  à  celui  du  récipiendaire,  par  Eciiegarat.  Dans  son  discours, 
l'éminent  géomètre,  poète,  auteur  dramatique,  orateur  et  homme  d'État,  José 
Echegaray  ramène  tous  les  problèmes  cosmiques  à  des  problèmes  de  Mécanique 
rationnelle. 

Opuscule  sur  les  systèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi,  par  J.-A.  Martins  d\ 
SiLVA.  Lisbonne,  i883. 
Souvenirs  de  l'Université  de  Coïmbre,  par  D.-^L  Débutez  y  Parodi.  Madrid, 

i883. 

Ce  petit  Livre  fait  ressortir  l'importance  prédominante  des  Mathématiques 
pour  les  Sciences  militaires  dans  le  temps  actuel,  et  rappelle  les  noms  et  les 
œuvres  des  mathématiciens  qui  ont  illustré  le  Portugal  pendant  le  xi\*  siècle. 

Études  sur  les  méthodes  d'enseignement  dans  les  Mathématiques, 
par  Jules  Huuel,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  Paris,  i883. 

Sur  les  sur/aces  du  troisième  ordre,  par  Constantin  Le  Paiue.  Stockholm, 
i883. 

Martins  da  Silva  [J.-A,),  —  Sur  une  formule  relative  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (Extrait  d'une  Lettre  à  Gomes 
Teixeira.)  (75-76). 

Gomes  Teixeira.  —  Bibliographie.  (120-124). 

A. -F.  da  Costa  Lima.   —  Étude  sur  la  tliéorie  mathématique  de  l'élasticité. 

Lisbonne,  i883. 
F.-A.  DE  Brito  Limpo.  —   Instructions  sur   les  nivellements  géométriques  de 

précision.  Lisbonne,  i8S3. 
G.  Paxto.i  Y'ol'.ng,  professeur  à  Toronto  (Canada).  —  Principes  de  la  solution 

des  équations  de  degrés  supérieurs.  —  Résolution   des  équations  solubles 

du  cinquième  degré.  Baltimore,  i883. 
Aristide  Marre.  —  Huit  lettres  mathématiques  inédites  du  P.  Claude  Jaque- 

met,  de  l'Oratoire,  avec  Notice  sur  les  travaux  des  PP.  Heyneau  et  Près- 

tetf  mathématiciens  distingués  du  xvii'  siècle. 
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Knrico  Nardicci.  —  Sur  un  manuscrit  du  Vatican. 

Dans  ce  Mémoire  adressé  sous  forme  de  Lettre  à  M.  Aristide  Marre,  le  savant 
conservateur  de  la  nibliothéque  de  TUniversité  de  Rome  nous  fait  conDaftre  un 
manuscrit  du  Vatican,  fort  intéressant  pour  l'histoire  des  Mathématiques  ao 
moyen  â;;e,  intitulé  :  Jntroductorius  Liber  qui  et  pulveris  dicitur  in  Mathe- 
maticam  disciplinam. 

J.-A.  Serrasqueiro,  professeur  au  lycée  de  Coïmbre.  —  Traité  ele'mentaire 
d'Arithmétique.  Coïmbre,  1882,  a*  édition.  —  Traité  de  Géométrie  élémen- 
taire. Coïmbre,  188a,  2*  édition.  —  Traité  d'Algèbre  élémentaire.  Coîmbrr, 
i883,  2*  édition.  —  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  rectiligne.  Coîmbrr, 
1882,  b*  édition. 

Tous  ces  Traités  de  Mathématiques  élémentaires  sont  classiques  dans  les  lycées 
et  collèges  du  Portugal. 

José  Lcc\s.  —  Observations  faites  à  l'Observatoire  astronomique  de  T Univer- 
sité de  Coïmbre.  Coïmbre,  i88a. 

II.  Harros.  —  Esquisse  de  la  théorie  thermodynamique.  Lisbonne,  i883. 

A.  d'Arzilla  Fomseca.  —  Principes  élémentaires  du  calcul  des  quaternions. 
Coïmbre,  1884. 

Cette  dissertation  inaugurale  est  le  premier  Mémoire  qui  ait  été  écrit  par  oo 
Portugais  sur  le  Calcul  des  quaternions. 

J.  BRt:.>io  DE  Cabedo.  —  Intégration  des  équations  canoniques  du  mouvement. 

Coïmbre,  i88'|. 
H.  Teixeira  Bastos.  —  Unités  électriques.  Coïmbre,  1884. 

Guillienne  Carlos  Lopes  Banhos,  capitaine  d'artillerie.  —  Dé- 
termination géométrique  des  moments  d'inertie  des  solides  de 
révolution.  (1 '.>.5-i 4 '>*'). 

Se/nappa  AfonteirOy  professeur  ù  TÉcole  Polytechnique  de  Lis- 
bonne. —  Recherches  relatives  au  cercle  variable  qui  coupe 
deux  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés.  (i43-i84). 

Ce  Mémoire  fait  »uitc  à  relui  qui  se  trouve  inséré  dans  le  tome  II  (1879). 
papes  5o,  i5f)  et  174»  du  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas. 

Il  n'esl  pas  terminé  dans  le  présent  Tome  V,  et  la  suite  paraîtra  dans  k 
Tome  VI. 

Gomes  Teixeira.  —  Solution  de  la  question  proposée  n°  23,  c'est- 
à-dire  sommation  de  la  série 

dans  la(|uelk'  /=  >'.  (  itSr>-i8()). 


i 
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Gomes  Teixeira.  —  Bibliographie.  (18^-191). 

M.  D*Oc.iCNE.  —  Sur  un  algorithme  algébrique  {Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 3*  série,  t.  II)  et  Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  III). 

LuciAMu  CoRORiBO.  —  Comment  naviguaient  les  Portugais  au  commencement 
du  XVI*  siècle  (  Bulletin  de  la  Société  de  Géographie  de  Lisbonne,  vol.  IV, 
i883). 

Dans  cette  étude  curieuse,  amenée  par  la  découverte  dans  la  Bibliothèque 
d'Evora  d'un  Traité  de  la  sphère  du  monde,  imprimé  vers  iSig,  l'éminent 
secrétaire  général  de  la  Société  de  Géographie  de  Lisbonne  nous  fait  connaître 
plusieurs  documents  importants  pour  l'histoire  des  sciences  nautiques  et  dé- 
montre que  les  navigateurs  portugais  du  commencement  du  xvi*  siècle,  avant 
les  découvertes  de  Pedro  Nunes,  n'eurent  pas  besoin  de  la  Science  étrangère 
pour  se  diriger  sur  les  mers. 

L.  WooDDousE,  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto.  —  De  l'intégration 

des  équations  différentielles  de  la  dynamique.  Porto,  i883. 
RoBEBTo  Mendes.  —  Bésistancc  des  arcs  métalliques. 

Cette  étude  est  une  dissertation  présentée  au  concours  pour  l'obtention  d'une 
chaire  à  l'Ecole  Polytechnique  df*  Porto. 

J.-M.  RoDRiGUEs.  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  balistique.  (Extrait  des  Mé- 
moires de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Lisbonne,  1884.) 

J.-A.  ALBuouERQtB.  —  Premiers  principes  de  la  théorie  des  déterminants. 
Paris,  188 '|. 

M.-A.  GoNÇALVEs.  —  Équilibre  électrique  dans  les  conducteurs.  Porto,  1884. 

Cette  dissertation  a  été  écrite  pour  le  concours  à  une  chaire  vacante  à  l'École 
Polytechnique  de  Porto. 

L.-F.  Mabrecas  Ferheira,  ingénieur.  —  Note  sur  une  question  d'Hydraulique. 

Cette  Note  a  été  publiée  dans  le  tome  XV,  année  188^,  de  la  Bévue  des  Tra- 
vaux publics. 

A.  Maure. 


ATH  DELLA  H.  AccADBMiA  DEi  LiNCEi.  In-4*'?  3''Série(*). 

Transunti,  t.  VIU;  i883-i88{. 

Violi  {A.).  —  Les  vitesses  moléculaires  des  aériformcs.   Note  I 
(ri2-25),  Note  IL  (62-64). 

Tacckini.  —  Sur  la  découverte  d'une  nouvelle  petite  planète  par 
l'astronome  Palisa.  (4^)- 

(')  Voir  Bulletin,  VIII,,  p.  ^i. 
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Tacchini.   —  Sur  la  romèlc  de  Pons.  (  \\V), 

Tacchini.  —  DIstriLiitinn  dos  taclics,  éruptions^  Cacules  el  protu- 
hérancos  ù  la  surfarc  du  Soleil,  d'aprcs  les  observations  faites  à 
l'observatoire  roval  du  Collège  romain  en  iS8'>.  (G6-<38[). 

Millosi*\ich  { E.).  —  (Quelques  oLservalions  du  huitième  satel- 
lite de  Saturne.  (^«S-».). 

7\iccfiim\  —  Sur  les  observations  des  taches  et  facules  solaires 
faites  à   l'observatoire  roval  du  Collège  romain  en  i883.  (99- 

Millosevirh.  —  Sur  Torbile  parabolique  de  la  comète  1879  (e) 
Harlwig.  (i  58-1, H)). 

hriosc/ti.  —  Sur  une  classe  de  courbes  du  quatrième  ordre.  (164- 
168). 

l  ne  fttriiic  ternaire /tic  Tordre  n  a  un  co\ariant  S  de  l'ordre  \{n  —  l)' 
I/auteiir  trouve  une  forme  du  quatrième  ordre  qui  e<t  reproduite,  à  un  facleor 
constant  prcs,  par  $i»n  covariant  S.  Cette  fi»rme  est  celle  déjà  étudiée  par  GonJai 

f=  ax} X,  -r  bxl X,  -A-  CX|  x^. 

Knsuite  il  con>idiTC  la  courbe  reprêsenlre  par  l'équation  y  =  o,  et  ses  fiogl- 
liuit  taii::('nte<«  iloahl<><.  cl  il  iirrivc  à  ilos  transformations  reman^uabK's  de 
rct|uation  /  -  o,  dont  Iihh*  a  «lé  iiiditiuéc  par  M.  Klein  [L'eber  liie  Tramf. 
sieccnler  (Jrdnu/ii:  (frr  clhptisctwn  Functionen  {Mtith.  Ann..  t.  XIV.i";. 

I  oité*rr(i  (  I  .  ».  —  Sur  Tèquilibre  (h»s  surfaces  flexibles  et  inoxlen- 
sihles.  Note  I  (  2i4-:u8  »,  Note  II  \^'2\  î->4()). 

L'auteur  énonrr  quelque  n-ullal*  qu'il  a  obtenus  en  étudiant  la  difornuli"» 
cl  rc<iuilii)ro  de  c»*s  >urlacc<.  Il  prend  pour  point  de  «ié[>art  dos  furnmle?  «lo 
•lelletl,  el  il  prend  en  eoii>idéralioii  non  seulement  la  ronip*>sante  du  iJi*|i!dro- 
iiienl  tlcN  ptiiiit-i  de  l.i  >urfaee,  ludi-»  aus>i  la  coiiipi»>ante  de  la  rutalinn  de  ?"> 
ejénienls.  Ces  di-plaeenienl>  el  rolation>  «nnt  cmju^ués  el  liés  entre  euv  |Mr  li> 
rclatiiHis 

Toun  I«'>  prid»leiiii-<«  di'>  deforii).ilioii>  «l'une  >url".H«'  dependcrnl  «i»*  rinl».\;rjli' r; 
de  j'équatioii 

i»»\-  1 


rf  —  \    I 


que  I  ■•Il  |„nil   iiil<\;i(i    pour  p!u>ieur>   rla^>e>  de  Nurlare^.    L'.iulour   '\J-\:'.  :■' 
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éléments  caractéristiques  d'une  déformation  infiniment  petite  d'une  surface 
flexible  et  inextensible,  et  fait  voir  qu'on  peut  faire  dépendre  les  deux  pro- 
blèmes de  l'équilibre  et  de  la  déformation  de  l'intégration  d'une  même  équa- 
tion dîflcrentielle. 

Tacchini,  —  Sur  les  observations  des  taches  et  facules  solaires 
faites  à  l'observatoire  royal  du  Collège  romain,  dans  le  premier 
trimestre  de  1884.  (218). 

Frattini  (G.).  —  Les  groupes  à  k  dimensions.  (260-264). 

Construction  générale  des  groupes  transitifs  à  k  dimensions,  isomorphes  à  un 
groupe  donné  d'ordre  \i. 

Millosevich  {£,).  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  entre 
Mars  et  Jupiter  (^)  faites  à  l'observatoire  royal  du  Collège  ro- 
main. (264)' 

Giacomelli  {F.).  —  Observations  de  la  comète  Pons-Brooks  faites 
à  l'observatoire  royal  du  Capitole.  (263-267). 

Volterra  (  F.).  —  Sur  un  problème  d'électrostatique.  (3 1 5-3 18). 

On  peut  déterminer  une  fonction /(z,  a)  qui  satisfasse  à  la  condition 


F(  j:,  a)  étant  une  fonction  connue  et  symétrique  de  a:  et  a,  et  ç(d7)  une  fonc- 
tion connue  quelconque.  Il  suffit  de  connaître  une  fonction  \{z,<x)  qui  satis- 
fasse à  la  condition  précédente  lorsqu'on  prend  pour  ^{x)  une  fonction  spé- 
ciale v(a:),  et  que  l'on  puisse  poser 

•-a 
Alors  on  a 

Après  avoir  donné  les  formules  précédentes,  l'auteur  en  fait  l'application  au 
problême  de  Téquilibrc  de  l'électricité  sur  les  calottes  d'une  surface  conductrice 
de  révolution  soumises  à  l'induction  de  non-conducteurs  cloririsés  ri  distribués 
symétriquement  par  rapport  à  Taxe  de  révolution. 
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MEMORIË  DELL*  AcCADEyiA  DELLE  SCIENZE   DELL*  ISTITLTO   Dl   BOLOG.VV.  Ifl-j*. 

Tome  VII;  i8;()(M- 

HrUninii  (/i'.).  —  Considérations  analytiques  sur  une  proposition 
(le  Steiner.  {i/\\''>.6'à). 

Il  f'st  question  (lu  tliroivinc  n'iutifaux  perpendiculaires  tirées  aux  cùtés  d'un 
trliiuKle  par  un  point  de  lu  rirronfiTonce  circonscrite,  et  de  Icnvcloppc  de  U 
dn»ih>  qui  passe  par  les  |)iods  de  ces  perpendiculaires. 

I/autcur  traite  prnjcrti veulent  cette  question  en  substituant  aux  droites  per- 
pcndiruluires  aux  côti's  du  triauj;le  (qu'il  prend  pour  foudamental  )  des  droites 
ronju;;ures  à  ces  côtrs  par  rapport  à  l'absolu.  Il  étend  ses  recherches  à  la  géo- 
métrie non  euclidienne  de  re>»pacc  <le  n  — i  dimensions,  et  il  arrive  à  un  Htn 
steinvrivn  t\v  INirdre  w,  et  ù  une  enveloppe  steinériennc  de  la  classe  /i,  qui  y^nl 
liés  entre  eux  par  réeiprocité  polaire  par  rapport  à  l'absolu.  \  un  p(»înt  doooé 
du  lieu  correspondent  ainsi  deux  plans  de  l'enveloppe,  le  plan  steinérien  et  le 
plan  ptdaire,  et  ù  un  plan  correspondent  deux  points.  I^  relation  qui  existe 
enlre  les  deux  points  qui  roriTspondenl  à  un  même  plan  est  celle  qui  vient  dt* 
la  transfornialion  (|uadralique. 

haiis  le  eas  de  la  (ié«>métrie  ordinaire,  le  lieu  steinérien  est  de  l'ordre  /i  — i, 
et  r<Mi\cloppe  qui  est  toujours  de  la  classe  n  touche  n  — i  fois  le  plan  de 
rinliui. 

Vprès  avoir  démontré  ({uclques  autres  propriétés  de  ces  ligures,  l'auteur  cU- 
blit  les  équutiftns  du  lieu  et  de  l'enveloppe  dans  le  plan,  et,  en  particulier, 
lorsque  l'ab^du  se  dé<  imipose  en  deux  points. 

lioschi  [^P^.  —  Sur  los  fondions  svniolriques  dos  racines  d'une 
ô(|iiahon.  (^5(ù)-')SS  ). 

l>einon<lr.itiiMi  «le  deux  forniuii'>  ilf  Warinu.  Ensuite  T.iutiMir.  en  utilisant 
nue  pri»prii-l«'  d«'s  i-quatiiuis  â  deux  lenne'».  dt.iuue  un  mi»\eu  |Mnir  déterminer 
les  roelliiMt'uts  iiuniiM'iques  «l.iii<  r«'\prt'S"4ii»n  d'une  fonction  <%  métrique  df> 
raeine-i.  et  il  l'u  i.iit  l\tppliiMli*in  .1  un  eas  purliiMilirr.  Il  donne  onliu  quelque^ 
autres  l"onnule>  riLtlises  aux  fnurhinis  >viu:'lriques. 

hiiisK  !..  —  Sur  (|U(>K|iios  proprirlôs  des  droites  conju;:iiées  cl 
des  |dao<  Iimmuv  relalifs  au\  foives  appliquées  à  un  svstèine  do 
forme  inNaiiaMi'.  MK^j-tiii  •. 

I  0"»  l'Mijiuu  •"  ■!<  ^  !r  ;,»"»  qvM  ;-'-i 'li'uî  \\n  \v\w-:  «yoi  ,t  :■  «ur  .i\<- l-iv- 
enilr.tl  l»>u,h:Mî:  ;ine  .iu:i'.'  h.li--:'  qui  a  •i*  m:-fii  .iv.  0;:>  !i.-i:'^s  >":it  ji-p'-lî*"* 
pjr  r,iuîv"i:-  ,-  ••  ,,:i  •  ->..;*  :i  jmi  li^'u!..'r  •■'-.•  ';  ,'  ';  :.*:  *  :  ■r>:u;  !•  .1:-  î.în.- n!'"^ 
eon,*''p.'nd,i:i:i  N    '.   -M  ki\\v:    c!!:-   \:\\    oiu!.-    -îr   .:.  •  ii.t  y.;^'    :      ::*.     î'.;:i''    \:    •" 


\\\   .''..  ..  ;;•     1 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  173 

hélices  a  pour  plan  focal  un  plan  osculateur  de  l'hélice  conjuguée.  L'auleur 
montre  comment  on  peut  utiliser  les  hélices  orthogonales  pour  la  détermination 
des  foyers  et  des  plans  focaux,  et  pour  se  rendre  compte  d'une  observation  de 
Chasles  relative  aux  caractéristiques. 


Tome  VIU;  1877. 

Biglii  {A.),  —  Recherches  expérimentales  sur  rinterférencc  de 
la  lumière.  (71-104). 

Saporetti  {A,).  —  Méthode  pour  calculer  les  éclipses  de  Lune  et 
de  Soleil,  seulement  à  l'aide  d'éphémérides  célestes  quelconques. 

(129-174). 

Chelini  (D.,  P.  S.).  —  Sur  quelques  questions  dynamiques. 
(273-306). 

Mémoire  faisant  suite  à  l'autre  du  môme  auteur  sur  les  principes  fonda- 
mentaux de  la  Dynami<iue. 

L'auteur  donne  le  nom  de  pivot  d'un  axe  permanent  à  la  projection  du  centre 
de  percussion  sur  cet  axe.  Il  traite  quelques  questions  relatives  aux  axes  pcr- 
manentSy  aux  pivots,  à  la  distribution  symétrique  des  axes  principaux  d'inertie 
autour  du  centre  de  gravité,  aux  pivots  des  axes  permanents  passant  par  un 
point  donné.  Il  examine  ce  que  devient  le  cône  des  axes  permanents  lorsque 
le  sommet  est  situé  dans  un  des  plans  principaux  d'inertie;  la  rotation  instan- 
tanée qui  se  produit  dans  un  corps  par  une  percussion  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  principaux  d'inerlic;  la  polarité  réciproque  entre  les  centres  de  per- 
cussion et  les  axes  spontanés;  les  points  du  plan  z  =  o  capables  d'une  per- 
cussion donnée. 

EnQn  il  résout  un  problème  général  sur  la  percussion  et  la  rotation  instan- 
tanée d'un  corps  solide  dont  un  point  est  arrêté  par  un  obstacle. 

JRû//ini  (F,-P.).  —  Sur  la  résolution  des  deux  équations  de  con- 
dition des  transformations  crémonicnnes  des  figures  planes. 
(457-525). 

L'auteur  établit  des  formules  par  lesquelles  on  peut  déterminer  les  solutions 
de  ces  équations  pour  chaque  valeur  donnée  de  /i,  et  des  solutions  générales 
des  mêmes  équations,  en  choisissant  celles  qui  conviennent  au  problème  géo- 
métrique. 

Fais  (A.),  —  Sur  les  courbes  gauches  ayant  les  mêmes  normales 
principales.  (609-624). 

Relation  entre  les  rayons  de  courbure  et  do  torsion  de  deux  courbes  ayant  les 
normales  principales  communes.  L'auteur  suit  une  méthode  analogue  à  celli* 
suivie  par  M.  Bertrand  {Jonnutl  de  fJouvillc,  t.  \V),  niais  les  équations  qu'il 
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obtient  ont  une  forme  plus  simple.  Il  prend  pour  point  de  départ  quatre  formules 
très  simples  établies  par  la  considération  d'un  triangle  infinitésimal. 

liifi^^hl  (A.).  —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière  dans  les  corps  trans- 
parents magnétisés.  (625-645). 

Tomo  IX;  1878. 

D^Arcais  {F*)-  —  Sur  un  théorème  dans  la  théorie  des  formes 
binaires.  (i-3-i8o). 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Gordan  sur  l'expression  d'une  forme 
binaire  à  deux  séries  de  variables  par  une  somme  dont  les  termes  sont  de^ 
polaires  d'une  forme  à  une  seule  série  de  variables,  multipliées  par  d» 
puissances  du  déterminant  {xy). 

RuJJini  {F.-P,).  —  Sur  un  problème  d'analvse  indéterminée  qui 
se  présente  dans  la  théorie  géométrique  des  transformations  des 
figures  planes.  (i()()-'/ii5). 

Les  transformations  planes  doubles  étudiées  par  M.  H.  de  Paolis  (  Memork 
délia  li.  Accadcmia  dei  Lincei,  1877-1878)  dépendent  de  deux  équations  ayant 
la  même  forme  que  celles  dont  dépendent  les  transformations  crémonieuDcs  et 
que  l'auteur  a  déjà  étudiées  dans  un  autre  Mémoire  {Memorie  délia  Accademia 
di  Bologna,  t.  VIII).  Il  établit  maintenant  des  formules  donnant  les  solatioDS 
des  équations 

cl  (ju'on  peut  appliquer  aux  transformations  crémonicniics 

[u-n^  —  î,     v^  — 3(//  — ijj. 

aussi  bien  qu'aux  transformations  de  de  Paolis 

[u  —  n*  —  2 ,     v  -  8 M  -h  2y?  —  4  ] • 

Ces  formules,  comme  l'auteur  même  le  fait  remarquer,  peuvent  rire  applitpne- 
aux  Iransfornialious  crémonicnncs  en  préférence  de  celles  qu'il  a  établies  ildos  le 
.Mémoire  cité  plus  liaul. 

/Jeltrami  (F,),  —  Surquel(|ues  ])oints  de  la  théorie  du  potentiel. 
(45 1-475). 

Discussion  des  deux  équations  d<*  Gau>^> 
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17) 


(7)  étant  l'angle  visuel  de  la  surface  a  par  rapport  au  point  />,  d'uù  sont 
menés  les  rayons  vecteurs.  Lorsque  la  fonction  F  est  monodroiiie,  finie  et  con- 
tinue en  S  à  l'exception  d'un  point  isolé,  mais  que  le  produit  F r'-'",  n  étant  fini  et 
>-o,  l'est  aussi  en  ce  point,  la  formule  (i)  est  encore  vraie.  L'auteur  fait  voir 
que  la  formule  (  s  )  est  la  plus  essentielle  dans  la  théorie  du  potentiel,  et  il  en 
déduit  les  formules  fondamentales  du  potentiel  d'un  espace  et  d'une  surface.  Il 
en  déduit  aussi  un  théorème  relatif  aux  solénoïdes  électrodynamiques,  qu'il 
avait  déjà  traité  dans  un  autre  travail  [Nota  sulla  teoria  dei solenoidi elettro- 
dinamici  {Nuovo  Cimento,  1872)].    • 

Canevazzi  (S.).  —  Sur  Téqullibrc  moléculaire.  (493-533). 

Fais  (A.).  —  Sur  réliminalioo  des  fonctions  arbitraires.  (649- 
656). 

Il  s'agit  d'éliminer  des  équations 

^[x,yy  z,  a,/,(a),/,(a),  ...,/.(a)l  =  0, 
^[x,y,z,  a,/,(a),/^(a),  ...,/„(a)]  ^ 


■=^  0 


le  paramètre  a  et  les  n  fonctions  arbitraires /.(a). 
L'auteur  obtient  successivement  n  équations 


*  Ox 


^    Oy  Oz 


=  0, 


P,  Q,  R  étant  les  trois  déterminants 

0^  ()^  ô^ 

Ox  ôy  ôz 

ô^  d'if  d'if 

Ox  ôy  Oz 

La  première  de  ces  équations  X,  =  o  est  obtenue  en  éliminant  dx,  dy^  dz 
entre  les  trois  équations 


2jI''-'=°'  2Ë''^=°'  ë'^^+l'^-»'-''" 


o. 


Le  procédé  par  lequel  on  déduit  l'équation  \  =  <>  de  la  précédente  est  main- 
tenant évident.  Au  moyen  de  ces  n  équations  jointes  aux  deux  données,  on  peut 
éliminer  le  paramètre  et  les  fonctions  arbitraires. 

Fais  {A.),  —  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  ayant 
les  mêmes  normales  principales.  (657-674). 

Mémoire  faisant  suite  à  l'autre  de  même  titre  (t.  VIII,  1877).  L'auteur  dé- 
montre par  des  considérations  de  Géométrie  infinitésimale  deux  théorèmes  dé- 
montrés par  une  autre  voie  par  M.  Mannheim  {Comptes  rendus,  séance 
du  20  mai  1878).  Ensuite  il  étudie  le  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  : 
un  point  de  la  courbe,  le  centre  de  courbure,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice, 
et  le  point  correspondant  de  l'arèle  de  rcbroussement  de  la  développabic  recli- 
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ficalrirc,  cl  (lêmontre  que,  si  la  courbe  est  à  torsion  constante,  les  volumes  df 
ces  UUrat'dres  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  rayons  de  courbure.  Pour 
les  courbes  qui  ont  les  mOmes  normales  principales,  il  dt^montre  quelques  pro- 
priétés relatives  à  ces  tétraèdres,  aux  rayons  de  courbure  en  points  corm- 
pondants,  ù  la  li^ne  de  g<»rge  de  la  surface  gauclie  engendrée  par  les  normales 
principales  communes,  et  à  d'autres  tétraèdres  liés  aux  doux  courbes. 


ATTI  DEL  R.  IsTiTUTO  Veneto  di  scibnze,  lettere  ed  .%rti.  In-8*,  5'  série. 

Tome  VI;  novombro  1879-octobro  1880. 

Bellavitis,  —  Sur  un  jeu  américain  (le  taquin).  (900-904). 
Abetli{A,).  —  Observations  et  calculs  sur  la  comète  Swift.  (giS- 

918). 

AbeUi  {A.).  —  Sur  la  délcrmination  du  temps  par  Tobsen^ation 
des  passages  des  étoiles  au  vertical  de  la  polaire.  (931-948). 

Tomo  VII;  novembro  1880-oclobre  1881. 

Favaro  {A.),  —  Sur  la  bibliothèque  mathématique  italienne  du 
professeur  P.  Kiccardi.  (17-^4)- 

Lorenzonii  G.),  —  L'ccpiatorial  Dcmbowski  à  Tobservaloirc  royal 
de  Padouc.  (779-7H0). 

Rcgf^io  {Z,).  —  Quadrature  de  certaines  aires  circulaires.  (101)7- 
1 1 1()). 

Ilcf![f^io  {Z.).  —  Sur  la  détermination  du  pôle  d'une  droite  donnée. 

(1 1 1  7-1 1  20). 

Jiordif^a  {G, -A.),  —  Quelcjucs  théorèmes  sur  les  surfaces  du 
deuxième  ordre  analo^^U(»s  au  théorème  de  Pascal  pour  lc> 
coni(pies.  (i  stjJ-i^rxj). 

Tome  Vlll;  novembre  1 881 -octobre  1882. 

Minicli  {S.-R.).  —  Sur  les  é(piati()n>  du  ein(piième  dej^n*.  1  307- 
3'.iu  et  893-908). 
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I^'autcur  propose  pour  réqiiation  <Iii  cinquième  degré  une  résolvante  plus 
simple  que  celle  qui  est  indiquée  orrlinairement  dans  la  théorie  générale,  et  il 
montre  les  relations,  qui  existent  entre  ses  résultats  et  ceux  de  Malfatti  {Atti 
di  Siena,  t.  IV).  Il  annonce  aussi  la  décomposition  de  l'équation  du  quatrième 
degré  qui  donne  les  quatre  fonctions  cycliques  en  deux  facteurs  du  deuxième 
degré. 

Reggio  {Z,),  —   Quelques  recherches  sur  les   coniques.    (649- 

«72). 

Soit  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC.  Les  droites  q\ie  l'on  appelle, 
suivant  une  dénomination  connue,  harmonicales  des  points  de  celte  conique 
par  rapport  au  triangle  ABC,  passent  toutes  par  un  même  point  O.  Ce  point  est 
appelé  par  l'auteur  centre  descriptif  i\c  la  conique.  Il  définit  corrélativement 
la  droite  descriptive  y  et  il  montre  l'emploi  de  ces  éléments  en  plusieurs 
théorèmes  relatifs  aux  coniques  et  aux  systèmes  de  coniques. 

D'Arcais  (F.).  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  aux  courbes 
planes  du  troisième  ordre.  (673-682). 

Les  démonstrations  sont  faites  par  l'emploi  des  fonctions  elliptiques,  en  ex- 
primant les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  par  des  fonctions  elliptiques 
d'un  paramètre,  le  module  k*  étant  le  rapport  anharmonique  constant  de  la 
courbe. 

Lorenzoni  (6r.).  —  Sur  les  observations  delà  comète  b  (III)  1881 
faites  à  Tobservatoire  royal  de  Padoue.  (683-71 3). 

Veronese   (6r.).  —   Sur  la   Géométrie   descriptive   à   quatre  di- 
mensions. (987-1024). 

Généralisation  de  la  projection  centrale,  et  applications  à  la  solution  de  pro- 
blèmes projectifs  et  métriques.  Projection  orthogonale  et  axonomélrique  de 
l'espace  de  quatre  dimensions. 

Bicci  (6r.).   —  Sur  la  fonction  potentielle   des  conducteurs  de 
courants  galvaniques  constants.  (i025-io48). 

L'auteur,  après  avoir  déterminé  la  fonction  potentielle  d'une  distribution  ma- 
gnétique sur  un  conducteur  à  trois  dimensions,  donne  un  nombre  infini  de  dis- 
tributions magnétiques,  qui  sont  équivalentes  à  un  système  galvanique  donné. 
Four  une  distribution  magnétique  (M, M, M,)  équivalente  à  un  système  gal- 
vanique (^  <,(',)  on  a 

|x  =  jx^,  |j.  =  jij  étant  les  surfaces  qui  renferment  l'espace  considéré,  et  v  une 
intégrale  de  l'équation 

•    '^        •  -J         •    '^^    — 
'  i)x.         ^  ôx.        '  <)x.  ~ 
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qui  satisfuil  aux  autres  équations 

*'       Ox,    Ox,         ôx,    Sx.  , 

Il  drtrrininc  ensuite  la  fonction  potentielle  d'un  tul>e  de  flux  clcctrodjna- 
inique,  et  il  donne  aussi  sous  certaines  conditions  la  distribution  ffalTaniqoe 
('quivalente  à  une  distribution  tna^'nétiquc  donnée. 

G*  série.  —  Tome  I;  novembre  1882-oclobrc  i883. 

Garbieri  (G.).  —  Sur  quelques  classes  de  fonctions  symétriques. 
(33-- i). 

Déterniinanls  de  fonctions  rationnelles.  L'auteur  étend  ses  recherches  aai  dé- 
terminants de  fonctions  birationnelles. 

Fai'nro  (-•/.).  —  Préliminaires  à  une  restitution  du  livre  d'Euclide 
sur  la  division  des  fi*;ures  planes.  (3f)3-396). 

Favaro  (yt,).  —  Sur  la  correspondance  inédite  entre  Lagrango 
et  d'Alembert.  ( 533-344 )• 

Grandi  (A.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  la  théorie  des 
nombres.  (8o()-8i2). 

Padova  (F,),  —  Un  théorème  de  ilécanique.  (913-91-). 

Appelons  honioiogucs  doux  syslcines  de  points,  lorsque  leurs  positions  sont 
détcriniiiées  par  un  inrino  nombre  de  coordonnées  indépendantes,  et  que  lcur< 
forces  vives  ont  la  même  e\|)res*;ion  par  ros  coordonnées.  On  aura  le  tliêorcme 
suivant,  (|ui  est  um;  généralisation  d'un  théorème  connu  : 

<(  Soit  S  III)  s\stéme  de  points  |)artant  dune  configuration  C.  et  soumis  à 
l'action  simultanée  de  /  systèmes  de  forces,  qui  ne  dépendent  que  des  cmr- 
donnécs.  Supposons  <|ue  ce^.  systèmes  de  forc<^s  fassent  parcourir  une  m^aïf 
ori>it('  aux  systèmes  S,,  S^,  ...,  S^  homoloi;iics  à  S,  et  qui  partent  de  la  ni»'nie 
cimfigiiration  initiale  C^.  Si  la  force  vi\e  initiale  de  S  est  égale  à  la  simim?*  dc^ 
forces  vives  initiales  de  S,,  S,,  ...,  S,.  le  sylème  S  parcourt  aussi  cette  nièaio 
orbite. 

Camus  {G.).  —  Ucchcrclie  géomélricpie  de  la  longueur  d'un  arc 
(IV'Ilipse.  (  9<)7-i  <><><>)• 

Padoi'a  f^E .).      -   Sur  les  int('*^^rales  connnunes  à  plusieurs  pro- 
hlèmcs  de  DMiaiiilque.  (iouj- 10:^.0). 

L'auteurdonne  une  méthode  simple  pour  déterminer  les  conditions  ncccsvijre^ 
et  suflisantes  pour  (|u  inn*  équation  d(»nnée   puisse  être  une  intégrale  commune 
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à  plusieurs  prohlèines  de  Dynamique.  Ce  travail  constitue  une  simplification  et 
une  généralisation  des  recherches  de  Bertrand  [Mémoire  sur  les  intégrales 
communes  à  plusieurs  problèmes  de  Mécanique  (  Journal  de  LiouvillCy  r*  série, 
l.  Wll)],  de  Korkinc  [Sur  les  intégrales  des  équations  du  mouvement  d*un 
point  matériel  {Mathem.  Ann,^  Bd.  II)]  et  de  Pennacchietti  [Sugli  integrali 
comuni  a  piu  problemi  di  Dinamica  {Annali  délia  B.  Scuola  Normale 
Super iore  di  Pisa,  t.  IV',  1877)].  L'auteur  a  porté  plus  particulièrement  son 
attention  sur  les  intégrales  qui  renferment  les  dérivées  des  coordonnées  au 
premier  ou  au  second  degré. 

Garbieri  (  G.),  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles,  (i  i^3- 

1225). 

On  peut  par  différents  procédés  analytiques  effectuer  l'élimination  de  m 
fonctions  arbitraires  et  arriver  à  une  équation  unique  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  m.  L'auteur  examine  aussi,  en  se  bornant  à  deux  variables  indépendantes, 
un  cas  particulier  remarquable,  dans  lequel  on  arrive  à  une  équation  unique 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  égal  au  nombre  des  fonctions  qui  restent  arbi- 
traires, quoique  les  paramétres  à  éliminer  soient  liés  entre  eux  par  des  équations 
différentielles.  Enfin  il  fait  des  applications  aux  surfaces  réglées,  et  aux  surfaces 
engendrées  par  un  cercle  qui  se  meut  suivant  une  loi  quelconque. 

Padova  {EJ).  —  Sur  les  axes  statiques  dans  les  systèmes  de  forme 
invariable.  (i243-i25o). 

On  sait  que,  si  Ton  fait  tourner  un  corps  roide  autour  d'un  point  fixe  O,  en 
laissant  inaltérées  en  direction  et  intensité  les  forces  appliquées  à  ses  points,  il 
y  a  quatre  positions  pour  lesquelles  ces  forces  ou  sont  en  équilibre  ou  admettent 
une  résultante  unique  passant  par  O  (Darbocx,  Mémoire  sur  l'équilibre 
asiatique).  Les  axes  statiques  sont  les  droites  autour  desquelles  il  faut  faire 
tourner  le  corps  pour  le  conduire  respectivement  en  ces  quatre  positions,  et  ils 
ont  été  considérés  pour  la  première  fois  par  M.  Siacci. 

M.  Padova  fait  connaître  la  distribution  de  ces  droites  dans  l'espace,  et  il  en 
déduit  leurs  propriétés  principales,  démontrées  par  M.  Siacci. 


Tômo  II;  novcmbro  1 883-octol)rc  1884. 
Veronese  (G.).  —  Démonstration  de  la  formule 
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par  la  Géométrie  de  n  dimensions,  (i  37-1 43). 

Cette  formule  contient,  comme  des  cas  particuliers,  deux  formules  données 
par  M.  Kantor  [Ueber  eine  Gattung  von  Configurationen  in  der  Ebene  und 
im  Paume  {Litr.  b.  der  K.  Ak.  der  IVissensch.  II  Abtli.  October,  VVien,  1879)]. 
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Ijorcnzoni  (G.).  —  Sur  les  drlcrminalions  du  temps  faites  à 
vXrcetri  rn  îiutomnc  188»,  par  les  observations  des  passages  «les 
étoiles  au  vertical  de  la  polaire.  (343-39(5). 

Ahctti{A .),  —  Observations  astronomiques  faites  à  l'observatoire 
de  Padone  avec  Téquatorial  Dembowski.  (837-858). 

Fmaro  {A,).  —  Sur  la  JJibliotheca  mathematica  de  Gustave 
Enestrom  (c)'.>.3-()25). 

Battclli  (A .).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  système 
catadioptriqu(^  (io8i-io()5). 

Abetti  {A.).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  à  robser- 
vatoire  de  Padoue  avec  Féquatorial  Dembowski.  (1137-1147)- 

Garbieri  (G.).  —  Sur  les  surfaces  enveloppes.  (i2oi-i'>-i9). 

Soit  /  une  fonction  «les  /i  -h  2  variables  -c,  x^y  x,,  . . .,  x^,  et  des  /n- m  pa- 
ramétres rt,,  a,,  ...,  rt^,  6,,  ^j,  ...,  b^y  z  étant  une  fonction  des  x,  et  lésé 
étant  des  fonctions  des  a  (arguments).  L'auteur  démontre  qu'on  peut  éliminer 
les  n  -+-  m  paramètres,  et  arriver  à  une  équation  unique  aux  dérivées  partielles 
de  z  et  dont  Tordre  est  égal  au  nombre  m  des  fonctions  arbitraires.  Il  £iit 
Tappliration  de  ce  théorème  à  la  recherche  de  Téquation  diflërentielle  des  en- 
veloppes pour  un  nombre  quelconque  de  variables  et,  après  avoir  exposé  les 
propriétés  principales  de  ces  surfaces,  il  considère  en  particulier  les  déve- 
loppables  et  les  surfaces  cnvelopj»ées  par  des  sphères. 

Titrctzzd  (/^.)-  —  ^"^  deux  récentes  recherches  hydrométriques. 

(i6o9-i()'25). 

ycronesc{G.).  —  Sur  une  construction  de  la  surface  du  quatrième 
ordre  douée  d\me  conique  double.  (i8/{i-i84'Si). 

Soient  V,  V,  S  trois  points  situés  en  lipne  droite,  et  M,  M'  deux  surfaces  du 
deuxième  ordre.  Lne  droite  arbitraire  menée  par  S  rencontre  M,  M'  respecti- 
vement en  deux  couples  de  points  A  A',  A,\i.  En  joignant  ces  couples  rcspef- 
tivemenl  avec  V,  V,  on  obtient  ({uatre  droites  qui  se  rencontrent,  outre  qu'en 
V,  V,  en  quatre  autres  points  \  appartenant  à  une  surface  du  quatrième  ordre 
(louée  d'une  conique  double,  qu'on  peut  conséquemnient  construire  par  ce  inoren. 
La  surface  engendrée  de  cette  manière  est  la  projection  centrale  sur  l'espace 
t»rdiiiaire  de  l'intersection  de  deux  cônes  à  trois  din)ension>  situés  dans  re>pa<"e 
de  «|uatro  dimeiisi<»iiN.  L'auteur  «loiine  aussi  la  construction  de  la  conique 
double. 


i 
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Memorie,  t.  Il;  1877- 1878. 

t)e  Paôlis.  — ^  La  transformation   plane  double  du  second  ordre 
t^t  son  application  à  la  Géométrie  non  euclidienne.  (3i-5o). 

Dans  le  cas  particulier  de  la  Iransformution  plane  double  traité  par  M.  de 
Paolis,  aux  droites  du  plan  simple  K'  correspondent  les  coniques  &  qui  passent 
par  un  poirtt  fixe  du  plan  doul)le  H),  6t  dont  les  éourbes  de  pas^agt  ont  un 
contact  double  axdc  une  conique  Q  ;  aiix  droites  du  plan  double  corrPs)30od  en 
E'  un  réseau  de  coniques  qui  passent  par  deux  points  fixes.  Si  l'on  fait  coïn- 
cider les  deux  points  avec  les  points  cinrulaires  de  E',  tous  les  cercles  eucli- 
diens de  È'  auront  pour  traosfornlées  lés  coniques  de  E  qiii  ont  un  contact 
double  avec  Qy  c'est-à-dire  les  cercles  non  euclidiens  de  E',  si  l'on  prerid  U 
tomme  conique  absolue  pour  base  de  la  détermination  métrique  projectivc  dans 
le  plan  simple  E'.  Inversement,  à  tout  cercle  nort  euclidien  du  plan  Ë'  corres- 
pondent deuK  cercles  euclidiens  conjugués  dans  le  plan  E.  De  cette  manière 
oh  peut  traduire  immédiatement  en  Géométrie  non  euclidienne  toute  propriété 
descriptive  ou  métrique  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Lucas,  -^  Sur  un  principe  i'ondamental  de  Géométrie  et  do  Trigo- 
nométrie. (449-45^3). 

Si   l'on  appelle  paissante   hiutuelle  de   deux   cercle**  de   rayons  f .,  r    \'v\ 
pression 

*>ii  U-i  désighe  la  distance  des  centres,  on  aura 

t^'est-à-ilire  que  le  déterminant  des  pnissan(^os  mutuelles  <le  cihq  rrréles  du 
pian  (ou  de  six  sphères  de  l'espace)  est  identiquemeiU  nul.  Ce  théorème  ren- 
ferme la  pliipai't  des  propriétés  métriques  Connues;  Il  subsiste  lorsqu'on  remplace 
les  cercles  par  des  points  ou  par  des  droites,  situés  à  distance  firtie  oU  infirtie. 
Il  conduit  à  l'extension  suivante  du  principe  dé  inutualilé  : 

Toute  propriété  descriptive  ou  méti'ique  exprimant  une  relation  entre  des 
points,  des  droites  et  des  plans,  s'applique  au  système  plus  général  dans 
lequel  on  remplace  les  points,  les  droites  et  les  plans  par  des  cercles  et  des 
Sphères. 

Blanchie  —  Sur  Tapplicahilitédes  surfaces  des  espaces  à  courbure 
constante.  (479-481). 


(')  Voir  Bulletin,  II,,  p.  -)-. 

Bull,  des  Sciences  niathem.,  a*  série,  t.  I\.  (Octobre  iHW.'j;,'  {{.\\ 
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Deux  surfaros  d'un  mrmo  rspacp  ou  do  deux  espaces  diff  rcnts  à  rourhure 
ronstanlc  sont  dilcs  applicables,  lorsque  les  expressions  de  leurs  élcmcnh 
linéaires  respectifs,  calculées  d'après  la  détermination  métrique  corrcspondanlp, 
sont  é^'ales  ou  transformables  l'une  dans  l'autre. 

M.  Bianclii  étudie  les  surfaces  de  révolution^  c*est-à-dire  celles  dont  les  scr- 
tions  par  un  plan  per|)endiculaire  à  une  droite  donnée  sont  des  cercles  dont  le? 
centres  sont  situés  sur  celte  droite.  Il  démontre  le  théorème  suivant  : 

Les  sur/aces  de  résolution  des  espaces  à  courbure  constante  sont  appli- 
cables sur  les  sur/aces  de  révolution  de  l'espace  ordinaire  ;  les  méridiens 
correspondent  aux  méridiens  et  les  parallèles  aux  parallèles. 

On  en  conclut  que  les  surfaces  de  l'espace  non  euclidien,  qui  ne  changeât 
pas  dans  un  mr)uvement  de  cet  espace,  sont  applicables  sur  un  plan  de  l'espacf 
ordinaire. 

yiscoli.  —   Nouvelles  recherches  sur  la  série  de   Fourier.  (584- 

(kïi). 

Ce  travail  est  divisé  en  quatre  Parties  : 

Dans  la  première,  l'auteur  établit  les  principes  d'une  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  réelle;  il  étudie  les  séries  illimitées  de  points  appartenant  à  un 
sejiment,  et  leurs  séries  dérivées;  il  généralise  la  notion  de  fonction;  il  dé- 
montre <livers  théorèmes  sur  les  fonctions  finies  et  sur  celles  qui  ne  le  sont  pas: 
il  envisage  les  limites  inférieure  et  supérieure  des  valeurs  d'une  fonction  finie 
dans  un  intervalle  donné.  Il  considère  ensuite  les  fonctions  douées  d'no 
nombre  fini  de  maxima  et  de  minima  dans  un  certain  intervalle,  les  oscillations 
<Iu'éprouve  une  fonction  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable,  les  fonc- 
tions qui  possèdent  un  nombre  illimité  de  maxima  et  de  mininia;et  il  applique 
les  résultats  obtenus  à  une  classe  particulière  de  fonctions.  Enfin,  M.  A<coli 
aborde  l'étude  des  foiirlions  continues;  il  traite  des  données  suffisantes  pour 
«{«•finir  une  pareille  fonction,  et  des  diverses  manières  dont  se  comporte  une 
fonction,  continue  dans  un  intervalle  donné,  lors<|ue  la  variable  tend  vers  luno 
ou  raiitic  de  ses  vabîurs  extrêmes. 

Dans  la  deuxième  Partii;  «le  son  INIémoirc,  l'auteur  c«)nsidèrc  les  infinis  isolés, 
les  infinis  isolés  et  inté^rables,  les  infinis  isolés  et  non  intégrables. 

La  troisièm»'  Partie  est  consacrée  aux  séries  Iri^onométriques.  M.  Asc»»li 
«Muisa^e  la  série  de  Tourier  relative  à  une  fonction  douée  d'un  nombre  limité 
d'innnis  non  inté«;ral)les,  dans  l'intervalle  de  zéro  à  2—,  et  dont  Pi  nU^çra  le  seconde 
est  con\erfjenle;  il  étudie  une  classe  «le  fonctions  qui  ne  sont  pas  intégrables 
partout,  cl  (|ni  peuvent  être  développée**  en  séries  de  Fourier;  il  démontre  ho 
tlié«uème  fondamentui  sur  les  séries  tri^onométriqiies,  dont  il  déduit  diverses 
«•onséquences. 

Dans  la  «juatrième  Partie,  l'auteur  rechercli<»  dans  «juels  cas  une  classe  de 
roncti«>ns,  admettant  la  pério<le  at.  ri  intéjjrables,  sauf  en  un  nombre  limité 
«le  |)oints  du  se^^menl  o  ...  >::,  est  exprimable  par  une  série  lrison»>rnélriqiie  : 
«•elte  reelierche  le  conduit  à  divers  thé«)rèmes  fondamentaux  sur  la  série  de 
I-'ourier. 

Ca/jorff/i.  — ■  Stir  les  complexes  du  second  degré;   sur  les  |)oinl> 
vl  les  |)hm>  singuliers  de  la  surface  de  Kuinnier.  (""4^)"7^^)'' 
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Jh»"'  ft»  eoniplexfs  du  Mteond  degré. 

L'objel  lie  ce  travail  est  IVtudi?  du   mndF  de  ccirrcipoudiiniiu  \e  plua  simpli: 

{luisfv  iftablir   Fiilri^   ks  droites  d'un  camplexc  du   iecond  degrâ  el  If4 

ilnts  de  l'espace   urdinairr.    Leit   formule»  île   celte  représentation,  durs   i> 

Klein,  ont  Hé  publiées  par  !U.  Noetlicr;  mais  depui»,  personne,  A  la  eonnais- 

ee  de  l'auteur,  ne  a'eit  ncrupé  de  cette  qucMîon,  sauf  dans  le  cas  particulier 

complète  ti^traédral.   M.  Caporali  déduit  la  représentation  dont  il  s'agit  de 

Ile  des  droites  d'une  congrucnee  du  second  àcf,ii  an  nia;ca  des  points  d'un 

il  reclicrche  tes  mndiDcatJons  qui  surviennent,  dans  \e  cas  ofi  le  complexe 

le  des  droites  doubles  en   nombre  limité  ou  illiniilê.    Cette  représenta^ 

>s  lui  permet  de  découvrir  des  propriétés  nriuveilus  du   complexe  du  second 

'çr*. 

Sur  la  poiiili  et  le/i  plans  txnguliern  dr  la  sur/are  de  Kummrr. 

il,  déterminent,  outre  les  plans  (et  les  points)  !tinguliers  de  cette  surface, 
■otre  K''<"'P<^  ^'  pliins  (cl  de  points),  qui  constituent  quinie  nouvelles 
irei  nnaloftues  A  la  Hgure  fondamentale.  L'élude  de  ce  système  met  en  lu- 
lire  l'eiisteoce  de  nombreux  éléuicnl»  qui  forment  une  ligure  asseï  compli- 
.  En  eatipant  cette  ligure  par  un  an  plans  sini^uiiers  de  la  surface  <le 
imer,  on  obtient  comme  section  le  système  complet  de  l'Iiexagone  de  Pascal, 
partie  du  Mémoire  est  consacrée  aui  relations  Je  la  Hijure  en  question 
six  complexes  en  involutiuu  itt'Ierminés  |>ar  lu  surface  de  Kumnier. 

ipicelti-  —  Corrections  aux  formules  de  ia  théorie  du  condcn- 
lateur  de  Voila.  (8ii-85o). 

Paolis.  —  La  transformalio»  plane  double  du  troisième  ordre 

it  du  premier  genre;  ses  applications  aus  courbes  du  quatrième 

irdre.  (851-878). 

auteur  étudie  un  cas  particulier  de  la  iransforuiation  plane  double,  dont  il 

;posé  la  théorie  générale  dans  un  Mémoire  précédent.  Il  envisage  la  dépeu' 

incc  entre  les  points  de  deux  plans,  telle  qui'  si  ji  un  point  du  premier  plan 

limple)  correspond  un  point  du  second,  et    t   un    piiinl   du  second  plan 

flan  double)   deux  points  du  premier,  au  réseau   des  cubiques   qui,  dans  le 

AB  simple,  ont  ;cpl  points  fondamcnlanx  communs,  currcspoiidcnl  les  droites 

plan  double  :  dés   tors   ani  droites  du  plan   »mple  correspondent  des  cu- 

les  dkns  le  plan  double;  et  i  une  droite  du  plan  double  correspondra  dans 

plin  simple,   outre  la  cubique  qui  passe  par  les  sept   points  fondamentaux, 

courbe  conjointe  du  builiéme  ordre,  qui  poW-de  nu  point  tripif  en  chacun 

H  points  foudunientaux. 

"I.  de  Paolis  trouïe  U  formule  de  Irausforniation  qui  permet  de  paster  d'un 
»tat  du  plan  simple  !i  un  poiat  correspondant  du  pian  double,  lu  formule 
verse  qui  permet  de  passer  d'un  point  du  plan  double  aux  deux  points  con- 
inls  correspondants  du  plan  simple,  et  la  formule  qui  permet  de  passer,  dans 
phn  simple,  de  l'un  des  points  conjoints  t  l'autre.  Il  trouve  ensuite  les  équa- 
pns  de  la  courbe  limite  dans  le  plan  double,  et  de  la  courbe  double  dans  te 
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L'aulcur  ctuilic  la  correspondance  entre  les  points  et  les  droites  des  dcax 
plans,  et  la  construction  ^comctrique  de  la  transformation  double;  puis  il  ap. 
plique  les  formules  obtenues  à  Téhiile  des  tangentes  doubles  d'une  courbe  géné- 
rale du  quatrième  ordre,  pour  laquelle  on  peut  prendre  la  courbe  limite  qai 
s'est  présentée  dans  la  transformation.  La  forme  sous  laquelle  il  obtient  l'équa- 
tion de  cette  courbe  lui  permet  de  donner  séparément  les  vingt-huit  êquatioii« 
des  tanffcntes  doubles;  ces  tangentes  sont  les  droites  qui  dans  le  plan  double 
correspondent  aux  sept  points  fondamentaux  du  plan  simple,  et  aux  vingt  n 
une  droites  <|ui  leur  sont  conjointes  deux  à  deux.  En  considérant  les  systèmes 
de  coniques  quudruplenient  tangentes  à  une  courbe  générale  du  quatrième  ordre 
et  iWux  systèmes  dilférents  de  cubiques  rationnelles  qui  touchent  cette  courbe 
en  six  points,  Pauteur  parvient  à  démontrer  très  simplement  la  propriété  drs 
tangentes  doubles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  bien  connue  depuis  les 
travaux  classi<{ues  d'Vronliold,  de  Steiner,  liesse,  Geiser,  Cayley  et  Salmun. 

Tome  III,  1878-1879. 
HattagUni.  —  Stir  les  complexes  du  second  dej^^ré.  (3j-i^). 

Chizzoni,  —  Sur  les  surfaces  et  les  lignes,  lieux  ou  enveiopp'S 
des  droites  tjui  joignent  les  points  correspondants  de  deux 
courbes  liomograpliiques  planes.  (69-116). 

L'auteur  considère  deux  plans  homograpliiques  7:,  t.\  et  démontre  que  le* 
droites  qui  joignent  les  points  homologues  des  deux  plans  constituent  le  système 
<les  droites  par  lesfpiellcs  passent  deux  plans  tangents  d'une  développable  do 
quatrième  ordre.  Cette  développable  S  est  la  surface  fondamentale.  Dans  les 
deux  plans,  l'auteur  imagine  deux  courbes  correspondantes  quelconques /, /' 
(d'ordre  ;i)  cl  fait  une  élude  conipléle  de  la  surface  «I»  (d'ordre  au;.  lien  de< 
droites  (|ui  jni;;nenl  les  points  homologues  des  courbes  /,  /'. 

Ottc  étude  le  conduit  à  une  n*présentalion  élégante  de  l'espace  sur  un  pjao 
•::.  I)an«i  rc*  mode  de  représentation,  l'image  d'un  point  quelconque  de  le^par' 
«♦si  constituée  par  les  sommets  d'un  triangle  circonscrit  à  une  conique  fi\<'  li 
(  i'ouiquc  foiKJanientale)  ;  par  suite  aux  droites  de  l'espace  correspondent  le? 
conique-i  eircoiiscrites  aux  triangles  circt)nscrits  à  la  coni<|ue  C. 

L'auteur  a[>pli(]ue  cette  transformation  à  la  représentation  d'un  plan  «ur  If 
plan  fttudaincutal  t..  Il  en  déduit  ilivers  théoréuies.  entre  autres  celui-ci  : 

Dans  une  ronrhr  plane  d  ordre  ;i  on  peut  inscrire  J  u.  (  ;j.  —  «  )  (  ;a  —  ^  ' 
/riaiif^lcs  et  J;ji(|a  -i)*(;x —  ')  quadrilatères  circonscrits  à  une  coniqnt 
donnée  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  courbe, 

Vax  teruiiuanl,  M.  (.'.Iiiz/.oiii  suppose  que  les  deux  plans  homograpliiques  r.  r 
coïncident,  ce  qui  l'aniénr  à  étujlier  les  courbes  enveloppes  des  «in-ites  qoi 
jui;;nenl  1rs  points  correspondants  de  deux  courbes  homograpliiques,  -iitU'-ts 
datis  le  niénic  [>lan. 

(\is<n'iitL  —  Noh'  sur  la  théorie;  des  solutions  singulières  dc^^ 
rqualions  (Ii(ÏV'n'ïitieIle<  al;;cl)ri(|ues  du  premier  ordre  el  J" 
second  deiiiV'.  ( '>yi -•>."<)  ). 
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Démonslralion  de  divers  théorèmes  énoi>c<*s  dans  «ne  Comnounîealion  faite 
ù  VAcc.  dei  Linc.  en  iH-fi. 

De  Saint-Robert,  —  Du  mouvement  d'un  pendule  simple  sus- 
pendu dans  une  voiture  de  chemin  de  fer.  (277-291). 

Contraircnicnl  à  ce  que  rroyail  Foucaull,  le  |*lan  d'oscillation  ne  resle  f>as 
invariable. 

Tome  IV;  1 878-1  Sjtj. 

h^erraris,  —  Théorèmes  sur  fa  distribution  des  courants  élec- 
triques constants.  (3-i8). 

I>ans  sa  Théorie  mécanique  de  la  c/ialenr,  M.  Rriol  a  remarqué  que,  dans 
un  fil  condiK'teiîr  parcouru  par  un  courant  constant,  la  loi  de  Ohm  est  une 
conséquence  de  celle  de  Joule.  M.  Ferraris  étend  ce  théorème  aux  conducteurs 
de  forme  quelconque.  Il  montre  que  les  lois  de  Kirclihoff  relatives  aux  courants 
linéaires  peuvent  se  déduire  du  théorème  suivant,. que  Riemann  a  conclu  de  la 
loi  de  Ohm  : 

Sous  Inaction  de  forces  électromotrices  constantes^  les  courants  se  distri- 
buent de  manière  que  le  trasfail  de  ces  forces  pendant  un  temps  donné  soit 
minimum, 

Ascoli,  —  Sur  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  de  deux 
variables  par  une  série  trigonométrique  à  double  entrée.  (2.53- 
3oo). 

L'auteur  entreprend  pour  les  fondions  de  deux  variables  des  recherches  ana- 
logues à  celles  que  Hiemann  a  consacrées  aux  fonctions  d'une  seule  variable 
(tans  son  Mémoire  Veber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  dure  h  eine  tri- 
gqnometrische  Heihe. 

Tome  V;  1879-1880. 
JSellaKHtis.  —  Sur  la  Statique.  (29-4 a). 

L'auleur  fait  ressortir  la  cainpliralion  des  constructions  de  la  Stali-tiiic  gra- 
phitfue  pour  déterminer  la  résultante  d'un  s>slème  de  forces  dans  l'espace.  Il 
expose  une  méthode  analytique,  très  expéditive,  dans  laquelle  il  fait  usage  des 
coordonnées  pluckériennes  et  des  principes  des  équipollences.  \\  applique  cette 
méthode  à  la  recherche  des  tensijtns  ou  pressions  qui  s'exercent  le  long  des  six 
arêtes  d'un  tétraèdre,  chargé  ii  son  sommet  d'un  poids  donné. 

Passant  au  cas  des  forées  coplanaires,  il  calcule,  toujours  par  la  même  mé- 
thode, les  tensions  ou  pressions  dans  un  réseau  triangulaire. 

Il  étend  cHKe.  méthode  au  calc-al  des  forces  parallèles;  il  donne  enOn  l'expres- 
sion des  aires  et  des  volumes  en  coordonnées  pluckériennes. 

Bellavitis,  —  Développements  en  série  des  fonctions  implicites  ; 
branches  infinies  des  courbes  algébriques.  (43-49). 
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L'autour  envisage  les  fondions  al;;éhriqucs  de  deux  variables.  Pour  traov 
former  la  fonetion  implicite  en  fonrtion  explicile,  il  fait  usage  du  polygone  dr 
Newton.  Il  donne  quelques  exemples  de  développemenLs  suivant  les  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  de  Tune  des  variables. 

Considérant  ensuite  la  courbe  qui  représente  la  fonction  de  deux  variables, 
il  montre  que  les  premiers  termes  du  développement  mettent  en  évidence  les 
singularités  qui  se  présentent,  soit  à  l'origine,  soit  à  l'infinii  comme  les  poiob 
d'inflexion  ou  de  rebroussemcnt  et  les  asymptotes. 

Battaglini.  —  Sur  l'équalion  diflerenlicUe  elliptique.  (jo-S^). 

La  Note  de  M.  Battaglini  a  pour  objet  de  montrer  comment  une  équation  a 
trois  variables,  du  second  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles,  peut  représenter, 
sous  certaines  conditions,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle 
elliptique  à  trois  variables,  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 
elliptique  à  deux  variables,  la  troisième  variable  jouant  alors  le  rôle  do  la 
constante  arbitraire. 

Belirami,  —  Sur  raltraction  d'un  anneau  circulaire  ou  elliptique. 

(i8;i-i9i). 

Casorati,  —  Le  calcul  des  différences  finies,  interprété  et  enrichi 
de  nouveaux  théorèmes,  par  des  considérations  empruntées 
principalement  à  la  tliéorie  des  variables  complexes.  (i()5-ïo8). 

Il  s'agit  des  accroissements  que  prennent  les  fonctions  d'une  variable  cnm- 
plexe,  lorsque  le  point  figuratif  de  la  variable  tourne  autour  d'un  point  fixe,  à 
l'intérieur  d'une  couronne  circulaire,  et  par  conséquent  pour  des  limites  finie* 
(lu  module.  Les  théorèmes  connus  sur  les  différence-*  finies  se  transforiiionl 
alors  en  autant  de  théorèmes  sur  la  variation  «outinue  des  fonctions  d'ar^umeol 
complexe. 

Tome  YI;  1879-1880. 
r.e  Volume  ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques. 

Tome  VU;  1879-1880. 

Maggi.  —  Distribution  de  Télectricité  en  équilibre  sur  deux  con- 
ducteurs plans  indéfinis,  parallèles,  soumis  à  rinlluence  d'un 
point  situé  dans  Tespacc  qui  les  sépare.  (2".)-286). 

Solution  nouvelle  d'un  problème  très  simple  d'électrostatique.  M.  Magiii 
montre  comment  l'application  de  lu  iiièlhode  générale  d'intégration  des  équa- 
tions différenti(îlh's  conduit  direrlernent  au  résultat  obtenu  par  Thomson.  Lj 
solution  analytique  de  M.  Mag;;i,  représentée  par  une  intégrale  définie,  pcrniot 
de  déterminer  deux  quantités  (les  charges  des  deux  plans),  qui.  dans  la  nn- 
tliode  de  Thomson,  se  [>n'*seiit<'raienl  sous  forme  indétermiiiée. 


0  0    ' 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  187 

Tomo  Vlïl;  1879- 1880. 

Favero.  —  De  iequationum  difTerentialium  parlialium  natura  dis- 
quisitiones  quaîdam  analylicœ.  (217-239). 

L'auleur  envisage  les  éqiialions  aux  dérivées  partielles  dans  leur  plus  grande 
généralilé.  Il  indique  un  nouveau  mode  d'inlcgration  par  série  de  ces  équations. 

Ascoli.  —  Sur  les  séries  trigonomélriques  à  deux  variables.  (203- 
319). 

Kccherclie  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction 
fi^yy)  puisse  être  représentée  par  une  série  convergente 

V    V   |[ajr' ^'"H'^ -*~  ^-i  cosfjLx]  sinvv 

[a]""'  sinjjLj?  H-  a~'*^  cos|xj:]  cosv^  [, 
en  tous  les  points  où  le  symbole  /{Xj  y)  a  un  sens. 
Cerruli,  —  Sur  les  vibrations  élastiques  des  corps  isotropes.  (3()i- 

389). 

M.  Ccrruti  prend  pour  point  de  départ  de  ses  belles  recherches  sur  le  mou- 
vement élastique  d'un  corps  isotrope  un  théorème  de  iM.  IJctli  sur  l'équilibre  d'é- 
lasticité. Il  obtient  les  expressions  de  la  dilatation  cubique  et  des  composantes  de 
la  rotation  en  un  point  quelconque,  au  bout  d'un  temps  donné,  en  fonction 
seulement  des  conditions  initiales,  des  pressions  à  la  surface,  et  des  conditions 
aux  limites  :  connaissant  la  dilatation  et  les  rotations,  on  en  déduit  très  simple- 
ment la  vitesse  et  le  déplacement  du  point  considéré.  L'application  de  la  mé- 
thode aux  cas  particuliers  présente  de  grandes  difficultés,  parce  qu'elle  exige  la 
détermination  de  certains  groupes  de  fonctions  auxiliaires,  détermination  plus 
ou  moins  difficile  suivant  la  nature  <]c  la  surface  terminale.  Mais  ces  fonctions 
étant  trouvées  une  fois  pour  toutes  pour  un  corps  élastique  donné,  on  a  immé- 
diatement les  conditions  qui  définissent  le  mouvement,  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales,  les  pressions  à  la  surface  et  les  conditions  aux  limites. 

Tomo  IX;   1 880-1 881. 
Battaglini,  —  Sur  les  formes  ternaires  bilinéaires.  (3-i6). 

L'objet  (le  cctl<r  Note  est  la  représentation  géométrique  d'une  forme  ternaire 
bilinéairr.  Si  l'on  regarde  les  deux  groupes  de  variables  contenues  dans  la 
forme  en  question  comme  les  coordonnées  trilinéaircs  de  deux  points  dans  deux 
plans  différents,  réciualion  obtenue  en  égalant  cette  forme  à  zéro  établit  entn* 
les  points  des  <leux  plans  une  dépendante  corrélative,  c'est-à-dire  qu'à  tout 
point  de  l'un  des  plans  correspond  une  <lroile  de  l'autre.  Dr  la  forme  bilinéaire 
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praposi'C,  nii  (iédiiit  une  autre  forme  {conjointe  à  la  première),  qui  définît,  ea 
«•nord<»nniM's  tan^^entielles,  la  dépendance  cnjrélalive  entre  les  droites  des  deux 
plans.  Dans  le  ras  remanpiahle  où  le  discriminant  de  la  forme  proposée  est  dqI, 
il  existe  dans  chaque  plan  un  point  singulier,  pour  lequel  la  droite  correspon- 
dante dans  Tautre  plan  est  indéterminée;  la  forme  conjointe  se  décompose  aiort 
en  d«'ux  facteurs  linéaires. 

L'auteur  o\aniine  ayec  détails  le  cas  où  les  deux  plans  coïncident  par  leors 
triangles  de  référence,  pour  Va  f(xrnie  biUnéairc  proposée  conimo  pour  sa  cou- 
jointe. 

W'ronèsr.  —  Sur  (|iielqtie.s  confîgiiralians  romarquablcs  de  points, 
iW  droites  et  de  plans,  de  coniques  et  de  surfaces  du  second 
déparé  el  d'autres  co.urbes  et  surfaces.  (9-(>5t343). 

Si  l'on  prend  le  plan  polaire  r  d'un  point  I*  par  rapport  à  une  surface  do 
second  ordre  S,,  le  pôle  P,  de  t:  par  rapport  à  une  deuxième  surface  du  second 
ordre  S,,  le  plan  polaire -y,  de  h,  par  rapport  à  S,,  et  ainsi  de  s^ite,  on  obtiful 
deux  groupes  projectifs.  l'un  de  points,  l'autre  de  plaas,  qui  ne  se  ferment  pas 
en  général;  c'est-à-dire  qu'aucun  des  points  ou  des  plans  ainsi  obtenu?»  ne 
revient  au  point  ou  au  plan  de  départ,  l'our  que  l'on  revienne  au  point  F,  il 
faut  que  les  deux  surfaces  S,  et  S,  occupent  des  positii)Bs  respec4i.ves  particu- 
lières. Si  l'on  donne  S,,  il  existe  /r  —  i  surfaces  du  seconti  ordre,  formant  avff 
S  un  groupe  de  /i'  surfaces,  (|ui  prises  deux  à  deux  jouissent  de  la  propriél? 
énoni:ée.  Si  l'on  dispose  dans  un  onirc  donné  les  w-  surfaces,  el  que,  partant  du 
point  V'f  on  prenne  le  plan  polaire  de  P  par  rapport  à  la  première,  le  pôle  dr 
ce  plan,  pdaire  (juir  rapport  à  la  deuxième,  k^  pVaa  polaire  de  c<e  pôle  par  rap- 
port à  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  dcji.x  cycles,  Tun  de  n'  poiiu^. 
l'autre  de  /»'  pia,ns,  qui  sont  indépendants  de  Tordre  (les  trois  surfaces.  Dans. le 
plan,  on  obtient  par  des  considérations  analogues  i^i  cycle  de  n*  coniques. 

M.  N  éronèsc.  étudie  les  propriétés  générales  des  groupes  projec4.ifs,  relatifs  j 
ces  cycles  «le.  roniijues  et  de  surfiice  du  second  ordre,  de  plans  et  de  points.  Il 
considère  en  (tarlirulier  le  eas  de  n  -  •.»  el  de  n  --  3,  et  il  eu  fiiiit  rapplicali»n 
aux  «ourbes  planes  du  troisième  onire. 

Mausj^i.  —  IiMluclioiA  él(*clrique  sur  des  conducteurs  liaiLlés  par 
des  plans  indéfinis,  sonnais  à  l'action  de  charges  lixes  dispo>ce? 
svméfi:if|uenicnl  auloiir  d'im  y\e.  (  4'i)-14*^  )• 

li'aiiteur  aborde  directeinent  ce  problème  f>ar  la  métbode  des  fonctions  rylin 
«Criques:  en  transformant  convenablenrienl  ses  formules,  il  retrouve  celles  quV»n 
obtiendrait  pur  rap[)liration  du  principe  «les  images. 

l)c  Pa4}lis.  —  Stu'  les  fondenienls  de  la  Géomélrie  projecli\«'- 
(  ^8()-r>o3  )..  s.  R. 
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BULLETTLNO   di    Bibliografia  e  di  Stoi\ia  delli^  Scienzk  matematiciie  e 
pisiCHE,  pubblicato  da  B.  Boncoufagm  (i). 

Tome  XVI;  i8»3. 

Favaro,    —   Quelques  écrîàs  inédits  de  Galilée,   lires    des   ina- 
nuscrils  de  U  liiWiotUèque  nationale  de  Florence, 

M.  Antoine  Favaro,  dor\t  nous  ayon&fait  con.rxallre  le  beau  travail  sur  Galilée 
el  qui  a  démorilré  sÀ  péremptoirement  la  nécessité  d'une  nouvelle  édition  des 
Œuvres  du  grand  philosophe,  publie  de  nouveaux  écrits  inédits  de  (jalilée  d'après 
des  manuscrits  dç  la  Bibjiothèq^ue  n^alioixale  de  Florence.  Sa  collection  est  divisée 
en  quatre  Parties  :  dans  la  première  on  trouve  quelques  extraits  d'études  de 
jeunesse  sur  la  Philosophie  naturelle;  dans  la  deuxième  des  études  et  des  traités 
sur  le  mouvement  ;  dans  la  troisième  ce  qui  ik>iis  est  parvenu  de  la  n^rpoose  à  un 
«les  critiques  du  Discours  sur  les,  choses  gui  sont  sur  l'eau  ou  qui  se  meuvent 
en  elle;  enfin  dans  la  quatrième  une  lettre  inédite.  La  plupart  de  ces  documents 
présentent  de  considérables  difficultés  de  lecture  :  c'est  sans  doute  un  peu  pour 
cette  raison  qu'ils  &ont  demeurés  inédits. 

Ce  Traité  du  Ciel,  qu'on  rencontre  écrit  en  latin  de  ^a  main  de  Galilée  en 
Tannée  i58'|,  est-il  son  œuvre?  Il  est  difficile  de  le  prouver  et  aussi  difficile  de 
prouve?  le  contrairç;  mais,  en  s.omnie,  ce  sont  là  les  premiers  pas  du  jeune 
philosophe  et  il  est  intéressant  de  les  suivre  :  M.  Favaro  pubjie  la  première 
question  «  le  cieJ  est-il  uni(|ue?  »  et  la  seconde  «  de  Tordre  des  orbes  célestes». 

L'in^)res5ion  générale  qu'on  retire  de  la  lecture  des  diivcrs  Clkapitres  de  la 
deuxiènxe  Partie  est  qu'ils  se  rapporleut  plifê  ou  moias  étroitement  avec  les 
Sernwnes  de  motu  gravium  e-t  les  Dialogues  des  nouvelles  Sciences^ 

On  connaît  bien  les  publications  de  Louis  des  Colombes  el  de  Georges  Coiresio 
coixtrc  le  discours  de  (jalilée  Sur  les  choses  qui  se  tiennent  sur  l^eau  (  1613.).  Xoi 
ménve  c^unée  parut  un  opuscule  anonynM;  :  Considerazionisoprail  discorso  del 
Sign.  Galileo  Galilei,  etc.,  faite  a  di/esa  e  dichiarazione  dell*  opinione  d'A- 
ristotele  da  Accademico  incognito.  M.  Favaro  prouve  que  Tacadénwcien  inconnu 
est  très  probablement  Arluro  d'EIci,  provéditeur  de  l'Université  de  Pise..  Qjuoi 
qu'il  en  soit,  tout  ce  qui  concerne  la  réponse  projetée  de  Galilée  à  TAcadénM.cicn 
inconnu  est  demeuré  inédit  et  enibrasse  les  documents  suivants  : 

I"  Deux  copies  d'extraits  des  considérations  de  l'académicien  inconnu,  âi^  la 
main  de  D.  Bieuedetto  Castelh,  enrichies  de  Notes  autographes  du  maître; 

2"  Réponse  autographe  de  (jalilée  aux  Considérations,  tout  entière  de  sa 
main  ;• 

3"  Un  exemplaire  d^*  Considérations  imprimé  avec  Note*  margijiales  auto- 
graplie«  de  Galilée. 

M.  Favaro  publie  les  page^  de  Galilée. 

I^a  Lçttre  inédile  qui  constitue  la  quatrième  Partie  de  son  travail  est  a<lressée 
en  latin  Ej'uditissimo  viro  Georgio  de  Forti  Scuto,  en  ré^iouse  à  une  lettre  datée 
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des  Ides  d'orlnhiv  i(îj8,  que  M.  Kavaro  a  eu  la  chance  de  retrouver  :  on,  jwul  I4 
dater  du  mois  de  djcenihrc  1029.  Klle  prouve  que  Galilée  avait  conçu  le  Dialogue 
sur  les  deujT  plus  grands  systèmes  du  monde  avant  la  Hn  du  xvi*  si»!clc  et 
attire  notre  attention  sur  une  publication  de  Fortcscuc,  les  feriœ  Accademicœ, 
qui  jusqu'ici  avait  échappé  aux  curieux,  bien  qu'on  en  trouve  une  analyse  assa 
complète  dans  le  Genlleman's  Magazine  de  1817. 

Genocclii.  —  Extrait  de  lettre  à  D.  Ballliasar  Boncompagni. 

Il  a  lu  avec  plaisir  le  travail  du  I*.  Pépin  consacré  à  la  démonstration  de  ce 
théorème  de  Fermât  publié  pour  la  première  fois  par  M.  C.  Henry  :  «  Il  n'y  a  , 
aucun  nombre  que  le  seul  7  tfui,  étant  le  double  d'un  quarré  — i,  soit  la  racine 
d'un  quarré  de  la  même  nature,  c'est-à-dire  qui  soit  double  d'un  quarré  — i.» 
Mais  on  peut  non  seulement  prouver  que  le  théorème  de  Fermât  est  vrai  pour 
de  très  grands  nombres  comme  a  fait  le  savant  géomètre;  on  peut  en  démcotrer 
la  vérité  absolue. 

Realis.  —  Sur  une  équation  indéterminée  v^-hij^ — I)-=:5^ 
démonstration  directe  du  théorème  énoncé  dans  Tarticle  pré- 
cédent. 

Boncompagni,  —  Lettre  de  C.-F.  Gauss  à  Henri  Guillaume 
Olbers  :  texte  allemand  publié  suivant  Tautograplie  possédé  par 
la  Société  Rovale  des  Sciences  de  Gottîngue  avec  traduction 
italienne  de  M.  Alphonse  Sparagna. 

Cette  lettre  de  Gausss  à  Olt>ers  est  datée  de  Brunswick,  3  septembre  i8oj. 
(Quelques  passades  formant  moins  de  la  moitié  du  document  avaient  été  pablics, 
mais  avec  quelques  incxaclilutles,  par  M.  Scherin?,  en  1877,  dans  un  disci)ur> 
lu  tloant  la  Sorièlé  à  l\)Cca>ion  du  centenaire  de  la  naissance  de  Gauss. 

l\irmi  les  dilférentes  circonstances  «pii  l'ont  cm[)éché  d'écrire  plus  tôt  à  Olbers, 
Gauss  menlii»nne  «  tpielques  lettres  tie  Leblanc  de  Paris,  lequel  a  étudié  avec 
une  vraie  passion  nies  liecherches  arithmétiques,  s'est  familiarisé  avec  elles  et 
m*a  fait  sur  le  sujet  mainte  belle  communieation  ».  Gauss  fait  ici  allasion  à 
deux  lettres  de  Sophie  Germain,  du  ->i  novembre  i8o^  et  du  21  juillet  i^5,  les 
deux  pnMnières  d'une  reproduction  photolithographique  bien  connue.  Ces  belle* 
commuuieations  se  raf»portaient  à  une  généralisation  du  ihéorèoie  contenu  dans 
l'équatittn 


jr  — 


-=  V'n/iZ'. 


et  renfermaient  encore  ces  deux  théorèmes  :  **  Le  nombre  i  est  n'sidu  des 
nombres  premiers  de  la  forme  >k  — 1  et  non  résidu  des  nombres  premiers  d** 
la  forme  ?^K  —  *>.  Le  nouïbie  j  est  n«»n  re>idu  pi>ur  les  nombres  premiers  de 
la  forme  >K  -  >  et  re>iiiu  pour  le<  nonïl>re>  premiers  de  la  fumie  SK— 7.  » 
Dans  une  lettre  a  Siqdiie  (.•«'rniain.  en  «latc  du  l'î  juin  iS>">,  Gauss  fait,  à  prop«>s 
de  «'e<  d«  in"ii>lr.tli«»n^,  de  urand>  elo^o-i  .lu  talent  arithmétique  de  Min  corra- 
/t'.^ndiint:  celte  iellre  a  ete  a<se/  inexactement  r«^pro«luile  par  M.  Slupu\. 

Gau»  annonce  a  t'Ilvrs  qu  il  e>t  |s»r\enu  enfin  a  «le-'^tuvrir,  le  i""  septembre 
i"^»i.  la  dcin'M\"?lrali'>n  dun  iheorenïo  qu'il  a  en^'oce  dans  ses  Dis*fuisitionci. 
i.l  di»nl  il  it^  i.«  r.  h»at  Jt  {•u.>  ijualrt   an-  la    !cnion>trattou 
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Voici  ce  théorènie  : 
«  Si  Ton  pose 

/   V*        KHP       V'        KNP       ^    ,- 

\     >  cos 7  cos =rbv/'» 

\     2      '^^'V  )    Y^    .    KUP        VI    .    KNP 

/   V^        KKP       V^        KNP 

L     >  cos >  cos =0, 

//i-i  \  '  -^  "  ^  " 

où  n  est  un  nombre  premier  impair,  K  un  nombre  entier  non  divisible  par  /i. 
P  la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  i,  c'est-à-dire  ar,  -(R)  la  somme  des 
résidus  quadratiques  de  n  et  £(N)  la  somme  de  tous  les  non-résidus  po- 
sitifs de  n  moindres  que  /*;  dans  la  première  et  la  ijualrième  de  ces  quatre  for- 
mules, on  doit  prendre  les  signes  supérieurs  lorsque  K  est  un  résidu  quadratique 
de  /i,  et  les  si^^nes  inférieurs  si  K  est  oon-résidu.  » 

La  démonstration  de  ce  théorème  a  été  publiée  par  Gauss,  comme  on  sait, 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  Sunimalio  quariimdani  serieruni  singularium^ 
en   1811  {  Commentât iones  Societatis  regiœ  Gotttngensis,  t.  I). 

Gauss  fait  aussi  observer  à  Olbers  que  dans  la  théorie  «  il  est  d'une  parti- 
culière importance  de  pouvoir  calculer  exactement  avec  facilité  les  coefficients 
qui  résultent  de  l'équation 

{aa  -h  a' a'  —  aoa'  cos 9)"*  —  A'-^  i\'  cos?  -h  2  A' cos 2 9  -+-  2  A"  cos?  -+-..., 

puisqu'il  est  nécessaire  de  les  déterminer  pour  un  très  grand  nombre  de  valeurs 
de  a  et  de  a'.  De  fait,  j'ai  commencé  à  calculer  à  ceteiïet  une  table  (qui,  étant 

posé  -7  =  tangt]/,  procède,  pour  les  valeurs  de  a,  entre  16"  cl  SG",  de  minute 

en  minute,  parce  que  de  telles  valeurs  se  présentent  dans  les  astéroïdes];  j'ai  là- 
dessus  de  nombreux  artifices  personnels  et  môme,  dans  la  lettre  ci-incluse  que 
je  confie  à  vos  bons  soins,  j'engage  notre  ami  Bessel  à  m'aider  et  à  prendre 
pour  lui  une  partie  du  travail  ». 

Charles  Ilcnry.  —  Sur  la  vie  el  les  écrits  mathémaliqiies  de  Jean- 
Antoine  Nicolas  Caritat,  Marquis  de  Condorcet.  —  Travaux  de 
Condorcct.  —  Des  méthodes  d'approximation  pour  les  équations 
différentielles  lorsqu'on  connaît  une  première  valeur  approchée, 
Mémoire  inédit  de  Condorcet. 

L'activité  scientifique  de  Condorcet  s'est  portée  sur  quatre  points  très  divers 
de  la  science  :  i"  sur  le  Calcul  intégral;  j"  sur  l'Astronomie  théorique;  S»  sur 
le  Calcul  des  probabilités;  4*  sur  l'histoire  de  la  Science.  En  Calcul  différentiel 
et  intégral  il  a  étudié  après  Fontaine  les  équations  de  condition  qu'Eulcr  a\ail 
rencontrées;  il  a  donné  la   théorie  générale  de  ces  é(|uations  relatives  à  l'inté- 
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f^rabililc  de*  fondions  (lifTcrcntielles  el  des  fonctions  aux  différences;  il  a  pro- 
posi"  une  niiHUofic  î;én(*rale  d'intégration  nécessairement  impraticable;  ataol 
Laplace,  il  u  exprimé  des  restrictions  à  la  discontinuité  des  fonctions  arbitraires: 
le  premier,  il  s'est  occupé  des  équations  aux  différences  mêlées»  En  1778,  il 
partagea  avec  Tempelhoff  le  prix  proposé  par  l'Acadcniie  de  Berlin  sur  ccttf 
(|uestion  :  l>éterniiner  l'orbite  parabolique  d'une  comète  i)ar  le  moyen  de  troi-i 
observations.  La  méthode  proposée  par  Condorcet  est  très  Iai)orieiise,  elle  n'a 
guère  été  ai>pli(]uée. 

Ij^ Essai iutr  rappUcation  de  l 'analyse  à  la  probabilité  des  décisions  rendues 
à  la  pluralité  des  voix  est  une  tentative  hardie,  et  souvent  remarquable, 
d'appliquer  le  calcul  aux  différentes  formes  de  décisions  cl  aux  différentes  hy- 
pothèses de  pluralité.  Con<lorcet  condamne  u<»tamuicnt,  el  avec  raison,  le 
système  acluellemcnt  suivi  en  I^'rance  de  n'érrire  «ju'un  seul  nom  sur  les  bulletins 
de  vote.  Quand  il  y  a  seulement  dei>x  candidats,  la  n^ajoptté  absolue  pour  l'oo 
d'eux  indique  bien  sa  supériorité  aux  yeux  du  plus  grand  nombre»  Quand  il  y 
en  a  trois  et  pli»,  c'est  c>W)se  absolument  différente  :  on  ne  sait  pas  quet  ordre 
dans  ses  pré-f.''rence«  l'électeur  assignerait  aux  autres,  sll  était  obligé  de  choisir 
entre  eux;  <'t  o'esi  ce  qu'il  importe  de  connaître  pour  avoir  le  sentiment  de  11 
majorité.  Il  est  facile  de  citer  des  répartitions  de  préférences  qui  donnent  la  supé- 
riorité au  candidat  appelé  le  n>oins  souvent  par  le  scrutin  ordinaire.  Quehjue- 
fois  cependant  le  syst('*ine  d^s  bulletins  à  plusieurs  noms  pcul  aboirtir  à  des 
propositions  contradictoires  qui  exigent  p(Hir  être  résolues  de  nouvelle*  coin- 
bioaisoDs.  Eh  somme,  ce  système  est  c-xccllent  quand  les  électeur*  s<hR  »<rt«*lli- 
gents^et  (jue  le  vote  ft'a  rien  d'urgent;  il  devient  peu  pratique  mallucureusefflenl 
dans  la  grande  majorité  des  cas. 

Lin  autre  litre  peu  connu  de  Condorcet  est  l'idée  de  construire  des  lentiile$ 
à  échelons  et  de  les  cojn poser  de  plusieurs  pièces.  Celte  faucureuse  id<c  d'em- 
ployer plusieurs  anneaux  concentriques  permet  de  diminuer  la  dépense,  d'aug- 
nwnler  l'étendue  de  l'inslrumcnl,  de  corriger  l'aberration  de  sph<**ricilé,  elr.  : 
cli«'  a  été  c\po«iéc  par  I*'rcî>nc!  dans  son  Mémoire  sur  it^s  nouy'can  système 
d'éclairni^e  des  phares.  I''rc>ni*l  ignorait  la  priorit*'  de  Ct»ndorr»'t,.  cl  rV-sl 
l'oinsol  (jui,  dans  une  Note  publiée  pour  la  prcniiére  fois  par  M.  Charles  Hciin. 
exposa  les  lilrcs  incoiiloslablcs  i\e  Conriorcet. 

La  bibliographie  niathérniiti(]ue  <lc  Condorcet  a  été  dressée  très  incomplëlement 
çt  avec  nombre  d'erreurs  par  iNjf^^endorll".  M.  Charles  Henry  dérrii  neuf  ou- 
vrages piibiit's  séparément  et  Ircnle-lrois  .Mémoires  insérés  dans  «livers  reciinb. 
Passant  aux  travaux  inédits  il  <lonnc  dos  détails  complets  !»ur  le  manuscrit  du 
Traité  de  ('idcul  intei:r(il  lé^ué  a\cc  d'inilrcs  papiers  à  la  biblioLhrque  dr 
L'Institut  par  M"'"  O'Coniior,  lu  Lille  de  Condorcet,  L'auteur  semble  a\oir  fu 
surtout  pour  bul  dan»»  ce  trait("*  de  coordonner  les  |)rincipau\  résultats  dr  ?e> 
Fcchcrrhes  antérieures;  l'inipression  en  avait  été  commencée  à  rhnpritH*'n«' 
royale  eu  i-Hli  et.  si  l*ouvra;;e  avait  paru  à  celte  époque,  Sf»u  exposition  di*< 
principes  du  (Calcul  différent i(;l,  indépendamment  de  toute  notion  d'iniiniroeut 
petits  et  d^'  limites,  aurait  paru  nouvelle.  Signalons  encore  parmi  les  fiapier? 
inéclils  dos  .Méimures  sur  la  rédueliori  rle>  mesure»'  et  le  jaugea;:e  de*  \ai<seanv. 

FnK'di'o.  —  (li)in[)t<'s  it'iidiis  dos  Oiivrat^cs  d<^   Mancini   :    \  ita  fif 
Léon  linptistd    \lheiti,  rt  de  Vvi^\\v  \    Xicohms  (oprnif us. 

nirmis  (le  llann.   —  Bil)lioj^i*a^)ljie  nccrlandai^c  hislorico-scicn- 
filiqiir:  nouvelles  adtlilioiis. 
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Jacoli,  —  Sur  le  problème   <c  Le  nœud  de  cravate  »  cl  quelques 
œuvres  d'Lrbano  d'Aviso. 

L'auteur  d'un  Livre  récent  de  ïiécrëations  malhematiques  avait  donné  comme 
nouvelle  une  manière  de  construire  un  pentagone  régulier  en  liant  une  bande 
d'étoffe.  M.  Ferdinand  Jacoli  revient  sur  ce  problème  dit  du  «  nœud  de  cravate  >». 
Il  prouve  que  la  construction  en  (Question,  ainsi  que  celle  de  Phexagone  régulier, 
se  trouve  dans  un  Livre  paru  en  i68i,  à  Uoine,  et  intitulé  :  Trattato  délia  s  fera. 
Ce  Livre  a  été  jusqu'ici  attribué  à  Cavalieri.  D'après  M.  Jacoli  Tauteor  ne  serait 
pas  ce  savant,  mais  son  élève  Urbano  d'Aviso,  qui  dans  le  livre  assume  le  mo- 
deste rùle  d'éditeur.  Gabriel  Piola,  dans  son  Éloge  de  Cavalieti,  avait  déjà  émis 
quelques  doutes  à  cet  égard,  mais  sans  conclure.  La  solution  de  l'auteur  est 
basée  sur  la  Sphère  de  Galilée,  publiée  en  i656,  sous  le  pseudonyme  de  Buo- 
nardp  Savi.  Le  Livre  se  compose  de  deux  Parties,  dont  lu  seconde  intitulée  : 
Pratiques  astronomiques ^  peut  très  cerlainement  être  regardée  comme  appar- 
tenant à  Daviso,  quoique  faite  probablement  sous  la  direction  de  Cavalieri.  Or 
les  traits  principaux  de  re  Livre  se  retrouvent  datis  la  publication  de  i6Sa,  failc 
sous  le  nom  de  Cavalieri.  Il  y  a,  d'ailleurs,  d'autres  points  qui  prouvent  que 
Daviso  ne  s'est  pas  borné  au  simple  r6le  d'éditeur.  Cavalieri  est  mort  eh  1647; 
or,  dans  la  Sphère^  il  est  très  souvent  fait  mention  d'Ouvrages  parus  plus  tard, 
par  exemple  des  Voyages  de  Pietro  del  Valle,  publiés  en  i6.')o,  des  Œuvres  dv. 
Boyie,  imprimées  en  1669;  d'Aviso  se  sert  également  des  observations  de  Cassini 
stir  la  rotation  de  Jupiter,  de  Saturne  et  de  Mars  qui  n'ont  paru  qu'après  la 
mort  de  Cavalieri, 

Enfin,  les  dix-septième  et  dix-huitième  Chapitres  sont  très  certainement  tout 
entiers  de  d'Aviso.  Ils  ne  forment,  en  elfet,  qu^un  extrait  de  deux  lettres  sur  les 
sources  des  fleuves  publiées  par  lui  en  1C67.  Le  Traité  de  la  Sp/ière  ne  peut 
donc  être  plus  considéré  comme  l'œuvre  du  seul  Cavalieri. 

Steinschneider.  —  Etudes  sur  Zarkali  :  supplémenl  à  la  Notice 
sur  un  Ouvrage  astronomique  inédit  d'Ibn-Haitliam» 

Charles  Henry,  —  Problèmes  de  Géométrie  pratique  de  Mydorge, 
énoncés  et  soltuions  publiés  pour  la  première  fois» 

Léon  Rodet,  —  Solutions  des  mêmes  problèmes  tirées  d'Ouvrages 
orientaux. 

«  Ces  problèmes  s'imposent  par  leur  nature  même  à  toutes  les  civilisations  : 
c'est  en  comparant  leurs  solutions  qu'on  peut  le  mieux  se  rendre  compte  de  la 
persistance  des  procédés  ou  de  l'évolution  des  idées  mathématiques.  On  verra 
par  plus  d'un  exemple  (fue  le  xvii'  siècle  et  les  siècles  suivants  ne  sont  pas 
toujours  en  progrès  sur  les  Arabes  et  les  Indiens  et  qu'il  y  aurait  beaucoup  à 
gagner  avec  plus  d'une  construction  aiititiiie  tombée  en  désuétude.  » 

Faioro*  —  Discours  sur  Taimant  de  P.  Benoît  (^astelli. 

Cet  ouvrage,  extrait  des  manuscrits  galiléens  de  la  Bibliothèque  nationale  de 
Florence,  est  une  lettre  à  Don  Fcrdinando  Cesarini,  prélat  romain  :  il  a  sans 
doute  été  écrit  vers  ifi'jo,  en  tous  cas  il  est  antérieur  ù  i6|'j,  puisqu'on  y  parle 
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(lo  (iulilrr  roinnic  (1*1111  \ivant.  C'csl  un  Traiu^  rcclijît!  sous  forme  matliénialique 
(|ui  iiK'i'itorait  une  étude  approfondie. 

Iui\'aro.  —   Ilcccnsion   de  rOuvragc  de  Heiberg   :    Literarar- 
geschichtliche  Studien  iiber  Eiiklid, 

(tustaKU*  ('zielii.  —  Recherches  sur  Ptiolo  dal  Pozzo  ToscaneHî. 

Détails  curieux  sur  la  famille,  la  fortune,  le  lomhcau  du  célèbre  astrononif  : 
son  portrait  par  Baldovinetli  à  7.')  ans  a  été  détruit;  mais  relui  que  Vasari  a  plarf 
en  15G9  (l^ns  la  grande  salle  du  Palazzo  \eccliio  en  est  sans  doute  une  copif 
fidèle. 

André  Sialtesi.  —  La  vie  et  les  travaux  de  Sébastien  Pui^otli. 

No  à  Cagli,  dans  les  Marches,  le  21  juillet  1799,  il  étudia  d'abord  le  droit,  puis 
les  sciences  :  en  i8-i7  il  obtint  la  chaire  de  chimie  et  de  pharmacie  à  t'rbiao, 
puis  en  i834  la  chaire  de  mathématiques  élémentaires  à  Pcrouse,  où  il  r»ta 
jusqu'à  sa  mort  (i>^79).  Ce  savant,  qui  insista  beaucoup  sur  Fimportance  des 
théories  atomiques  en  Chimie,  aurait  introduit  aussi  des  améliorations  dansl'»- 
scignement  mathématique  de  son  pays. 

Boncompaf^ni.  —  Sur  deux  questions  propusées  dans  le  recueil 
intitulé  :  (i  t'orna  le  tlcf^F  Fruditi  e  Curiosi  :  i®  le  léro; 
:*/'  Galilée  Middlebourg  et  les  fils  de  Jansen. 

Bicrens  de  I/aan.  —  Biblio<;raphie  néerlandaise  historîco-scieo- 
tiri({ue.  Sommaire  H.  A|>erru  sur  quelques  imprimeurs  et 
éditeurs.  C.  H. 


JcH'KN.VL  ri'R  die  reine  cnd  axge^amite  Mathemitik.  herausgejrcben  von 
L.  Kroneckkr  iind  K.  \Veikr<tr\s>  ■  *  '. 

Tome  Xr.lV;   i8S>. 

/lurwitz  yAd'd/K  —  Sur  les  p»'-riodo>  des  fonctions  monotropes 
•>/*-uplomenl  péiiodi»|u»^>  qui  possèdent  partout  à  distance  finie 
h*  oararlére  ilo  Iv'nolioii-i  r.itii»ii nulles  »'l  qui  sont  réelles  pour 
di>  \alour>  ivellos  df  leur-*  /<  ar:;unienls.  1  i-io-. 


-  I\ fé,  —  I*,      -  :    u  .  ei. ti^i  :  alors  rcosemblr 


\     r  A.   '  •     .  :    l\  .  f     . 


IIKVUK  IJliS  l'IIll.lCAUONS. 
iks  iiuanlili-s  I",  iwl  appeli'  une  permde  de  lu  fonction  o.  ri  Ir 
iducllcs  P  (|Lii   runslitueni   la   pc^riodc  aonl   il^^iBoéci  rAm 
'pèrhtiieite.  Le  ri^tuIUl  principal  Hii  Mémniri!  rie  M.  Ilumiix 


Soit  ?(u,.  u u.]   UD«  ronrlinn  mnnulrnpe  m-uplcini-nl  | 

poM^de  partout  à  distance  llaic  1c  rnrariiTr  iIf  TiinctioD  ratJ< 
pKMl  des  valeur*  nielles  tnnijut!  tuu»  les  <ir;unipnts  sont  ilrt  iini 
pcnt  toujours  ctublir  a  riiuplc»  de  (u^rirHlps  dn  In  riinrlin 

.■.!•....,).        (?  =  '. 


iiiidJe  itt  qnl 


{P,.^P„^....P.^):(P,.^I'., 


ojl  les  mudutcs  da  périodlciii  P._,,  P_, P,_„  se  rapportent  i  l'argument 

,)  qui,  pris  en*eiiible,  (orinrnl  tin  iiîtiime  de  périodes  firimîlivn  de  la  fonc- 
00  et  telles  que  p'urr  tout  couple  de  périodes  il  arrive  l'un  des  ileui  cas  : 


rtelle  et  la   seconde   P,  ,„. 
première  ci 


période  P,^.  P,_,,  ....  P. 

i^^ff ''>.•■»  "'^  purement  Imaginaire; 

1*  La  première  période  est  réelle,  et  U  période  composi^t^  d( 

|t«  U  sccande   ïP,.„j— P,j,   iP,,..)— P.,) 'P.,..}— P., 

Bnginaire.  •> 

Signalons  encore  cet  autre  ibéurimi?  remarquable  : 

■  Si  tiD  système  de  in  pitriodcî  lint^aircment  iadi-'p^ndunles  d'une  fanctiou 
A-uplemeut  périodique  de  n  varialilei,  et  qui  possède  parliiul  i  distance  linic 
curaet^re  de  function  rationnelle,  pc  comprend  que  des  pi^rindcs  réelles  et 
larement  imaginaires,  il  faut  qu'il  existe  autant  de  périodes  de  l'une  que  de 
'intre  espèce.  » 

Atangoldt {Uans).  —  Sur  la  classificalion  des  surfaces  d'aprtVs 
la  possiliilitc  d'eu  déplacer  les  triangles  t;éo(i<^siqucs.  (ai-^o). 

Dan*  son  Mémoire  Théorie  générale  dei  triangle*  géodénquet  (Abbandt. 
w  Sànigl.  Âkad.  d.  tViiKmcA.  lu  Berlin,  p.  ri9'i7S:  i808).  tl.  CbristofTel 

dWM  les  surfaces  courbes  en  quatre  genre»  selon  la  possibilité  d'en  déplacer 
is  triangles  géLidétique*.  En  i88a,  M.  Weingurieo  a  publié  dans  les  Siltungt- 
iriehte  de  l'Aead.  de  Berlin  ces  deux  propositions  :  1.  Le  troisième  genre  de 
I  est  entièrement  Identique  au  quatrième.  L'un  et  l'autre  roroprcuncnt 
les  surfaces  A  mesure  constante  de  courbure,  et  seulement  ccllcs^i. 
.  Le  deuxième  genre  comprend  toutes  les  surfaces  qui  sont  déveinppables  sur 
es  «Brrares  de  rotation  U  mesure  non  constante  de  courbure,  et  seulement 
tlle>-ci.  M.  V.  Miingobft  avait  di^A  communiqué  sans  démonstnition  la  prc- 
lUre  de  ces  proputiiions  i  la  Société  des  naturalistes  de  Ki'ibaiirg.  l.a  démon- 
ntioD  de  .M.  Weingarleu  part  de  cet  aulre  tbéiirème  :  (Ju'un  Irlangte  gén- 
isique  ail  des  câlès  désignés  eumme  infiniment  petits  de  premier  ordre.  ■  Si 
)  petit  triangle  peut  se  dêpluecr  sur  une  surface  courbe  sans  variation  de  ses 
I  ëlfmcntSi  les  mesures  de  courbure  de  la  surface  dans  Ir*  sommets  du 
'jangle  ne  pcnvent  vnrier,  â  cliaquc  déplacement,  que  de  quantités  inSnimont 
attles  de  second  ordre.  •■  M.  v.  Miinj^oldt  croît  que  ce  ttiAorèmc  suflll  pour  dè- 
lunircr  ta  première  des  propositions  mentionnées  ci-dessus,  qu'il  suffit  aussi 
sur  faire   voir  que  les  liRncs  de  meure  constante  de   courbure  doivent  être 
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(le  CCS  surfaces  sur  des  surfaces  de  rotation  ne  résulle  q\ic  lorsqu'on  a  dérnooin'- 
que  ces  lignes  sont  aussi  isothermes.  Une  démonstration  Heureuse  se  dédoit 
d'un  déterminant  qui  a  été  établi  paf  M.  ChristofTei,  et  M.  Mangoldt  s'est  atta- 
ché dans  son  Mémoire  à  effectuer  le  calcul  un  peu  fastidieux  pour  en  faire 
saillir  le  résultat  de  M.  Weingarten^ 

Gram  {J.-P.).  —  Sur  le  développement  en  séries   de  fonclions 
réelles  ûii  moven  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  (41-73). 

L'idée  de  profiter  de  la  méthode  des  moindres  carrés  pour  caI<^ultr  les  coeffi- 
cients d'une  formule  d'interpolation  semble  être  née  en  nitSme  temps  qoe  la 
méthode  même;  cependant  M.  TchebycheïT  parait  avoir  été  le  premier  à  ré- 
soudre le  problème  en  toute  généralité.  La  solution  {Journal  de  LiouvUU, 
Q*  série,  t.  Ill,  18.^8)  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  fractions  continues  préseotf 
le  résultat  sous  la  forme  d'une  série  qui  est  en  quelque  sorte  analogue  à  la 
classe  générale  «le  séries  considérées  parSturm  et  Liouville  (/6m/.,  t  II).  C^ttc 
analogie,  (|ue  M.  Hienaymé  ne  tarda  pas  à  signaler,  a  été  ensuite  mise  en  évi- 
dence par  les  travaux  du  regretté  M.  Heine;  enfin  MM;  Plarr  et  Tôpler  oat 
prouvé  que  les  développements  procédant  suivant  les  fonctions  sphériqueset 
les  séries  de  Foncier  sont  intimement  liés  a\TC  la  méthode  des  nioindrcs  camé». 
A  tout  prendre,  il  semble  toutefois  qu'on  n'ait  prêté  que  peu  d'attention  à  celle 
filiation  d'idées.  Sans  eonnattre  les  travaux  cités,  M.  Gtam,  en  paf  tant  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  a  été  attiené  au  même  genre  de  séries,  et  il  e^t 
d'avis  que  c'est  cette  méthode  même  qui  fournit  le  plus  simple  point  de  tw 
commun  pour  une  classe  très  étendue  de  développements  qui  embrassent  non 
seulement  la  formule  de  M.  TchebycheïT,  mais  encore  les  séries  de  Fooricrel 
d'autres  analogues  à  celles-ci.  Ces  idées  sur  les  séries  à  interpolation  foreoi 
développées  pour  la  première  fois  dans  la  thèse  de  M.  Gram  :  Om  HâkkeudvU- 
Unf^er,  bcstemte  vcd  Hjiilp  af  de  mindste  Kvadraters  Méthode,  Kjobnhavn. 
iS-t),  Host  et  Son.  M.  l'autour  expose  les  fondeinenls  de  sa  théorie  générale 
dans  ce  nouveau  Mémoire  sous  une  forme  un  peu  modifiée  et  c<»mplélêc.  L'in- 
térêt qui  s'y  attache  est  d'autant  plus  ^rand  que  la  méthode  de  Dirichlet  dont 
on  s'<'st  MTvi  e\clusi\ement  n'a  été  up[>liquée  qu'à  des  classes  s^éparées  ^ 
série>. 

(\isp(iry  [F.).  —  CjOiilrihulion  à  la  théorie  des  lortctions  ihélas 
à  deux  ai'j^umcnts.  (  7.{-(S()). 

D'après  une  obsorviilion  faite  [>ar  .Ni.  Welerstrass  dans  son  Cour**  à  l'Lnivfr- 
sité  de  Berlin  et  par  M.  Weber  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  \IV  de>.tffl- 
thernatischc  Annalcn.  il  subsiste  les  équations  de  condition  de  la  sUbstitutioi 
orthogonale  entre  neuf  certains  quotients  qui  sont  formés  par  le>  fonclif*? 
0  paires  de  dcu\  ar^unienis  et  par  leurs  valeurs  zéros  respectives.  Ce  résultai 
reniar(|uable  ijui  permet  île  iirouper  Un  grand  nombre  de  relations  des  9  duw 
manière  claire  et  de  les  ramener  à  des  formulo  connues,  peut  élre  ëtcndo 
a  l'enseruble  des  sei/e  fonctions  0  :  un  certain  arrangement  de  seize  pr«>- 
doits  des  fonclions  0  deux  à  deux  f<iurnit  l<*s  coefficients  d'une  substilutiiw 
hne.iire  qui  réduit  la  scunme  des  carrée  des  quatre  nouvelles  variables  iu 
prtMiuil  d'une  eon>lanle  el  de  la  somme  des  carrés  des  quatre  variable?  pn- 
riiiti>es.  Le  deuxième  paragraphe  montre  comment  la  relation  de  Goepel  el  >J 


J 


ItlCVUK  |H.:s  IMillI.H.AlinNS. 
r>H|uatl<m  lif  In  «irCurr  ilo  hiimincr.  iIvi'odIi 
JïirmR   {laragrnplir'   lUinnr   un   »pi'i)n<l   tlxturf^i 
rti  SfH-ilïiil,  le«  ijsl'^mi-»  i\e  rnrmitlp*  qui  (uni 
Tm  rMhtrchpi  lie  M.  Bnirnlinin  lian»  ((in  Mémoèr'  rniiror.m 


aitser  (li.).   —    Sur    l'inlrodmlioi 

Gett?  Notr  donni^  un  abré^#  histuiiqur  At 
e««:  «Ile  insislc  suvloiil  ïurl»s  méril»  da 
léconnus.  En  parik'ulicr  un«  Lrttru  d«  Gau 
ipoodancr  enlre  Gnuss  et  RmïpI.  puhli^p  t 
évidcmmcnl  que  di'ja   A  cpHc  i-poqu 


1-   «■.:llo  propo- 
iiint  tic  départ 

complexes. 


'ie  des  ini^EruI»  pris«  »i 


l'introduclion  Ats  nombirs  rum- 
jiuM  qu'on  a  piirfois  n*glig*s  nu 
i  A  B«sfI  («nprunti^c  A  lu  Cor- 
1880),  AMtr  du  18  décembre  iSi  1. 


:n,„.|,,-  1, 


97e>{,(.|.  —  Sur  les  liiiigentds  double!- 
quatrième  nrdie.  (()3-i  t5,  Hnglj. 

Le  prnbli^nic  ûr*  laiigcalns  doublra  d'une  rtjuilu'  |<l I     nii'  1  r  im-  >irdre  si 

onvé  une  iolulïnn  Irr-ï  dlègante  par  fticmann  d^ii-  I     '■'  / lieoriit 

V  Abeltchen  Functionen  /lir  dm  Fait  ji  =  3.  (  1.'  •  w  .  [i,  ^SH- 

J9),  M.  C»ïle_v  sVsiftudiéà  pcrrrcliunner  l'IiMiNiii 1     1,  -  i.. !,  .  il<-  celle 

Itltioo.  Aprû  avoir  upéré  (|uelc|ue4  changemriils  de  Ij  i>i>iiiiiiin.  il  i*-numére 
■  aH  4qutil]ons  drs  lancent»  duubicï  pl  en  vérilie  la  (orme  |>ar  un  proeédt^ 
Irement  algébrique  et  indépendant  de  la  Ihéorie  des  funrlion»  d.  CPtlF  vole, 
MiquG  un  peu  longue  par  U  nitlure  des  calculs  &  elTecluer,  est  bien  remarquable 
mr  le  CBTBclérc  (ïli^menlaire  de  les  opérations.  Un  nupplènxnt  du  Mémnirr 
MCupe  de  la  condition  nécessaire  et'sufnsante,  dans  la  noUtion  de  M.  Cayle), 
tm  qu'il  eii>te  un  painl  double,  en  particulier  un  point  double  qui  est  un 
iftade,  e'est-a-dii'p  un  |ioinl  d'inflrnion  'ur  rhacnnp  dps^  dein  bran.Mie* 
lUrhe  qui  s'y  cnupeiii. 


ibriner  (//-)■  —  S'""  ^*'*'  suriaces  i|ii 
sphériqueâ  de  courbiue,  (1  i()-i{h).    , 

Sans  ronnaftre  Ifs  II'mvhiiil  iIc  -M.   I^nneper  q 
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3Û-ci-desM>us>.  M.  Dobrii 
équations  diiïércnlirlles  du  problème  cl  â  établir  les  équations  de  ces  sur- 
es avec  le  nnmbre  nécessaire  rie  constantes  arbitraires.  Quand  on  connaît 
I  aorfaces  dont  les  lignes  dceourburc  sont  planes,  la  transformation  au  mojen 
»  rayons  vecteurs  réciproques  faurnit  un  mojca  pour  en  faire  naître  d'autres 
Bl  les  lignes  de  coorhures  sont  sphérïqite».  Pour  mrttr 
IlinnatioD  dans  une  plus  );r3Dde  étendue,  on  se  sert  de  1: 
le  lur/arei  pnrallélrs  donner  par  M.  Knneprr.  Si  deui 
>int«  eorrespondanlii  leurs  normales  et  leurs  lijEncs  di 
M  ttre  cnrore  équidislantes,  M.  Enneper  continue  k  li 
p  Dobrioer  les  désigne  comme  lar/acen  homolhelîqat: 
HMice  ce  théorème  relatif  au  problème  en  question  : 
<■  Tonte  snrfarr  avec  un  système  de  lÎKnes  sphériques  de  courbure  est  homo- 
ifcétiqne  avec  un  nombre  inllni  d'autres  surfaces  doul  le  système  rorrespnndant 
aull.  Hn  Scritrf.  „uil/i--m..  C  série,  t.  I\.  (Octobre  .88:,.)  «.|.i 
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lie  li;»!!!"*  (\c  rnurlmrc  r^t  ('galrinenl  siuu*  sur  dos  sph<*res;  et  parmi  elles  il  y 
a  aussi  dos  surfaros  où  les  sphôres  oscuianlcs  passent  toules  par  un  même 
point.  *' 

Toutes  1rs  surfaces  homothétiques  forment  un  groupe.  Les  équations  des 
surfaces  appartenant  à  un  groupe  sont  liées  par  des  relations  simples  en  verti 
desquelles  il  est  aisé  de  déduire  des  équations  de  l'une  des  surfaces  celles  des 
autres.  Kn  transformant  donc  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont 
planes,  on  parvient  k  des  représentants  qui  peuvent  servir  à  faire  découvrir  les 
autres  surfaces  du  groupe.  Quoique  le  problème  puisse  trouver  sa  résolution 
complète  par  celte  voie,  M.  Dobriner  donne  la  préférence  à  un  chemin  qui  part 
des  équations  différentielles  à  intégrer. 

I.  Établissement  des  équations  différentielles.  II.  Le  cas  général.  III.  Cas 
particulier>.  —  C>u\ rages  cités  par  l'auteur  : 

OssiA^  BoNXET.        Mémoire  sur  lex  sur/aces  fiant  ies  iignes  de  courbure  «w/ 

planes  ou  spfieriques.  (Journ.  de  i'Éc.  *Polyl.,   t.   W,  Cah.   XXXV,  i853. 

p.  I  i7-3oti). 
0»si\s  RoMMET.  —    Mémoire  sur  la  théorie  de»  sur/ares  applicables  sur  om 

sur/ace  donnée.  (Journ.  de  l'^c.  Polvl.,  t.  XXV,  Cah.  XLII.  1867,  p.  3î-35). 
SriiET.    -  Mémoire  sur  les  sur/aces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  tout 

planes  ou  sphériques.  {Liouv.  Journ..  t.  XVIIÏ.  iR53  ). 
Dixi.  —  Suite  superficie  che  hanno  un  sistema  di  linee  di  cunratura  s/ericke. 

(Mem.  d.  Sc^ciefà  ital.  d,  Scienze.  Firente,  1^*69-76  \ 
Kxxcrr.i.  —  Vntersuchunsen  iiber  die  Flâchen  mit  planen  fhder  sphàriseka 

krummunsslinien  «  Ahkandl.  d.  k'onigl.  Ges.  d.   Wixsensch.  zu  Gottingen. 

t.  Wni.  i^^-'i». 
C.oik\x/i.  —  Suite  coordinate  rurxrilinee  d'unn  superficie  e  dello  spazio  {À»- 

nati  di  Matem..   »•  *»*rie.  l.  Il  ». 

f^rni::'  <  7fun*is  •     —  Noie   sur  les  5nrface>  parallèles.    «  ith.-iy. 

Suite  de*  rrrh«»r\-he*  publier*  au  tome  XCÏIÏ  sur  la  surface  parallèle  à  l'ellip- 
vokIo  A»'«.*.V.';n.  I\  .  p  4**  .  \prr<  a%i»ir  Cf.rrigé  deux  erreur?  qui  sVtaiffll 
jih^*tT»s  duH''  '.<•  tra\^ii  intérieur.  M.  Craie  développa  quelque>  résultats  ^«è- 
iuu\  pour  dr''  ^■;rl"^«"C'*  isir^Ii'-l'*>  quelc«»Dques.  Soient 

,j  X-     -  l''}  *   -  r-  z-  -     .•  l  ah*' 

«vvfU^i.v:-.  .:  uu  (.  .;^.-  ^c .  .i!ù  k  ciruiral  de  laine  «le  rellipsoîde.  c/S  IVIeffleat 
torrv'^i"  ci«n:  .:-  .  *,rr  Je  '.<  >uif<-*e  (x«r«l!rte.  H  la  ^"knime  de>  courbarcs  jHifl- 
Ki^vm.c^xK    '  t"    .;>-;.î^     :*r.^    un    f-v-.n;     ;i:e!«*t»nque,  k     la    mourr  de  courborf 
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<::r'à-*'  r^iraJl^le  a   une  ^urta^e  qo^ 


^  ^-i    — X  f  .•      —     '.:'"-  àr:.'   ;-.  -^  ir-a**^  a  la  6d  du  Mémoire  :  -  Pa»* 
iw-  *  M.v     -r  j  • .   •   •    -       .     V  »    •.  :  -r  r^ss^n:  ,-Tïf  M.  '=^.  Roberts  avait  afliftf 
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alors  connaissance  d'un  de  ses  Mémoires  qu'il  a  eu  récemmenl  la  bonté  de 
m'eovoyer  et  où  il  s'occupe  des  surfaces  parallèles.  Le  travail  de  M.  S.  Koberts 
est  contenu  dans  les  Proceedings  0/ 1 lie  London  Matfiematical  Society ^  année 
187-i  {Bulletin,  1'*  série,  t.  VII,  p.  ij),  et  contient  un  compte  beaucoup  plus 
complet  des  propriétés  projectives  de  la  surface  que  je  ne  l'ai  donné.  Un  autre 
Mémoire  de  M.  Roberts,  contenu  dans  le  vol.  IV  des  mêmes  Proceedings  {Bul- 
letin, ibid.f  p.  i7)  contient  un  nombre  de  théorèmes  concernant  des  surfaces  pa- 
rallèles, lesquels  j'avais  déjà  obtenus  avant  d'avoir  attentivement  lu  ce  Mémoire 
et  que  j'avais  eu  l'intention  d'incorporer  à  cette  présente  Note.  Puisque  cela 
n'est  plus  nécessaire,  je  me  contente  de  m'en  rapporter  à  ce  Mémoire  et  d'en 
extraire  seulement  une  propriété  ou  deux  que  j'avais  trouvées  indépendamment: 
Un  ombilic  de  la  surface  primiti\e  correspond  à  deux  ombilics  de  la  surface 
parallèle.  A  une  ligne  plane  de  courbure  correspond  une  ligne  plane  de  cour- 
bure; la  différentielle  qui  détermine  les  directions  où  une  normale  est  coupée 
par  les  normales  successives  est  la  même  pour  les  deux  systèmes,  etc.  » 

Hunyady  {Eugeti),  —   Sur  quelques  équalioiis  entre  des  délcr- 
niinaiils.  (i"  1-178  ). 

La  Note  s'attache  à  (|uelques  Mémoires  de  Hesse  et  de  C.ayley  : 

Caylet.  —    Further   investigations  on    t/ie   double  Ss-functions    (Journ.  fur 

Math,,  l.  LWXIII). 
Cayley.  —  Note  on  a  theoreni  in  déterminants  {Quarterly  Journ.  0/  Math.^ 

vol.  \V). 
Hksse.  —  Zur  Involution  {Journ.  fiir  Math. y  t.  LMII). 
Hesse.  —  Ein  L'ebertragungsprincip  {ibid.,  t.  LWI  ). 
Hesse.  —  Vorlesungen  tiber  die  analytische  Géométrie  des  Baumes. 

Holzniuller.  —  Note  sur  la  réflexion  isotherme.  (ijij-iSo). 

La  réflexion  isotherme  contre  la  lemniscate  ordinaire  transforme  le  faisceau 
de  cercles  pas!!>ant  par  ses  foyers  et  le  faisceau  orthogonal  de  celui-ci  en  sys- 
tèmes orthogonaux  de  sections  coniques  confocales  qui  ont  les  mêmes  foyers. 

IVeingarten  («/.).  —   Sur  les  propriétés  de  l'élément  linéaire  des 
surfaces  à  mesure  constante  de  courbure.  (181-202). 

«  Des  recherches  récentes  de  géomètres  éminents  et  ressortant  aussi  bien  à  la 
Géométrie  qu'à  la  théorie  des  fonctions  font  entrevoir  un  lien  commun  qui 
subsiste  entre  la  théorie  de  la  substitution  linéaire  et  fractionnaire  d'une 
quantité  indéfmiment  variable  el  d'une  part  la  théorie  des  équations  difTéren- 
tielles  linéaires  de  second  ordre,  d'autre  part  la  Géométrie  des  figures  formées 
par  les  plus  courtes  lignes  dune  surface  à  mesure  constante  de  courbure.  La 
première  de  ces  indications  se  trouve  dans  Hiemann,  section  14  du  Mémoire 
sur  la  surface  à  aire  minima  de  limites  données,  et  elle  s'attache  à  l'observation 
que  la  question  de  la  représentation  conforme  d'une  telle  surface  sur  un  plan 
est  identique  avec  celle  de  la  représentation  conforme  d'une  sphère  sur  un 
plan.  Des  indications  ultérieures  peuvent  se  tirer  de  quelques  tours  géomé- 
triques qu'on  rencontre  dans  des  Mémoires  de  MM.  Klein  et  Poincaré  sur  In 
théorie  des  fonctions.   Knlin   il  est  aisé  de   voir  que   des  substitutions  linéaires 
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et  fraolioiinaires  achèveut  la  Iransforiiiatioii  en  soi-inétiic  d'une  furme  doonef 
<le  rélémcnt  linéaire  d'une  surface  à  mesure  constante  de  courbure,  transforma- 
tion qui  n'a  lieu  que  pour  ces  surfaces  de  bien  des  manières  dont  le  nombre csi 
triplement  infini. 

Dans  l'état  où  en  est  la  question,  on  est  amené  à  se  douter  d'une  certaine 
affinité  entre  le  problème  de  développer  les  lignes  géodésiques  d'une  surface  à 
cimrbure  constante  en  parlant  d'une  forme  donnée  de  son  élément  linéaire,  et 
la  tbéorie  des  équations  différentielles  linéaires  de  second  ordre.  Cette  pré- 
somption se  trr»uvcra  confirmée  par  les  développements  qui  vont  suivre.  » 

U  orpitzkv  (.A).    —   Études  sur   les    nombres   de    Beriioulli  el 

M.  Worpitzky  donne  dans  une  introduction  sommaire  l'historique  et  la  litté- 
rature principale  de  la  question,  puis  il  développe,  d'après  des  méthodes  qoi 
lui  appartiennent  pour  la  plus  grande  part,  les  résultats  séparés  des  antenrs 
qui  ont  recherché  les  pn)priélés  de  ces  nombres,  et  il  montre  les  sources  d'oo 
découlent  ces  propriétés  soit  connues,  soit  nouvelles.  Citons  seulement  ceUf 
proposition  où  B^  désigne  le  /•'*"*  nombre  de  Bernoulli  :  «  Le  nombre 

ru 

vv=  2(j»''— nB,=  — '-^ 

est  entier,  impair  et  divisible  par  tout  diviseur  impair  de  r.  Le  nombre  u^  est 
divisible  par  la  (ar  —  3  —  n  )'*■*•  puissance  de  2,  mais  non  par  une  plus  grande, 
si  i**  est  la  plus  haute  puissance  de  1  qui  divise  r.  » 

Stu(h\  —  Démonstrations  élémentaires  de  quelques  propositioDS 
géométriques.  (v«33-236  ). 

l-  Toulo  les  sphères  circonsorili'»»  aux  tétraèdres  polaires  d'un  svslèmf  [hi- 
laire  dans  lespacc  mit  le  centre  du  s\stème  polaire  |>our  point  chordal  com- 
mun. 2.  Los  cirronlèrences  décrites  sur  les  diagonales  d'un  quadrilatère compld 
comme  diamètres  ont  une  commune  corde;  généralisation  de  ce  théorème  pour 
l'espace. 

HitlzinuUei'.  —  Noie  sur  la  représentation  conforme  de  la  cvclide 
sur  le  rt^clauirie  el  sur  le  plan  inlini.  (  V.3--238). 

Holzniûller.  —   Sur  certaines   surfaces    transcendantes  qui  com- 
prennent la  «Nclide  comme  cas  >|>écial.  (  •23c)-24o  1. 

La  Note  tlonnc  quelque^  irait-i  caraclcristiques  des  surfaces  que  M.  Holz- 
mùller  a  étudiée^  dans  la  Zfitxchrift  ftir  Math.  u.  PhysiA.  de  .\f.  Schlômilck. 
annce  is-|  ^t.  \\  I  1.  I.'c\[>lic,itinn  •*<'  fait  au  mo\en  d'une  fi;:ure  rontenup  dâiJ> 
rOu^rd:;»':  IIul/miiiir.  Kinf'iihruni;  in  die  Théorie  der  isosonalen  Venvandt- 
schaf't.   Lcip/u.    1  riiliii»  r.   r'^'^». 

Thonmr  (./.•.  —  Sur  les  inlég^rales  «l»*  seconile  espèce.  ii^\-2^0' 

Siiil.-    «ic-«  I  c«luT.'h«'^  •iii    t'HiM      \lllll    .HiiUctiit,  I\  .   p,    ji  •.     \Niiiit  aiin-»!»' 
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i'intenlion  de  siiiiplifiei*  encore  la  représeiilatiun  de  la  fonction 

par  des  intégrales  de  seconde  espèce  pour  le  cas  />  =  3,  M.  Thomaî  développe 
actuellement  cette  simplification   tout  en  retenant   la  notation   du   travail  cité. 
L'introduction  sert  de  plus  à  corriger  quelques  inexactitudes  de  la  publication 
précédente. 
§  6.  Les  fonctions  /  et  «p  "'^.  §  7.  La  fonction  y/<j/.  §^8.  La  fonction  entière 

tl(ff,  ,)     -  Cf  (a,  ,,  a,  ,)  —  jr,(ï,  «s) -^ • 

§  9.  Résultat.  §  10.  Quotients  différentiels  partiels  des  fonctions  Sr. 

Rausenberger {Otto).  —  Contributions  ù  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  II.  ('Jio  1-267). 

Le  premier  Mémoire  se  trouve  au  tome  XCIII  {Bulletin,  IX^,  p.  49)- 
Les  équations  abéliennes  dont  les  racines  se  déduisent  d'une  seule  d'entre 
elles  par  les  réitérations  d'une  substitution  linéaire  ou  bien  de  deux  linéaires 
et  permutables  étant  algébriquement  résolubles,  on  a  lieu  de  se  douter  que 
des  fonctions  transcendantes,  qui,  en  subissant  les  mêmes  substitutions,  restent 
invariables,  seront  algébriquement  inversibles.  Ces  inversions  pourront  en  gé- 
néral être  représentées  par  un  nombre  infini  de   radicaux  ayant  en  partie  des 

iH )    pour  w  —  X    on  tire 

Des  difficultés  d'un  ordre  beaucoup  plus  élevé  s'opposent  à  l'application  de  cette 
méthode  pour  les  fonctions  périodiques  par  multiplication,  respectivement  ellipti- 
ques. Les  résultats  auxquels  M.  Rauscnbergcr  est  parvenu  après  des  tentatives 
variées  ne  sont  pas  très  satisfaisants,  parce  que  la  méthode  même  qui  est 
l'imitation  exacte  de  la  résolution  des  é(|uations  abéliennes  ne  pouvait  pas  être 
poussée  jusqu'au  bout  à  l'aide  de  moyens  tout  élémentaires. 

Kronecker  (A.).  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (ïGH-'iôg). 

Coyley  (^1.).  —  Sur  la  surface  de  quatrième  ordre  avec  seize 
points  nodaux.  (2-0-272). 

Soient  x^  y%  Zy  iv  les  coordonnées  homogènes;  ;,  t„  \  des  fonctions  linéaires 
de  celles-ci  choisies  de  sorte  qu'on  ait  identiquement 

j;  _4_  V  -4-  3  -h  ;  -f-  T,  -f-  !;  -  -  (>,    a  a?  -h  by  -\- c  z  -\-  f\ -r-  g\ -r-  h'\  —  o, 
où 

<i/~  ^s  -  ^^  ■-  '• 

Mors  l'équation  de  la  surface  sera 

\x\    r^  V>'T, -u  y  2;  ^  o, 
et  aura  ses  scizr  plans  tangents  représentés  par  «les  équations  fa<ile>  à  former. 


o^oi  SECONDE   PARTIE. 

/)u  Hois-lievmond  [P?\,  —  Sur  rinU'^ralc  double.  (vî^S-ic^o». 

Pans  son  Exstii  historique  sur  la  représentation  d'une  fonction  arbitraire 
d'une  seule  variable  par  une  série  trigonométrique  (voir  Bulletin.  IV,,  p.  ^J 
el  ^<3)  M.  Arnold  Sarhse  a  fait  quelques  remarques  sur  la  notion  d'intésrale 
double  telle  qu'elle  a  été  établie  par  M.  I*.  du  Bois-Heym<»nd  Celte  criliqucrst 
devenue  l'origine  d'une  controverse  assez  vive  et  parfois  personnelle.  Le  travail 
actuel  prend  le  chemin  le  plus  sur  pour  terminer  une  querelle,  c  dui  de  dévf- 
lopper  avec  clarté  les  idées  du  disputant.  Voici  comment  l'auteur  s'exprime  à  la 
lin  : 

«  Lorsque  je  commençai  à  m'occuper  de  la  théorie  d<*s  intégrales  doubles 
au\(|uelles  appartient  celle  de  la  formule  de  Fourier,  je  clirrchai  à  me  tirrr 
d'embarras  à  l'aide  des  intégrales  sin^s^uliéres  de  Cauchy.  <>  qui  fait  quoa  oe 
peut  achever  grand'chose  par  elles,  c'est  la  diversité  des  osciMati<»QS  qui  soot 
possibles  quand  on  s'approche  des  points  de  discontinuités,  et  qu'il  faut  poor- 
lant  prendre  en  considération  dans  des  recherches  plus  générales.  J'ai  mcMiilié 
alors  l'analyse  de  Cauchy  de  façon  à  donner  d'autres  limites  à  ses  intéj^nle» 
singulières.  Quoitjuc  je  ne  sois  ainsi  parvenu  à  aucune  explication  pérrmp- 
toirc  de  la  nature  de  ces  intégrales  doubles,  mon  attention  fut  pourtant  appelée, 
par  celte  généralisation  de  la  méthode  de  (Cauchy,  à  la  cause  évidente  en  Géo- 
métrie des  particularités  analytiques  <|uetquefois  très  énigmatiques  que  moDtmi 
certaines  intégrales  doubles.  Quehjues  résultats  de  cette  recherche  ont  été  com- 
muniqués dans  le  Chapitre  IV  de  mon  Mémoire  :  Sur  les  propriétés  générales 
de  la  classe  d'intégrales  doubles,  etc.,  t.  LXIX.  p.  99.  L'embrouillement  àe  cei 
problèmes  fut  écarté  par  l'idée,  apparemment  facile  à  concevoir,  d'appliquer 
aux  intégrales  doubles  la  seconde  définition  de  Cauchy  pour  l'intégrale  simple 
qui  a  ou  des  limites  infinies  ou  un  intégrande  devenant  iotinî.  chemin  qui  avait 
été  prescrit  en  toute  netteté  par  Dirichlet.  » 

Koiiigsberger  [/.eo),  —  Propriétés  des  intégrales  algébrico-lojj'a- 
rithmiques  d'équations  difrérentiellcs  linéaires  non  homogènes. 

(  2()l-3  I  I  ). 

On  lrou\e  dans  le  Méni«»ire  plusieurs  ihéorèmes  sur  les  propriél»"S  de  reqad- 
tion  ilifférenlielle  linéaire  qui  possède  des  inlégralo  algébriques  ou  lo<:aritlj- 
miques. 

Jieye  (77/.).  —  Sur  les  transformations  de  degré   ti  des  coordon- 
nées. (3i  9.-3 18). 

Soient  .r,.  .r^.  x,,  .r,  les  coordonnéo  homogènes  d'un  point  \  dans  l'espaco  H,. 
V,.  ^'j,  >',,  )',  celles  d'un  point  V  dans  l'espace  1{^,  5,,  ç^.  9.,  ^  quatre  formr» 
quaternaires  de  degré-  n  rl«*s  roonl(»nnèes  )-^,  p  un  facteur  de  pnqiortioDnalilf. 
Les  formules  «le  Iransforrnalion  seront 


^1"  '^  e      Ê'  »"'  et*  ••  #■      "wr* 


Le  Mémoire  (I«'«\elop|>e  les  tln''(»rènies  fondanientaiix  sur  la  corre>poinlwn«f  il"* 
figures  dan«  le*  deux  espaces.  Par  exemple  :  iJes  élément*  h«inio|«>;ije'i  inl-ni- 
mcnl  [)elils   despare    ou    d'aire  (  r'esl-à-dire    dont    loule<    le<  dinieii^i'»»"  ^t.' 
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iufinimeot  petites)  des  deux  espaces  W^  et  K^.  sont  collinéaires;  il  faut  cependant 
excepter  ces  éli^ments  de  I{^  qui  contiennent  «les  points  associés  à  eux-mêmes. 
Tout  point  Y'  de  R^.  associé  à  lui-même  est  un  point  double  d'une  sutface  du 
réseau  des  F",  et  inversement.  A  cette  surface  du  réseau  il  correspond  dans  R^ 
un  plan  t  qui  est  touché  dans  le  point  correspondant  \'  par  toutes  les  surfaces 
dont  les  homologues  passent  par  Y'. 

Stahl  [Wilhelm  ),  —  Sur  la  théorie  des  polaires  des  cofnplexes 
de  second  degré.  (3 19-3^8). 

Rapportée  à  un  complexe  de  second  degré,  toute  droite  /  de  l'espace  corres- 
pond à  une  polaire  /',  lieu  des  pôles  de  la  droite  /  par  rapport  aux  courbes  du 
complexe  situées  dans  les  plans  du  faisceau  /  et  en  même  temps  section  de 
tous  les  plans  polaires  de  /  par  rapport  aux  cônes  du  complexe  dont  les  centres 
se  trouvent  sur  /.  Mais  en  général  /  n'est  pas  inversement  la  polaire  de  /';  il 
existe  cependant  une  certaine  réciprocité,  ('/est  que  /  est  toujours  la  polaire  de 
/'  par  rapport  à  un  second  cf)mple\c  qui  a  la  surface  des  singularités  commune 
avec  le  premier.  Cette  proposition  se  trouve  démontrée  dans  le  Mémoire  de 
M.  Stahl  par  la  voie  synthétique.  I^e  procédé  analytique  fournirait  encore  la 
signification  entière  du  théorème  quand  on  considère  toutes  les  droites  qui  ont 
la  même  polaire  pour  un  complexe.  Les  relations  entre  ces  complexes  gagnent 
de  la  perspicuité  dans  le  complexe  tétraédral  pour  lequel  M.  Stahl  communique 
quelques  constructions  et  théorèmes  à  la  fin  du  Mémoire. 

Enneper  (A.),  — .Sur  les  surfaces  avec  un  système  de  lignes  sphé- 
riques  de  courbure.  (Sag-S/Ji). 

En  rédigeant  son  travail  sur  ces  surfaces,  M.  Dobriner  {voir  plus  haut)  n'avait 
pas  connu  la  littérature  complète  sur  ce  sujet,  en  particulier  deux  Mémoires 
de  M.  Enneper  qui  portent  le  litre  :  Untersuchungen  iiber  die  Flàchen  mit 
planen  und  mit  sphârùtchen  KriimmungsUnierif  von  Alfred  Enneper.  Le  pre- 
mier se  trouve  dans  le  tome  WIII  des  Abhandiungen  der  K.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  zu  Gottingen,  iH-S,  l'autre  avec  l'addition,  second  Mémoire,  a  été 
inséré  au  tf)me  WVI,  1S80,  de  la  même  collection.  Le  second  Mémoire  discute 
(  p.  ()2-io3)  les  cas  différents  que  peuvent  présenter  les  surfaces  avec  un  seul  sys- 
tème de  lignes  sphériques  «le  courbure.  Pour  plus  d'évidence  M.  Enneper  repro- 
duit les  résultats  principaux  de  ce  second  Mémoire  sans  les  déduire  de  nouveau, 
et  fait  réimprimer  l'introduction  du  n"  12  parce  qu'elle  donne  un  abrégé  litté- 
raire des  travaux  fondamentaux  sur  les  surfaces  avec  des  lignes  sphériques  de 
courbure.  Outre  les  travaux  cités  par  M.  Dobriner,  M.  Enneper  nomme  encore: 

Seiret.  —  Comptes  rendus,  t.  \LU,  p.   109-110  et  U)0-i9'|,  i8')G. 

Bo:«!«ET.  —  Note  sur  l'intégration  d'une  certaine  classe  d'équations  différen- 
tielles simultanées  {Comptes  rendtis,  t.  LUI,  p.  971-97^,  1861). 

E7(?(P.PER.  —  JVachrichten  von  der  Konigl.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Gottingen, 
1872. 

Holzmûller,   —   Sur   la  représentation  conforme   de  la    cyclide. 
(342-343). 

Kronecker  ( L.).  —  La  décomposition  des  quantités  entières  d'un 
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<i<)i]i;iin(*  naturel  de  ralionnalité  on  facteurs  irn'diiclibles.  (344" 
3i8). 

Au  §  i  do  «es  Traits  fondamentaux  d'une  théorie  arithmétique  des  quan- 
tités algébriques  {/iultetin,  VIII,,  p.  18:»)  M.  Kronerker  a  effleuré  la  démon- 
stration indiirtivo  pour  la  possibilité  et  la  délermioation  entière  de  la  décom- 
position des  ({uantités  entières  d'un  domaine  naturel  de  rationnalité  en  facteors 
irrédiielihles.  Artuellemenl  îl  achève  de  donner  la  démonstration  complètf 
d'après  une  mètlwMle  qui!  a  déjà  utilisée  depuis  le  cours  du  semestre  dliifer 
iKf)i-().i  à  ri  niversité  de  Rerlin. 

nt/nn'e  (C).   —    Déduclion   aljçébriqiie  de  la   multiplication  de 
c<»sam//.  (34()-3.m). 

Olte  déduction  repose  en  partie  sur  la  Note  pnWdcnte  <lc  M.  Kronecker. 

K.  Lampf. 
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In-8'  (  »  ). 

Tome  III.  1878-1879  (public  en  1879). 
(\irhonnelle  (D,  —  Deux  théorèmes  de  Dynamique.  (A,  53-55). 

Si.  dans  les  équations  d'un  problème  de  Dynamique  où  les  forces  ne  s<^nt  pa* 
fonctions  du  lonips.  ou  clianpe,  soit  le  sifjne  des  vitesses  initiales,  soit  celui  du 
leuip»»  ron-iitlèrè  cttinuie  xariable  indépendante,  on  obtient  le  même  n*sullat.  b' 
uioiimmimmU  défini  jmf  b*s  équations  ainsi  ti*ansformées  est  le  /•fi'cr// de  celui  qni 
était  d«lini  par  les  équaiion^  [»riuiitives.  Cela  pos***  :  i*  si  dans  le  inouvemenl 
il'un  ^iVstèuïe  il  \  a  un  moment  où  toutes  les  vitesses  sont  nulles,  cet  instaol 
dixisc  le  mouxement  eu  dru\  parties  parfaitement  symétriques  dont  l'une  e^i 
exaclomeut  la  réxertie  de  l'autre:  >•  «►'il  va  <leu\  instants  où  toutes  les  vitesse* 
st>nt  nulles.  \c  mou\ement  e<t  périodique  et  la  période  complète  se  compose  df 
tleu\  parties  partailemenl  symétriques  <lout  lune  est  la  réverlie  de  l'autre. 

(tiii>rrt  (  /V/.V    —   Keclierches  sur  les  mouvements  relatifs.  (A. 
jS-^î j  :  -o---  ;  81-00  i. 

4  4    4  .* 

L'auteur  met  les  équations  du  mouvement  relatif  sous  des  forme*  telles  qof 
les  divers<^<  quantités  qui  \  entrent  ont  une  interprétation  géométrique  siropir. 
Cela  lui  jH^rmel  de  traiter  plus  complètement  que  ses  devanciers  les  que§liofl* 
relatixes   au    mouxement    vl'un    sxstfine    matériel    pesant   S  à   la   surface  dW 


t  '      Voir  le  Bulletin,  >"  série,  t.  IV,    .»•  I*artie.   p.  ><« -'^.  C^.haque  volu?ne  a  dro* 
(»a^ination«  que  nou<  di*.lin£uon*  par  les  leHre*-   \.  B 
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planèlc  animée  d'une  vitesse  de  rotation  quelconque  &>  autour  de  son  axe.  Si 
Torigine  se  confond  avec  le  centre  de  gravite,  il  obtient  le  théorème  suivant  : 
«  On  peut  appliquer  rigoureusement  les  équations  de  Lagrange  au  mouvement 
apparent  d'un  système  pesant  S  dont  le  centre  de  gravité  est  fixe  sur  la  planète, 
comme  si  celle-ci  était  en  rcpos^  pourvu  que  Ton  ajoute  à  la  demi-force  vive 
apparente  T  du  système  S  la  projection,  sur  l'axe  de  rotation  de  la  planète,  de 
l'axe  du  moment  des  quantités  de  mouvement  de  S  multipliée  par  la  vitesse 
angulaire  w  de  cette  rotation.  »  Grâce  à  ce  théorème,  M.  Gilbert  ramène  aux 
intégrales  elliptiques  l'intégration  des  équations  du  mouvement  du  gyroscope 
complet,  sans  négliger  dans  les  calculs  le  carré  de  co,  comme  Lollner.  Si  Taxe 
du  tore  est  maintenu  dans  un  plan  fixe  ou  sur  un  cùne  fixe,  la  solution  rigou- 
reuse est  plus  simple  que  le  résultat  trouvé  par  Bour  et  Lottner.  En  particulier, 
si  Taxe  du  tore  est  maintenu  dans  un  plan  fixe,  son  mouvement  est  celui  d'un 
certain  pendule  dont  le  plan  tournerait  uniformément  autour  de  la  verticale. 
Esquisse  d'autres  applications. 

D'Abbadie  (A.).  —  Description  et  usage  de  Vaba,  (A,  78-80). 

Espèce  de  théodolite  très  pratique  destiné  aux  voyageurs  (jui   veulent  faire 
de  la  géodésie  expéditive. 

Ifemy  (L.).  —  Sur  la  nature  essentielle  des  éléments  chimiques. 

(A,  95-96). 

Sur  la  possibilité  de  l'existence  d'une  seule  matière  pondérable. 

Gilbert  (Ph.).  —   Les  instruments  arithmétiques  à  l'exposition 
universelle  de  18-8.  (A,  122-1 '24). 

Domec.    —  Gabriel    Garcia   Moreno    et   l'enseignement  dans  la 
République  de  TEquateur.  (A,  i36-i5o). 

La/ont.  —  Les  origines  et  l'établissement  de  l'observatoire  hélio- 
spectroscopique  de  Calcutta.  (A,  kkviSs). 

Puiseiix  (  V.),  —  Note  sur  les  polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits 
dans  un  cercle  et  circonscrits  dans  un  autre    (B,  1-12). 

Etude  par  une  méthode  élémentaire  des  fonctions  entières  rencontrées  par 
Jacobi  dans  son  Mémoire  sur  cette  question. 

De  Lapparent   {A,),   —   Note   sur   les    théories   relatives    a   la 
structure  cristalline.  (B,  ^3-8o). 

La  théorie  cristallograpliique  de  Bravais  ne  contient  pas  de  postulat,  contrai- 
rement à  ce  que  pense  Sohnke,  et  clic  expli<|ue  tous  les  phénomènes  cristallo- 
grdphiques. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  a*  série,  t.  IX.  (Novembre  i885.)  R.iG 
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Gilbert  (P.).  —   Sur  Tcxlcnsion  aux  mouvements  plans  relatifs 
de  la  méthode  des  normales  el   des  centres  de  courbure.  (B, 

8.-«j>.). 

Ghvsens  (E.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  55-5^). 

«  Etant  donnés,  pour  une  figure  F',  qui  se  meut  dans  le  plan  d*ane  figure  F, 
le  centre  instantané  C\  le  p<Me  d'inflexion  K',  la  TÎtesse  de  rotation  w';  les 
rlt'ments  analof;ues  C,  K',  w'  pour  F  qui  se  meut  dans  un  plan  P  en  enlraloaot 
F',  trouver  pour  le  mouvement  de  F,  dans  F.  les  cléments  C,  K,  w.  Applicatioas.  ■ 

Gilbert  {P.),  —  Sur  la  réduction  des  forces  centrifuges  composées 
dans  le  mouvement  relatif  d'un  corps  solide.  (B,  i4i-i56). 

L'auteur  résout  d'une  manière  simple  la  question  indiquée  en  adoptant  ponr 
l'accélération  centrifuge  composée  la  figuration  géométrique  proposée  dans  soo 
Cours  de  Mécnnique,  Il  retrouve  ainsi,  par  une  voie  toute  naturelle,  les  résultat* 
obtenus  antérieurement  par  M.  Uesal  et  par  M.  Quet,  et  un  grand  nombre  de 
nouveaux. 

Joubert.  —  P^ormation  delà  réduite  de  l'équation  du  multiplicateur 
dans  le  cas  de  la  transformation  du  septième  ordre.  (B,  157- 

180). 

Les  équations  modulaires  du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  àt^jt 
correspondant  a  la  transformation  du  cinquième,  du  septième  et  du  onzième 
ordre  donnent  lieu  ik  des  réduites  dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  comme 
Va  prouvé  M.  Ilcrinitc.  La  même  démonstration  s'applique  à  l'équation  du  mol- 
lipliratcur.  L'aulcur.  dans  le  travail  arlucl.  forme  l'équation  réduite  du  mulli- 
pliratcur^  du  seplicmc  degré  dans  le  cas  de  la  transformation  du  septième 
ordre. 

De  llef^non  (  7\).  —  De  la  réfraction  à  travers  les  lonlilles  sphc- 
ri(|iics  <'|>ai>ses.  (B,  i8i-2o()). 

M.  Herlin  a  montré,  dans  un  travail  inséré  dans  les  Annales  fie  Chimie  et 
de  P/irsif/uc,  vu  avril  187S,  comnicnt  on  peut  aborder,  par  une  méthode  simple, 
la  théorie  de  la  réfraclion  dans  les  lentilles  épaisses.  L'auteur  du  présent 
Mémoire,  introduisant  cette  étude  dans  l'Optique  élémentaire,  rattache  b 
({uestion  des  lentilles  épaisses  à  quchpics  théorèmes  connus.  Il  traite  >uccc55i- 
venicnl  le  cas  d'une  lentille  plongée  tout  entière  dans  un  même  milieu,  ou 
dans  deux  milieux  (li(Térent>.  le  point  luniineux  étant  situé  sur  l'axe  principal 
ou  en  deh(»rs. 

Iliihtn  de  la  Gou/nllière  {J.~\.).  —    De  la  similitude  on  iher- 
inoU>j;ie.  (  B,  st()7-2i'>). 

L>.»ii<    lélude  <k'>    phénomènes    de  conductibilité    de  la   chaleur,  qui  peo^cBt 
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être  dits  semblables,  il  y  a,  en  général,  sept  rapports  de  similitude,  liés  entre 
eux  par  deux  relations. 

Delsaux  (/.).  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  du  second  degré 
dans  la  théorie  de  l'électricité  statique.  (B,  2i3-22o). 

Gilbert  (P.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  80-81). 

Quand  on  charge  d'électricité,  un  corps  conducteur  isolé,  la  résultante  de 
toutes  les  actions  exercées  par  les  éléments  de  la  surface  sur  un  point  intérieur 
est  nulle,  quel  que  soit  ce  point.  De  plus,  si  le  corps  est  un  ellipsoïde,  les 
actions  élémentaires  de  la  surface  sur  un  point  situé  sur  la  droite  qui  joint 
deux  éléments  sont  égales  et  de  signe  contraire.  L'auteur  démontre  que  l'ellip- 
soïde jouit  seul  de  cette  dernière  propriété;  puis  il  prouve  que  la  pression  élec- 
trique est,  comme  l'admet  W.  Thomson,  pour  un  élément  de  la  surface  ellip- 
soïdale, la  moitié  seulement  de  la  valeur  admise  pour  la  plupart  des  physiciens 
et  môme,  qu'il  en  est  ainsi  pour  une  surface  quelconque. 

Sohnke  (L.).  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  de  Lapparent  :  Sur  les 
théories  relatives  à  la  structure  cristalline.  (B,  247-^-^4 )• 
Réplique  de  M.  Lapparent.  (B,  255-258). 

Mansion  (P-)-  —  Note  sur  quelques  principes  fondamentaux 
d'Analyse.  (B,  259-266). 

La  limile  d'une  fonction  de  deux  variables  F(a7,  y)  pour  x  =  x^^  y  =^'0  P^" 
être  différente,  suivant  que  x  ai  y  tendent  simultanément  vers  leurs  limites  ou 
non.  Il  résulte  de  là  que  la  régie  de  dérivation  des  fonctions  composées,  et  celle 
des  intégrales  définies  par  rapport  à  un  paramètre  variable  ne  peuvent  être 
établies  d'une  manière  générale;  puis,  qu'il  faut  quelque  précaution  pour  prouver 
que  le  reste,  dans  la  série  de  Taylor,  tend  vers  zéro,  quand  les  dérivées  sont 
toutes  continues. 

Tome  IV;  1879- 1880  (publié  en  1880). 

Gilbert  {P-)»  —  Rectification  aux  formules  sur  les  mouvements 
relatifs.  (A,  53-55). 

L'auteur,  dans  ses  Notes  sur  les  mouvements  relatifs,  a  désigné  une  même 
quantité  par  deux  lettres  distinctes,  ce  qui  a  compliqué  divers  résultats  (p.  76, 
61,  77,  86-88,87,  89,  du  t.  III  de  ses  Annales).  Il  donne  ici  les  formules  exactes. 

De  Ileen,  —  Détermination  des  dimensions  réelles  des  molécules. 
(A,  84-87). 

Historique  :  méthode  de  Ciausius  et  Clerk  Maxwell  fondée   sur  la   théorie 
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ciiirliqiic  (1rs  ^nz.  Mélhodc  cir  William  Thomson  fondée  sur  les  phénoniènf> 
<';lertri(|iies.  La  méthode  de  De  Hcen  est  fondée  sur  l'étude  des  phéoomcD«> 
capillaires  et  conduit  à  des  résultats  assez  concordants  avec  ceux  obtenus  par 
les  autres  méthodes. 

De  Locht  [L.),  —  Le  panuHcphonc.  (A,  i36-i38). 

Gilbert  (Ph.).  —  Note  sur  la  formule  d^addition  dans  les  fonctions 
cUîpliques.  (B,  S'^-ijo). 

Développement  de  l'idée  suivante  :  Le  théorème  de  Hermite  sur  la  décom- 
position en  fractions  semi-rationnelles  des  fonctions  doublement  périodiques 
méromorphes  donne  immédiatement 

îîif ^     ■    r : + ; 1. 

sn»5  —  sn"a       aD  sna  Lsn(<5 -h  a)        sn(^  —  a)J 
relation  d'où  il  est  facile  de  tirer  le  théorème  de  l'addition. 

De  Sati'erl.  —  Note  sur  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  d'une  surface.  (B,  91-96). 

Afansion  (/^.).   —  Sur  le  même  sujet.  (A,  oo-j-j). 

Valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  dont  l'é- 
quation est  sous  forme  implicite  o(  -s,  ^1  z)  =0. 

Mansion  (/^.).  —  Toute  équation  algébrique  a  une  racine.  (B,99- 

1x1). 

Démonstration  de  11.  Arj;and,  appelée  souvent  démonstration  de  Caiichj  et 
quehiuclois  de  Legcndro,  rendue  rigoureuse  par  Lipschitz  {Orundlagen  der 
Analysix,  I,  j^î^  Gi-liC).  L'auteur  a  simplifié  et  complété  l'exposé  de  Lipschili 
et,  en  partietilier,  l'a  dégagé  de  tuulc  considération  géométrique. 

Delsaux  (./.).  —  Sur  la  loi  de  force  de  M.  Clausius  entre  courants 
éli'incnlaires.  (B,   1  .^r)- i4o). 

L';nitenr  déduit  de  celle  loi  des  conséquences,  selon  lui,  vérifiahle^  par  l'eip^- 
rienre.  Une  expérience  ancienne  de  Hiot  et  Savart  semble  infirmer  la  loi  à( 
Clausius. 

Gilbert  (Ph.).  —  Note  sur  qucKjues  intégrales  définies.  (B,  iji- 
158). 

Intégrales  innombrables  déduites  de 

/       -     (/li  -    /      — ^ du  ~  1  Tre— ", 


i 
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par  l'application  de  méthodes  connues  et  d'artifices  spéciaux,  élégants  et  sus- 
ceptibles d'applications  multiples. 

Gilbert  {Ph.).  —  Sur  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  extré- 
mités des  aiguilles  d'une  montre.  (B,  139-142). 

Solution  de  la  question  au  moyen  des  principes  exposés  par  l'auteur  dans  une 
Note  antérieure  sur  les  mouvements  relatifs  {Ann,  Soc.  scient. <,  t.  III,  p.  81). 

F(rt/i  Tricht,  —  La  Météorologie  et  les  stations  météorologiques 
belges.  (B,  i()3-25(j). 

llésumc  des  principes  de  la  Météorologie  générale  et  données  relatives  à  la 
licl^iquc. 

Carnoy  (/.).  —  Propriétés  descriptives  nouvelles  des  coniques. 
(B,  260-9.72). 

Mansion  (P.)  et  Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A, 
(JO-()2,  (32-64). 

Théorème  fondamental  :  «  Étant  donnés  cinq  points  d'une  conique,  on  en 
prend  quatre  pour  les  sommets  d'un  quadrilatère  ot^y^  =  ^i  ^t  l'on  mène,  parle 
cinquième,  deux  droites  quelconques  e  =  o,  Ç  =  o.  La  droite  -r;  =  0,  qui  réunit 
les  points  (e?),  (ça)  et  lu  droite  6  =  0,  qui  réunit  les  points  (sS),  (^y)  forment 
avec  les  deux  cùtés  opposés  a  =  o,  y  —  o  du  premier  quadrilatère  un  second 
quadrilatère  aT.yB  =  o,  avec  les  deux  autres  côtés  ?  =  o,  6  =  o  du  premier  qua- 
drilatère, un  troisième  quadrilatère  pOSr,  =  0.  Les  deux  diagonales  de  ces  nou- 
veaux quadrilatères  se  coupent  en  quatre  points  dont  l'un  est  {t\)  et  qui  sont 
tous  situés  sur  la  conique.  » 

On  déduit  de  là  le  théorème  corrélatif  et  la  construction  d'une  conique 
donnée  par  cinq  points,  quatre  points  et  la  tangente  en  l'un  d'eux,  trois  points 
et  les  tangentes  en  deux  d'entre  eux,  et  les  problèmes  corrélatifs, 

Gilbert  {Ph.).  —  Sur  les  intégrales  des  équations  linéaires  au\ 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (B,  278-276). 

Mansion  (P-)-  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  SS-Sg). 

La  plupart  des  Traités  de  Calcul  intégral  contiennent  le  théorème  suivant  : 
•  Si  b'{Xj  y,  z)  —  o  est  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

\  —  -4-  Y  —  =  Z 
dx  dy         ' 

la  fonction  F  peut  se  mettre  sous  la  forme /(  1/,  v>)  —  o,  w  —  a,  v^  —  ^  étant  1rs 
intégrales  du  système  auxiliaire  dx  '.  \  —  dy  :  Y  =  rf-5  :  Z.  Ou  base  cette  dé- 
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Mansion  (P-)-  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  S^-o^). 

La  partie  essentielle  de  cet  important  Mémoire  a  paru  dans  les  Comptes 
rendus,  t.  XCI,  p.  54i-544»  6i3-6i6,  et  est  analysée  dans  le  Bulletin,  a*  série,  t.  IV, 
p.  a38.  L'erreur  de  Jacobi  et  de  ses  continuateurs  vient  de  ce  qu'ils  ont  con- 
fondu des  équations  avec  des  identités.  L'exposé  de  M.  Gilbert,  plus  simple  que 
celui  d'aucun  de  ses  devanciers,  est  en  même  temps  rigoureux. 

Mansion  (/^.).  —  Notes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 
(B,  17-33). 

Gilbert  {Ph.).  —  Rapport.  (A,  58-64). 

L'auteur  montre  que  la  méthode  de  Cauchy  permet  d'établir  rigoureusement 
la  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles;  puis  il  intègre,  dans 
tous  les  cas,  l'équation  des  surfaces  réglées,  au  moyen  d'équaticms  linéaires, 
sujet  traité  antérieurement  par  lui  dans  le  cas  principal  { Messenger  of  Afathe- 
maticSy  a*  série,  t.  VI,  p.  4^-48>  1876). 

D'Esclaibes.  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  relatif  aux 
courbes  du  second  genre.  (B,  34-35). 

Démonstration  simple  du  théorème  suivant  :  «  Les  coordonnées  des  points 
d'une  courbe  d'ordre  n  qui  a  \{n  —  \){n  —  a)  — j  points  doubles  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  et  de  la  racine  carrée  d'un 
polygone  du  sixième  degré  en  \. 

D* Abbadie  (A.),  —  Recherches  sur  la  verticale.  (B,  37-51). 

Preuves  expérimentales  des  variations  de  la  verticale  et  conjectures  sur  la 
cause  de  ce  mystérieux  phénomène. 

Belpaire  (  Th.),  —  Étude  sur  la  marche  des  crues  et  sur  rinflucnce 
des  travaux  de  rectification,  d'approfondissement  et  d'élar- 
gissement des  cours  d'eau.  (B,  52--6). 

Lagasse  (Ch.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  65-71). 

Dans  le  cas  du  mouvement  uniforme,  l'auteur  suppose  que  la  hauteur  de  l'eau 
est  une  fonction  entière  du  second  degré  du  débit  el  une  fonction  du  premier 
degré  du  temps.  Il  déduit  de  là  la  plupart  des  circonstances  que  présente  la 
marche  d'une  crue.  Il  fait  des  hypothèses  analogues  dans  le  cas  du  mouvement 
varié. 

Cousin  (L.).  —  Conditions  d'équilibre  du  wagon-grue  de  six 
tonnes.  (B,  77-82). 

D^Abbadie  {A.).  —  Les  desiderata  (\c  T  Vstronomie.  (B,  i'>.3-i3S). 
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Ed  Mécanique  célenle,  il  y  a  à  chercher  si  rialroduction  des  foaclîoas  clli^ 
liques  dans  les  calculs  ne  permeltrail  pas  de  mieux  savoir  l'influence  des  terao 
que  Ton  néglige  dans  les  développements  en  série  qu'on  ne  le  fait  maintenaU 
Dans  les  calculs  astronomiques,  il  y  a  lieu  d'introduire  la  division  dédoule 
qui  abrège  les  calculs  des  |,  comme  Ta  prouvé  l'expérience.  AIry  a  transforMé 
en  divisions  décimales  toutes  les  observations  de  la  Lune  faites  avant  lui  avaat 
de  les  réduire.  Les  premiers  calculs  d'une  observation  doivent  être  eflectnés  as 
plus  tôt  et  par  celui  qui  Ta  faite»  ^fin  de  découvrir  les  grosses  fautes  d'obser- 
vation et  de  pouvoir  vérilier  par  l'observation  des  conclusions  inattendues;  (iiote 
d'avoir  pris  cette  précaution,  Lemonnier  a  observé  Uranns,  et  Lalande,Neptaae, 
sans  s'en  douter.  Quand  on  donne  une  moyenne,  il  faut  en  même  temps  foire 
connaître  les  écarts  maxima  et  donner  l'erreur  probable,  bien  entendu,  si  le 
nombre  des  observations  permet  d'appliquer  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Enfin,  il  y  a  une  foule  d'observations  dont  les  grands  observatoires  ne  peuveat 
se  charger  et  que  Ton  peut  faire  sans  grands  frais. 

Dekaux  (/•).  —  Sur  quelques  propriétés  des  solénoïdes  soumis 
à  raclion  d'un  couraut  angulaire.  (B,  t84-3a8). 

Gilbert  (Ph.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  71-73). 

Au  point  de  vue  didactique,  ce  Mémoire  prouve  que  l'on  ne  parle  pas  toajoars 
f  lactement,  dans  les  Trailcs  les  plus  estimés,  du  point  d'application  des  forces 
développées  par  les  courants  sur  les  solénofdes  ou  les  aimants.  L'auteur  loi- 
méme  a  commis  une  faute  de  ce  genre  dans  un  précédent  Mémoire.  Il  repivad 
ici  toute  la  question  et  montre  que,  tant  qu'il  s'agit  de  courants  indéfinis,  l'action 
sur  un  solénoïde  est  la  même  que  l'on  parte  de  la  loi  d'Ampère  ou  de  celle  de 
Grassmann  et  Clausius.  Ce  n'est  que  pour  un  courant  limité  (non  fermé),  si 
l'on  pouvait  en  produire,  (|ii'ii  y  aurait  une  difTCTencc  dans  les  effets,  selon  qae 
l'une  ou  l'autre  de  ces  loi*»  serait  vraie. 

Mansion  (P-).  —  Sur  l'ëvaluatioii  approchée  des  aires  planes.  (B, 
231-290). 

Déjà  analysé  dans  le  Bul/eiin,  a*  série,  t,  VI,  2*  Partie,   p.  J93-fçp,  comme 
supplément  de  Mathesis,  t.  I. 

De  Salçcrt,  —  Mémoire  sur  [a  théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 
(B,  291-473). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  63-65). 

Voici,  d'après  une  Note  inédile  de  l'auteur,  une  analyse  de  ce  Mémoire. 

«  Frappé  des  difficultés  de  calcul  que  fait  naître  en  général  rapplicalioii  des 
formules  classiques  relatives  à  la  courbure  des  surfaces,  par  suite  <lu  rôle  ex- 
ceptionnel joué  par  la  variable  [tar  rapport  à  laquelle  on  suppose  à  l'avance 
résolue  l'équalion  de  la  surface,  l'auteur  s'est  proposé  de  reprendre  en  entier 
l'ensemble  de  cette  théorie,  en  traitant  constaniinenl  les  trois  variables  sur  If 
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même  piedf  de  façon,  d'une  ptirl,  à  obtenir  des  formules  applicables  dans  tous 
les  cas,  lors  même  que  l'équation  ne  pourrait  être  résolue  par  rapport  à  aucune 
des  variables,  ou  que  le  calcul  des  dérivées  /?,  q,  r,  5,  t  présenterait  des  diffi- 
cultés trop  grandes,  et,  d'autre  part,  à  profiler  de  tous  les  avantages  que  la  sy- 
oiétrie  constamment  observée  entre  des  variables  similaires  offre,  pour  la 
commodité,  la  rapidité  et  la  sûreté  des  calculs,  à  Tanalystc  qui  s'en  est  fait  une 
règle  au  début  de  son  travail.  C'est  le  développement  étendu  à  toute  la  théorie 
et  l'application  à  plusieurs  questions  importantes,  qu'il  est  impossible  ou  beau- 
coup plus  difficile  d'abonler  sans  cela,  de  la  méthode  indiquée  par  Hesse  dans 
ses  Vorlesungen  i'tber  analytische  Géométrie  des  Baumes  {voir  \\*y  \\i*  et 
wii*  leçon),  mais  limitée  par  lui  à  un  ou  deux  points  seulement  de  la  théorie  et 
présentée  sans  application  à  aucune  question  qui  en  fasse  ressortir  l'utilité.  » 
Ce  travail  est  divisé  en  cinq  Chapitres  ou  Paragraphes. 

I.  Dans  le  premier,  après  avoir  adopte  une  notation  différentielle  spéciale 
(dont  nous  ne  ferons  pas  usage  dans  cette  analyse),  ainsi  que  la  notation  connue 
des  paramètres  différentiels  de  Lame't  à  savoir  les  symboles  : 

^^"^-VK^xi^Kd^j -^\dz)'   ^^'^-  dl'-^dy-^d^' 

l'auteur  établit  tout  d'abord,  une  fois  de  plus,  la  formule  qui  donne  l'expression 
du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  [formule  déjà  donnée  avant  Hesse 
par  Tabbé  Moigno  dans  ses  Leçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral  (  t.  II, 
§  186,  p.  35o)],  et  dont  il  déduit  tout  le  reste  de  la  théorie. 

II.  Dans  le  second  paragraphe,  l'auteur  tire  en  outre  de  cette  dernière  fj)rmule, 
par  l'application  normale  des  règles  classiques  relatives  aux  maxima  et  niininia, 
la  détermination  des  rayons  de  courbure  principaux  et  des  sections  principales, 
seule  question  (avec  la  précédente)  traitée  par  Hesse  dans  le  travail  cité.  Mais, 
n'ayant  pas  connaissance  de  ce  dernier  travail,  au  moment  où  il  écrivait  sou 
Mémoire,  la  diversité  de  la  méthode  qu'il  emploie,  le  conduit  pour  la  détermi- 
nation des  sections  principales  à  un  système  d'équations  d'une  forme  plus  simple 
(|ue  celui  de  Hesse,  bien  qu'é({uivalente,  comme  il  le  montre  ensuite,  et  (fui  est 
le  suivant  : 

a,  bj  c,  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  une  section  principale;  H,  rayon 
de  courbure  principal  correspondant;  X,  ji,  v,  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  la  surface  proposée  9(j:,  ^,  -s)  =  o,  c'est-à-dire  les  expressions 

.  I     rf5  i      do  I      do 

l,i  dx       •^       A,?  dy  A,;p  dz 

Les  trois  cosinus  demandés  a,  bj  c  vérifient  les  cinq  é(iuations  suivantes  : 

a'-hb^  -hc*  =  ij 
do        ,  do  do 

"  7Ù -^  "  dj-^  '  ^z  ^  "• 

d\  .  d\  d\  a 

dx  dy  dz  R 

d\i.  .  d\j.  d\i.  h 

dx  dy  dz  H 

d'*        ,  dw  €t*         c 

a \-  b r  c  -j-  =7;' 

dx  (/y  dz        K 


21  i  SliCONDIi  PAKTIK. 

dont  les  trois  dernitT.'s  se  rcduiscQt  à  une  seule,  en  tenant  coniptc  des  dcai 
premières.  l>e  ces  éipiations,  l'auteur  déduit  ensuite  la  condition  de  pcrpcndico- 
larité  des  deux  sections  principales*  puis  la  formule  classique 

*-  =  -|,  ros»0-+-  j^s  sin»0, 

«'t  enfin  l'expression  des  coefficients  11  et  K  de  l'équation  du  second  dcjjrê 
rr-^  —  II  rr  4-  K  =  <),  qui  foumit  en  ;;randeur  cl  en  signe  les  deux  rayon;'  <lc 
rourbure  principaux. 

III.  Dans  le  troisième  Chapitre,  la  considération  de  la  courbe  indicairicedt 
Charles  Dupin  se  présente  naturellement,  comme  l'intersection  d'une  certaine 
surface  du  second  ordre,  ayant  pour  centre  le  point  considéré  {x,  y,  -),  parle 
plan  tangent  à  la  surface  proposée  çp(j7,  j>',  ^)  =  o,  en  ce  raéme  point.  Celle 
surface  indicatrice^  dont  l'équation  est 

doit  être  l'cgardce  comme  jouant  dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  un 
rôle  analogue  à  celui  du  cercle  osculateur  dans  Télude  des  courbures  d'une 
courbe  quelconque,  en  ce  qu'elle  offre,  en  un  certain  point  nettement  défini,  une 
représentation  exacte  de  la  courbure  de  la  surface  proposée  au  point  considéré, 
bln  second  lieu,  elle  fournit  également,  entre  autres  propriétés  intéressantes,  une 
interprétation  géométrique  remarquable  du  paramètre  différentiel  du  second 
ordre  A^9  de  Lamé,  consislanl  en  ce  que  (si  la  surface  indicatrice  est  un 
ellipsoïde)  •«  celle  ({uanlilé  esl  la  somme  des  inverses  des  trois  axes  de  la 
surface  indicatrice  ».  Il  n'y  aurait  que  quehjues  mots  î^  changer  à  cet  ènonrc  si 
la  surface  indicatrice  était  un  des  doux  hyperl>ol<»ïdcs. 

IV.  Le  (|ualrièmo  Chapitre  présente  une  application  intéressante  des  formules 
et  des  théories  exposées  précédemment  au  système  triple  orthogonal  de.  sur- 
faces. Après  avoir  démontré  tout  d'abord,  par  un  procédé  plus  rapide  que  relui 
de  I/cssey  le  célèbre  théorème  de  Charles  Dupin^  l'auteur  en  déduit  très  fari- 
lemenl  la  notation  des  coordonnées  curvilif;nes,  introduite  en  analyse  par //iwf. 
et  l'expression  &i  simple  donnée  par  lui  à  TaiiIe  de  ce  précieux  inslrumonl  ana- 
lyti<iue  (les  six  courbures  principales  du  système  orthogonal,  à  savoir  (s,  'J' el 
rj  désignant  les  trois  coordonnées  curvilignes)  les  expressions 

iï;  '~''  ^^'^    ~(h~''     iT^        -'^  ~/'^'    ïv;    ~    '"~7/n 

I  </./A,n  I  ,  (l.ll^z-         I  r/./A,v 

ïï/"^'^-;ff--'  n\  '^''^  "//.>'  ïï:  -^'"-,in'- 

Puis,  allant  plus  loin,  l'autrur  élablit<ic  même  avec  facilité  les  relations  inlt- 
ressantes  trouvées  par  Lamé  entre  ces  six  courbures  el  formulées  par  lui  ^' 
théorèmes,  Fnais  (ju'il  démontre  par  des  calculs  compliqués  cl  fastidieux.*!"' 
•  >nt    sans   doulc  seuls  cmpèihé  jus«|u*ici   l'introduction   dans  renseiK"<^"'*'"' 


n 
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CCS  propriétés  remarquables.  Ne  pouvant  citer  ici  tous  ces  théorèmes,  nous  en 
ferons  comprendre  l'intérêt  en  nous  bornant  à  rapporter  seulement  ceux  qui 
consistent  en  des  relations  finies  entre  les  six  courbures,  et  dans  le  cas  par- 
ticulier où  les  trois  surfaces  qui  composent  le  système  orthogonal  sont  toutes 
trois  isothermes.  Lamé  établit^  pour  ce  cas,  la  seule  formule,  si  simple  et  si 
élégante, 


i\i\\i\\      h,k;h'; 


=  o. 


L'auteur  du  Mémoire  est  conduit,  dans  le  même  cas,  aux  trois  relations  du 
même  genre  : 


I  I  I      _      1  I  1       I 


k:k,     r;b,     r';k,     r,h;      h,r;      \\\\\     k;k;      h;k;      h;  h; 

qui,  à  la  vérité,  se  réduisent  à  deux  seulement,  dont  Tune  est  précisément  la 
précédente  signalée  par  Lamé,  et  l'autre  est  la  suivante  (entièrement  nouvelle 
par  conséquent)  : 


-H 


K.H';      H';  a,      h,  h;      h;r;      h;  h,     h,  h;      H;ir;      h;  a,      k,h; 

V.  Le  cinquième  et  dernier  Chapitre  enfin  est  en  entier  consacré  à  la  recherche 
des  ombilics,  problème  dont  la  solution  s'obtient  en  joignant  à  l'équation  de  la 
surface  les  trois  équations 

cr  _  6  _    c  _  A,  ç 
a'  ^  V  ^  c'  ~  ~lt' 

dans  lesquelles,  H  étant  le  rayon  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  ù 
l'ombilic,  a,  6,  c^a',  b'y  c'  désignent  respectivement,  pour  abréger,,  les  quantités 
suivantes  : 

^  ~  \dp)    dT^  '^\Tz)    dy*  "^  dy  dz  "dydz       "   ~\^)  '^\dz)" 
\dz)    dx'        \dx)   dz*  dz  dx  dzdx^  \dz)        \dx/* 

\dx)    dy*       \dy /    dx*  dx  dy  dxdy*  \dx)        ^dyj 

Faisant  appel  successivement  à  tous  les  ordres  de  considérations  qui  peuvent 
servir  à  cette  recherche,  l'auteur  obtient  les  trois  équations  qui  précèdent  de 
quatre  manières  différentes,  savoir  :  d'abord  à  l'aide  de  la  considération  propre 
de  la  surface  indicatricCy  en  second  lieu  en  exprimant  que  la  grandeur  du 
rayon  de  courbure  est  indépendante  de  la  direction  de  la  section  normale,  puis 
en  troisième  lieu  en  exprimant  de  même  que  les  sections  pripcipalcs  sont  indé- 
terminées, et  enfin  que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux 
entre  eux,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  le  discriminant  de  l'équation  du 
second  degré  qui  les  fournit  est  égal  à  zéro.  Cette  dernière  méthode  consiste,  à 
proprement  parler,  à  démontrer  l'identité 
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que  la  symirtric  complète  des  formules  permet  d'établir  sans  difficulté,  bien  que 
le  «lévelloppemcnt  du  second  membre  contienne  à  lui  seul  en  réalité  plus  de 
sept  cents  termes. 

Comme  preuve  de  l'avantage  de  sa  méthode  et  comme  exemple  de  Tutilitéde 
ses  formules,  l'auteur  applique,  en  terminant,  ces  derniers  résultats  à  la  recherche 
des  ombilics  de  la  sur/ace  des  ondes,  problème  déjà  résolu  gcométriquemeol 
par  Mannheim,  à  l'aide  d'élé|;antes  constructions  graphiques,  mais  qui  n'avait 
pu  jusqu'ici  être  abordé  par  l'analyse,  l'équation  de  la  surface  étant  du  qua- 
trième degré,  et  les  expressions  des  dérivées/?,  7,  r,  j,  t,  qui  figurent  dans  la 
théorie  classique  de  la  courbure,  devenant  par  suite,  en  raison  de  la  présence  des 
radicaux,  d'une  complication  extrême.  Avec  sa  méthode,  au  contraire,  l'auteur 
trouve  facilement  les  coordonnées  des  ombilics  de  cette  surface,  et  montre 
({u'elles  correspondent  bien  aux  points  fournis  par  les  ingénieuses  constructions 
de  Mannheim.  Le  succès  complet  de  la  méthode  dans  une  question  intéressante 
absolument  rebelle  aux  anciennes  formules  paraîtra  sans  doute  une  preuve 
irréfutable  de  l'utilité  de  la  nouvelle  théorie  et  du  secours  qu'elle  apporte  aa\ 
géomètres  pour  l'étude  des  propriétés  des  surfaces. 


Tome  VI;  i88i-i883  (publié  en  188-2). 

Mansion  (P»)-  —   Sur  les  équations   linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles. (A,  ^(i-iiy), 

La  réduction  de   ces  équations  à    une  forme   homogène   permet  d'éviter  le* 
difficultés  signalées  par  M.  Gilbert.  (Cette  remarque  n'est  pas  exacte.) 

Perry.  —  Sur  le  prochain  passage  de  Vénus.  (A,  loS-ioy). 

Choix  des  stations;  méthodes  diverses  d'observation,  etc. 

Delsaux  (./.).  —  Sur  une  propriété  de  la  diffraction  des  ondo 
])lanes  dans  les  systèmes  de  petites  ouvertures.  (B,  1-8). 

(iénénilisation  de  pr<>priélès  établies  dans  un  cas  particulier.  (  loir  Billet, 
Optit/ue  physi(/iie,  t.  1,  p.  '^-2].) 

Delsaux  (*/.).   —  Sur  la  théorie  de  rarr-en-ciel.  (B,  8-16). 
Simplification  de  la  théorie  de  M.   Viry. 

Pépin,  —   Sur  le  prohiùuie  de  former   un  carré   en  ajoiilanl  un 
cube  à  un  nombre  donné.  (H,  8(^-100). 

riéufTaiisalior»  dr  tlii'orèines  rlus  à  M.  de  Joocjuières  ( XottKcfU'x  Annales  ffe M<i 
flir'niatt'fjncs,  i' série,  l.  \\  II.  p.  .^71).  Nnusdonneroii»*  deux  exemples  <eiih*iin'f»l: 
I.  L'é(|iiati()n  x'^ -h  <t  —  j'  est  iinpos<>il)lc  eu  nombres  entiers  si  «  _- c' -- .J*^'. 
b  et  c  désif<iiaiil  deiiv  nombres  impairs,  j)ositifs  ou  nésalifs,  doul  lo  premier 
n'admet  aucun  diviseur  de  la  forme  !5/-i-3,  et  dont  le  second  est  t\r  la  forme 
.^/-f-i,  8/4-  3,  S/-:-  7.  si  d  :--  i,  8/4-  :>,  S/-T-:>,  8/4-7,  >'  ^  ^^l-  >'•  ïï-  ■'^'  * 
ol    un    nombre  premier  a\cr   m    ne    renfcrmaril    au<  ir.i    faelcur    «If    la    lornu 


i 
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ao/ -+- Il  el  si  rt  —  32(2</-h  1)*  —  oô%    l'équation  j:*h- rt  =j''  n'a  pas  de  solu- 
tions en  nombres  entiers. 

Van  Triclit.  —  Description  d'un  nouveau  incléorographe  élec- 
trique. (B,  iSS-sia-j). 

Mansion  (/^.).  —  Note  sur  les  cubatures  approchées.  (B,  228- 
232). 

Démonstration  géométrique  élémentaire  de  deux  formules  de  Woolley  et 
d'une  formule  nouvelle  ;  limite  de  l'erreur  commise. 

De  Lisleferme  (//.).  —  Note  d'analyse  géométrique  d'après  Ros- 
sin,  ingénieur  de  la  Marine  française.  (B,  242-246). 

Mansion  (/^.)-  —  Rapport  sur  cette  Note.  (A,  49-50' 

Toute  aire  plane  peut  être  remplacée  approximativement  par  le  polygone 
inscrit  ou  une  somme  de  trapèzes;  chacun  <lc  ceux-ci,  par  deux  rectangles  de 
hauteurs  moitié  moindres  et  ayant  pour  base  celle  du  trapèze.  L'aire  d'un  rec- 
tangle peut  être  représentée  par  l'ordonnée  d'une  droite  passant  par  l'origine; 
celles  d'une  somme  de  rectangles  par  les  ordonnées  des  sommets  d'un  poly- 
gone facile  à  construire.  Application  aux  centres  de  gravité  et  aux  moments 
d'inertie. 

Gilbert  (Ph.).  —  Mémoire  sur  Inapplication  de  la  méthode  de 
Lagrange  à  divers  problèmes  de  mouvement  relatif.  (B,  2jo- 
374)('). 

Le  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement  des  appareils  gyroscopiques 
par  rapport  à  un  système  de  comparaison  animé  d'un  mouvement  uniforme  de 
rotation,  au  moyen  d'une  équation  donnée  par  Bour  pour  étendre  aux  mouve- 
ments relatifs  les  formules  dynamiques  de  Lagrange.  L'équation  de  Bour  est 
démontrée  en  quelques  lignes  :  l'interprétation  géométrique  des  divers  termes 
qui  y  figurent  permet  d'obtenir  dans  chaque  problème,  presque  sans  calcul,  les 
équations  difTérentielles  du  mouvement  en  fonction  des  variables  les  plus  con- 
venables, sans  aucune  transformation  de  coordonnées. 

Cette  méthode  s'applique  d'abord  à  la  question  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment relatif  d'un  anneau,  portant  une  petite  masse  additionnelle,  et  mobile 
autour  d'un  axe  horizontal  entraîné  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  vertical. 

Les  équations  obtenues  font  voir  que  son  mouvement  se  ramène  à  celui  d'un 


(•)  La  fin  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  tome  suivant  des  Annales,  B,  ii-iio. 
Voir  dans  les  Comptes  rendus  de  Paris,  17  juillet  188 >,  un  Rapport  sur  ce  travail 
par  M.  C.  Jordan. 
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point  pesant  sur  un  cercle  tournant  uniformément  autour  (fun  diamètre  ver. 
lirai.  Ce  dernier  mouvement  constitue  un  type  simple,  auquel  on  ramcDera 
«rautrcs  mouvements  plus  compliqués,  en  sorte  qu'ayant  poussé  jusqu'au  boat 
la  solution  du  premier  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  il  sufHra  de  Mmpin 
substitutions  dans  les  formules  pour  obtenir  également  la  solution  complète 
des  problèmes  gyrosoopi(|ues. 

Le  c^ilrul  montre  que,  si  la  vitesse  d'entraînement  est  faible,  il  n'existe  pour 
le  point  pesant  que  deux  positions  d'équilibre,  situées  sur  Taxe  de  rotation. 
Pour  une  vitesse  plus  grande,  on  aura  quatre  positions  d'équilibre;  les  dra\ 
situées  en  dehors  de  la  verticale  répondent  à  l'équilibre  stable.  Si,  à  l'instant 
initial,  la  vitesse  relative  étant  nulle,  le  point  mobile  n'occupe  pas  une  de  c« 
positions  dV'(|uilibre,  il  exécutera  autour  de  la  position  d'équilibre  stable  la 
plus  voisine  une  série  d'oscillations  périodiques,  dont  la  loi  s'exprime  explici- 
tement par  les  fonctions  elliptiques.  Donc,  dans  le  second  des  deux  cas  ci- 
dessus,  il  pourra  osciller  en  restant  toujours  du  même  côté  de  la  verticale. 

l'n  gyroscope  étant  composé  d'un  disque  ou  tore  D  auquel  on  a  donné  anr 
rotation  n  autour  de  son  axe  de  figure,  d'un  anneau  int<;rieur  I  et  d'un  aoDeao 
extérieur  E  qui  est  maintenu  en  rotation  uniforme  u>  autour  de  son  diamètre 
/Z',  il  existe  deux  ou  quatre  positions  d'équilibre  relatif  pour  l'axe  du  disqae. 
suivant  la  vitesse  rotatoire  imprimée  au  tore;  si  cette  vitesse  est  nulle,  l'axe  ne 
restera  pas  pour  cela  en  équilibre,  à  moins  que  leb  moments  d'inertie  do  tore 
et  de  l'anneau  I  ne  vérifient  une  relation  simple,  auquel  cas  l'équilibre  aura  lien 
sous  toute  inclinaison  de  l'axe  de  figure  sur  l'axe  ZZ'.  Hors  des  cas  d'équilibre, 
l'oscillation  de  l'axe  du  tore  par  rapport  à  ZZ'  suivra  les  mômes  lois  quccdlc 
du  point  pesant  sur  un  cercle  tournant  autour  d'un  diamètre  vertical,  et  sera 
représentée  par  les  formules  du  problème  analysé  plus  haut.  Quant  à  la  rotation 
du  disque,  son  expression  dépendra  d'intégrales  de  la. forme 


/^a  -^  ^  sni/ 
/   V   .   6  sn  u 


du. 


qui  se  ramènent  fjicilcinent  aux  fonctions  i\c  Jar(d)i.  Toutes  les  variables  ç*es- 
priment  donc  on  fonction  explicite  du  temps,  mais  la  forme  finale  de  ces  ex- 
pressions est  diflrérente  suivant  les  relations  (|ui  existent  entre  les  vitesses  n,  «. 
Tan^'le  ÎJ,,  compris,  à  l'instant  initial,  entre  l'axe  du  tore  et  l'axe  ZZ',  et  lc< 
moments  d'inertie  du  tore  et  des  anneaux;  il  y  a  sept  cas  distincts.  Dans  le  ca^ 
particulier  où  la  vitesse  initiale  absolue  donne  une  composante  nulle  suivant 
l'axe  du  tore,  cet  axe  oscille  rèf;ulièrement  de  part  et  d'autre  d'une  perpendi- 
culaire à  ZZ',  et  le  mouvement  de  rotation  du  tore  autour  de  son  axe  se  réduit 
auhsi  à  un  mouvement  oscillatoire. 

Le  polytrope  de  Sire,  appareil  destiné  à  imiter  les  effets  que  produit  la  rota- 
tion terrestre  sur  les  corps  tournant  rapidement  à  sa  surface,  fournit  une  autre 
application  de  la  méthode.  On  en  déduit  les  équations  rigoureuses  du  mouve- 
ment du  tore.  Lorsfjue  le  tore  et  les  anneaux  sont  libres,  il  peut  y  avoir  plu- 
sieurs positions  <ré«ïuilibre  relatif  pour  l'axe  <lu  tore,  et  le  cas  du  mouvement 
se  ramène  aux  formules  de  Loltncr  {Journal  de  Borchardt,  t.  ôi,  p.  197'- 
Lorsque  l'axe  de  figure  est  guidé  dans  un  plan  fixe  par  rapport  au  mëridim 
tournant,  et  que  la  rotation  initiale  n  du  tore  est  assez  petite,  il  exi>tc  pour 
cet  axe  une  position  d'èiiuilibre  stable  ne  coïncidant  pas  avec  la  projection  OS. 
sur  le  plan  directeur,  de  la  parallèle  à  l'axe  de  rotation  du  méridien.  Ce  rr- 
«.ullal  curieux  est  en  contradiclion  avec  ce  que  nous  apprend  le  principe  </'' /« 
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ail  U  rulaticin  du  Inr 
lidics  dil  moiivcmrnl  rnnl  voir 
Ml  ion  OS,  I 
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du  p«adirk  sonl  Hn  funcUons 
DomcDU  d'ioFrtii!  du  tore  et 
e  donnent  donc  enrort  ii 


i^nilnle  ti 


/lara/Mïsntir,  prini'iiir  (|ni  ni.'  t'iipplicgiK.' 
lT')s  rapiili^.  Enlîn.  I«s  i^quiUons  Hiiï^rcn- 
'»xe  Au  Uirf  (isrillc.  par  rapport  &  la  pro- 
ph  iJonl  Je  gilun  d'osrilluLion  lourneruit 
■m  cunsluiiip.  Crllc  vitesse  et  U  longueur 
s  dps  roIBliiirs  du  lore  et  du  mériditn,  d« 
;■  eic.  Lm  formules  du  premier  prn- 
.plicjle  du  temps,  l'inclinaiwin  do 
Im  uutrM  likmentt  du  problème 


'ue  du  tore  sur  une  direction  di^lerniiii^e.  < 

^épeadent  également  des  fonctions  cilipiiifu? 

La  seconde  Tiirlie  traite  les  problèmes  plus  nouveaun  dans  lesquels  la  petan- 

r  Intervient  en   mf me  temps   que   U   rotation  du  système  de  cnmpuriîsnn 

ir  dévier  l'axe  de  TiKure  des  corps  tournants,  loiis  ici  les  oicillations  de 

'att  M  rattachent  â  un  nouveau  type,  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  an 

lerelc  vertical  qui  tourne  uniformément  autour  d'une  verticale  ne  passant  pa» 

m  centre.  L'équation  du  mouvement  du  point  et  les  positions  d'équilibre 

!  tirent  immédiatement  de  l'équation  de  Oour  par  la  méthode  exposée  par 

auteur.  La  détermination  de  ees  positions,  qui  sont  au  nombre  de  deux  nu  de 

e,  est  ramenée  i  In  construction  d'une  droite  passant  par  un  point  donné, 

t  letle  que  le  segment  inlereepté  sur  elle  par  deux  droites  rrctanguluires  ail 

ne  langoeur  donner.  Les  positions  d'équilîhre  stable  sont  dërinïrs  au  niojeu 

e  Téqualion   du  mouvement,   dont  l'intégration  dépend  encoi'c  des   fonction!! 

Ilipliqnes. 

Le  curicni  pendule  gyrmcopiijue  de  Sire  est  formé  d'une  tige  verlicsle  ter- 
par  une  cliape,  laquelle  porte  un  tore  mobile  ilont  l'axe  est  pcrpendicu- 
lire  i  la  tige;  tout  l'appareil  peut  osciller  autour  d'une  liorriunlate  perpendi- 
al«lrc  i  l'aie  du  tore.  Cet  appareil  peut  être  étudié  d'une  manière  complète 
1  rigoureuse  par  In  métliode  de  l'auicnr,  quelles  que  soient  la  masse  de  ta 
hipe  et  la  vitesse  de  rotation  initiale  du  tore.  Lorsque  celle-ri  n'est  pas  trop 
msidérable,  le  calcul  montre  que  le  pendule  admet  quatre  positions  d'équilibre 
itatir,  déterminées  par  la  même  construction  que  celles  du  problème  précédent. 
l  cda  donne  riaplicalion  d'un  fait  resté  jusqu'ici  inexpliqué,  que  Sire  avait 
encantré  dans  ses  expériences.  Au  contraire,  si  le  tore  a  une  rotation  tn'-t 
tpîde,  la  construction  citée  conduit  aux  résultats  bien  connus,  et  donne  l'ex- 
licatinn  des  pliénoméncs  curieux  présentés  par  cet  appareil. 
Ea  dehors  des  posilions  d'équilibre  de  la  tige,  celle-ci  exérulcra  des  oscilla- 
OBS  dont  la  loi  est  la  même  que  celle  du  mouvement  du  point  pesant,  dans  le 
pobléme  précédent  :  le  mouvement  du  pendule  gyroscopique  est  donc  ramené 
un  problème  résolu.  Lorsqu'on  peut  négliger  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
a  support,  In  loi  du  mouvement  se  ramène  à  celle  du  pendule  simple.  L'étude 
e  quelques  cas  particnllers  termine  cette  seconde  Partie  du  Mémoire. 
I^ns  la  troisième  Partie,  la  même  méthode  est  appliquée  aux  mouvements 
roscopiqucs  A  la  surface  de  la  Terre,  ou  en  général  d'une  pljnète  douée  d'une 
itatiou  uniforme  autour  d'un  aie.  Lorsqu'on  suppose  quelconque  celle  vitesse 
i«  que  l'on  regarde  \a  pesanteur  comme  une  con*ljiole  en  grandeur  el  en 
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T  est  In  «Icnii-forcc  vive  relative  du  système  mobile,  V  le  produit  g<*omêtriqof 
tie  l'axe  de  rotation  de  la  planète  par  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment relatives  du  corps,  q  Tune  quelconque  des  variables  qui  déterminent  la 
position  du  corps,  M  sa  masse,  o  le  rayon  vecteur  du  centre  de  gravité  du  corps 

et  p^  l'angle  compris  entre  ce  rayon  vecteur  et  la  direction  de  la  pesanteur. 

Cette  équation  se  simplilie  encore  lor<qu'on  suppose,  ce  qui  est  le  cas  dans 
|t*s  expériences  faites  à  la  surface  de  la  Terre  avec  le  gyroscope  de  F<»ucault,  qoe 
le  centre  de  gravité  du  corps  coïncide  avec  l'origine  O  du  système  de  comp- 
raison  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  (0  =  0).  On  n'a  plus  alors  à 
calculer  que  les  quantités  T  et  V,  et  les  équations  différentielles  du  mouvemcot 
du  tore  et  de  ses  anneaux  peuvent  s'écrire  immédiatement. 

Dans  les  ^  \II  et  suivants,  on  étudie  par  celte  voie  le  mouvement  apparent 
du  gyros4'ope  en  tenant  compte  des  termes  de  l'ordre  du  carré  de  u»,  dans  les 
diïférents  cas  considérés  par  les  géomètres  (axe  du  tore  entièrement  libre,  guidé 
dans  un  plan  directeur,  sur  un  cAne,  etc.).  Seulement,  l'hypothèse  simplifica- 
trice relative  à  la  pesanteur  n'étant  pas  la  même  que  celle  adoptée  par  Loltoer 
et  Bour.  les  équations  diffèrent  par  des  termes  de  l'ordre  de  b»%  ce  qui  doooe 
l'occasion  d'intégrer  par  les  fonctions  elliptiques  certaines  équations  différen- 
lielU^  qui  n'avaient  pas  encore  été  traitées.  I^>rsque  l'axe  du  tore  est  entière- 
ment libre,  et  que  les  masses  des  anneaux  sont  négligeables,  on  obtient  aio«i 
en  fonction  explicite  du  temps  les  valeurs  des  angles  0,  4'»  ?  dont  dépend  la 
|Kisition  du  tore  et  de  ses  anneaux. 

Lorsque  l'axe  du  tore  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan  fixe  par  rapport 
à  la  planète,  ou  sur  la  surface  d'un  cAne  fixe,  il  est  facile  de  déterminer  les 
positions  d'équilibre  relatif  de  l'axe  du  tore;  on  est  ramené  ainsi  aux  résultats 
signalés  par  Foucault.  Si  cet  équilibre  n'a  pas  lieu,  c'est  encore  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  un  cercle  tournant  autour  d'un  diamètre  vertical  (premier 
problème)  qui  reprt'sente  le  type  auquel  se  ramène  ToscillatioD  de  l'axe  do 
tore:  une  simple  application  des  formules  de  ce  problème  donnera  donc  la  loi 
exacte  de  celle  oscillation.  On  trouve,  entre  aulre^  résultats  curieux,  que  si  la 
rotation  de  la  planète  elail  assez  rapide  et  celle  du  tore  as^ez  lente,  son  a\c, 
maintenu  dans  un  plan  hi»rizontal.  ««vrillerait  en  restant  toujours  du  même 
ciMè  du  plan  nxridien. 

l^  quatrième  Partie  du  Mémoire  traite  des  ca>  où.  dans  le  mouvement  appa- 
reul  d'un  sx^teine  :;vri«<«'«»pique  à  la  surfaee  «le  la  Terre,  la  f>e>anteur  inlervicnl 
ave«'  la  rotaii'M»  «le  la  plamle  p«»ur  d'*\ier  l'axe  du  t»ne.  Le  pendule  de  Sire  >e 
pri'le  a  une  élude  de  ce  cenre  t^  \\  II  *  :  «»n  supp*-»>e  que  l'axe  h«)ri2untal  di* 
•»usjH.'nsi«»n  «lu  jx^nilule  "««il  live  par  rapjM»rl  a  la  Terre,  inai^  peut  èlre  nrii'Dtc 
ildus  un  a/iinul  quel«'oUi]ue.  Le  pendule  àVdnt  une  inclinaison  queKNUiquf*  ol  !•' 
li-re  une  r«»lalion  initiale  «I«»unee.  les  f««rnuiles  ilu  mouvement  >e  tirent  imni«r- 
dialeinent  «le  r<-«juali»»n  1  A  ■.  On  en  de<luil  d'alK«rd  celle  c«'»nclu"ii«»n,  que  la 
(H.tsition  «l'etjuilibre  >lable  de  la  li..e  du  |H'nJule  îera  un  fiCtit  ansie  avec  la 
verticale.  «lan<  un  m'us  «»u  dans  rauir»-  >uivant  le  >ens  «le  la  r«*tation  imprimée 
au  tore,  la  valeur  «le  cet  angle  defK^ndanl  d'ailleurs  de  l'^zimul  du  plan  d'oscil- 
lati"n.  Si  I'^m»  p«'uvail  imprimer  au  tore  une  r»»lalion  a<>**i  r^pule.  cet  appareil 
f'Mirnirail  tl-Mi-^  un  >i.:ne  >en>iMe  «lu  ni'»uv» meut  de  la  T'Tre. 

Liarle  lie  «elle  p»Mii"U  .Iv-quilibre.  !•  l  re-jenJuîe  v\v -ute  des  «•>«'iI!^tioQ5 
dont  la  I"»  rci  r.-iuit  cU'«ro  «.'île  liu  n;  i.v  ■.'••«i- ul  d  un  f-'itii  pesant  >ur  un 
t'T'  !v  qui  t-unif  aut-nir  «i"u:ie  <-.\iii:-  v-rî   '«tl  >.  L-^  : 'rniules  .i.«nnent  luu»  le? 


j 
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éléments  de  ce  pcDciulc  de  comparaison  en  fonction  des  données  du  pendule 
gyroscopique. 

La  déviation  du  pendule  étant  trop  ' peu  appréciable  dans  le  dispositif  décrit 
ci-dessus,  l'auteur  a  soumis  au  calcul  un  appareil  plus  sensible,  qu'il  a  nommé 
barogyroscope.  Une  chape  en  acier  est  supportée  par  deux  couteaux  placés  aux 
extrémités  de  son  diamètre  horizontal.  Elle  porte  à  son  intérieur  un  tore  ayant 
pour  axe  un  second  diamètre  perpendiculaire  au  premier.  La  chape  porte  un 
prolongement  inférieur  de  cet  axe,  une  aiguille  le  long  de  laquelle  on  peut 
faire  monter  ou  descendre  un  curseur.  Le  centre  de  gravité  du  tore  étant  sen- 
siblement sur  la  ligne  des  couteaux,  le  poids  du  curseur  maintient  la  tige  ver- 
ticale quand  le  tore  est  en  repos. 

Les  équations  rigoureuses  du  mouvement  apparent  de  ce  système,  fournies 
par  l'équation  (A),  conduisent  à  ce  résultat,  que  l'aiguille  est  en  équilibre 
lorsqu'elle  fait  avec  la  verticale  un  angle  E  donne  par  la  formule 

r.w/î  ciwL  cosa 

tangh  =  :; -.--» 

^|xo  —  Cw/i  sinL 

n  étant  la  vitesse  initiale  du  tore,  L  la  latitude  du  lieu,  a  l'angle  du  plan  d'os- 
cillation de  Taiguille  avec  le  méridien,  (x  la  masse  du  curseur,  5%a  distance  à 
la  ligne  des  couteaux,  C  le  moment  d'inertie  du  tore  par  rapport  à  son  axe. 

Il  en  résulte  que,  pour  a  =  o,  l'aiguille  dévie  vers  le  nord  ou  vers  le  sud  sui- 
vant le  sens  de  la  rotation  n,  tandis  que,  quand  le  plan  d'oscillation  est  normal 
au  méridien,  toute  déviation  disparaît.  L'expérience  a  confirmé  complètement 
ces  déductions  théoriques.  «  Ce  nouvel  appareil,  dit  Jordan,  peut  remplacer  le 
gyroscope  de  Foucault  pour  la  démonstration  de  la  rotation  terrestre.  Il  a 
d'ailleurs  sur  ce  dernier  l'avantage  d'être  beaucoup  plus  facile  à  construire.  » 
Les  formules  qui  représentent  les  oscillations  de  l'aiguille  fournissent  les  indi- 
cations nécessaires  pour  déterminer  les  formes  et  les  dimensions  les  plus  con- 
venables de  l'appareil  et  assurer  au  phénomène  tout  son  développement. 

Les  derniers  Chapitres  de  ce  Mémoire  donnent  les  équations  du  mouvement 
d'une  toupie,  en  tenant  compte  de  la  rotation  de  la  Terre  :  c'est  un  sujet  sur 
lequel  Foucault  parait  avoir  fait  quelques  expériences.  Les  équations  différen- 
tielles  sont  faciles  à  établir  par  l'équation  (A),  mais  leur  intégration  offre  de 
grandes  difficultés,  sauf  dans  quelques  cas  particuliers,  mais  l'analyse  justifie 
le  fait  annoncé  par  Foucault,  savoir,  que  l'axe  de  la  toupie  ne  peut  garder  une 
direction  invariable  que  si  cette  direction  est  dans  le  plan  du  méridien,  et  fait 
un  très  petit  angle  avec  la  verticale,  vers  le  nord  ou  vers  le  sud,  suivant  le  sens 
de  la  rotation  de  la  toupie. 


Tome  VU;  1882-1883  (public^  en  i883). 

Gilbert  [Ph.),  —  Sur  une  transformation  des  équations  de  THy- 
drodynamique.  (B,  i-io). 

De  Tilly.  —  Rapport.  (A,  49)- 

Les  équations  transformées  ont  une   forme  qui  rappelle  celle  des  équations 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  IX. (Novembre  i885.)       R.i- 
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//   '/T        "T        '•!!        '/    "T        'iT        'fU        ^   *»T        «H"       ttil 

I»*fï«  *-r-  C'î  i4(i>>ù«.  u  —  I  —  P;  l  <^»i  U  f>^Q<:liMn  linol  les  dérivées  partielles 
jir  r<{iC-'rt  4  x.  .^^  z  * -fil  I«^s  inn*  r<^'nip*>«ante<  de  la  ft>rce  extérieure,  np- 
p*/rirr  4  1  aoit"  •!'-  iua*«e.  ^::i<fc'^nt  sur  le  p»*\fï\.  (x.}\  z)i  p  est  la  pression. 
1 14  •l'-n-cr.  w.  t .  Il  !•-•  r..fiip..*jnie*  •!•*  Ij  \ii»***e  en  re  p«>inl  fx,  v,  ci.  à  lepoqw 

'!t.V-j—--if1    -  u-  —  V  —  a -^  Eotin.  x.  r.  z  ».»nt  de*  f*»octioo>  de  non- 

^•11  •  v4ri4iJ'-«  ;.  T.  ^.  .I.>ril   I -»  fit  rivii.-*  «s-mt   ;'•  "'/•  '•   P*"*  rapjwrt  à  /,  poar 
une  iii'il»-  ul»-  tlui'it  «l'-lrrniinr»*. 

I.'--  r«{iiJition^  '1,1  [p^riiirltenl  •!•-  traiter  ti*ul  pn»bl(-me  d'IlydrodvDamiqae 
H%#-i  |.-  «\oiiiii#-  i\r-  riHirdi>nn'-«>4  !•*  plu*  rrinv^nalde.  L'auteur  l'emploie  |»our 
î*îr«Mnrr  l»-*  <r.|iiatiMn<  donn»-***  ï»ar  Clfb*rli  *  Journal  de  Crelle,  t.  54,  p. 2î»3). 

^iilhrrt  (Ph.i.  —   Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de 
I^;;raii{^e  à  divers  prol>l»>me.s  de  mouvement  relatif.  (B.  1  i-iio). 

Troi^it-me  t:t  <iuatrii:ine  Partie  du  Mémoire  analysé  plu<-  haut. 

Sparre  «Comte  deu  —  Sur  le  pendule  de  Foucault.  (  B,  111-126). 

Gilbert  (Ph.).  —  Rapport.  (A,  ."ii-.ja). 

{{('"iuriié  de  la  di>»orlation  de  l'auteur,  relative  au  mouvement  du  pendule  dr 
Foiif-anll.  hirsfjue  l'on  fi»'-;:li::c  le*^  termes  de  l'ordre  du  carré  de  la  vitesse  ao- 
::ii!;iir^  ui  de  l.i  Trrre:  roriifiiciiiciil  de  relUr  disserlalion.  par  rexanicn  de  l'in- 
lîiU'fHi-  di-H  icirii'S  en  ht' t.  t  étiuil  !••  leinp<. 

M,  <fill>«.Tt  l'iiil  ol>>rrv(rr.  <raprr«»  PiiIhoux,  qiif  le  problème  traité  dansredcr- 
riiiT  i-,i>  vM  fiurciiiciil  i<Ii''ul.  parrc  i|ur  rattraclioii  de  la  Lune  et  du  Soleil  el 
«r.iiilrr"%  ranges  «riuorr  introduiM>nl  des  lorccs  |><*rturbalrii*es  de  l'ordre  du 
rarn';  »»-  «Ir  la  mialion  triTcstn*.  forres  (b>nt  il  faudrait  tenir  comple,  pour 
IrailfT  \r  |jroi)Irriii'  (-oiiiplrti^iiierit. 

Jinthiii  (C).      -  Sur  Toidre  (Vuu  svsic'mo  d'cciua lions  différen- 

l)i'-riion^lraliori  dlivclr  d'un  llH'orémc  dr  Jarnl)i  {Journal  de  Crvlh\  l.  01.) 
^\\v  la  iiiaticrr. 

/h'  Sft/sr//,     -  M('iin»ii(»  sur  les  onihilics  coniques.  (B,  i43-->.4«^';' 
,/()/'f/(t/i  (('.).         Bîipporl  sur  c<*  Mcmoire.  (V.  49->(>)- 

(.(•  Mrnioirc  «-si  la  Miiic  nalurcllc  du  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  courbure 
di's  sur/aers,  v[  inrme  comiiK»  \r  premier  Ohapilrc  «l'une  lluMMif  <li*  la  «ruurbun" 
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aux  points  singuliers  des  surfaces.  La  méthode  préconisée  dans  le  premier,  et 
qui  consiste  k  traiter  constamment  dans  le  calcul  les  trois  variables  x,  y,  z  sur 
le  pied  d'égalité,  est  ici  absolument  nécessaire;  car  il  est  impossible  de  traiter 
la  question  au  moyen  des  dérivées  habituelles  /?,  </,  /•,  *,  ^,  .. .,  puisque  pour 
ces  points  particuliers  elles  deviennent  toutes  à  la  fois  indéterminées. 

L'auteur  étudie  les  courbures  des  différentes  sections  planes  que  l'on  peut 
mener  dans  une  surface  en  un  <le  ses  points  singuliers,  et  il  étend  la  notion  de 
l'ombilic  à  ces  mêmes  points,  cette  notion  étant  caractérisée  essentiellement  par 
la  similitude  complète,  au  point  de  vue  des  courbures  en  Tun  de  ces  points  de 
toutes  les  sections  planes  que  l'on  peut  mener  par  une  même  droite  déterminée, 
passant  par  ce  point.  L'analogie  du  rôle  joué  par  cette  droite  dans  la  question 
actuelle  avec  celui  de  la  normale  pour  les  points  ordinaires  montre  que  cette 
droite  doit  être  forcément  l'axe  du  cône  tangent;  et  le  même  procédé  qui  a 
fourni  dans  le  premier  cas  la  formule  des  sections  normales  conduit  aussitôt 
avec  la  même  facilité  à  la  formule  analogue  que  nous  allons  rapporter. 

Pour  l'écrire,  ainsi  que  les  formules  suivantes,  en  raison  de  la  très  grande 
multiplicité  des  termes,  il  est  nécessaire  d'adopter  une  notation  abrégée,  à 
laquelle  l'auteur  avait  déjà  eu  recours  dans  son  premier  Mémoire,  et  qui  con- 
siste à  supprimer  partout,  haut  et  bas,  dans  les  symboles  diiïérentiels,  la  carac- 
téristique d,  en  en  conservant  seulement  les  exposants,  et  à  faire  usage  en  outre 
de  la  notation  très  usitée  des  puissances  symboliques  en  1rs  signalant  à  l'atten- 
tion dans  les  calculs  par  l'epiploi  de  doubles  parenthèses.  Avec  ces  conventions, 
a:\  y\  z'  désignant  de  nouvelles  coordonnées  rectilignes  parallèles  aux  an- 
ciennes, et  ayant  pour  origine  le  point  singulier  considéré  (x^y,  ^),  pour  lequel 
on  a,  par  hypothèse, 

(i)  9(j7,y,  :;)  -  o,     ^  -^  o,     ^  =  o,      ;  -  o, 

l'équation  du  cône  tangent  étant,  comme  Von  sait 

((^'l+r  J,  -+--'1))*  =  ^»    «"    F(.r',r',^')-o, 

et,  par  conséquent,  les  cosinus  directeurs  /?,  7,  r  de  l'axe  du  cône  étant  fournis 

par  Içs  trois  équations 

I  ^       l  dF        1  dF 

'2  dp        2  dfj        2  dr        ^, 

le  rayon  de  courbure  d'une  section  plane  quelconque  menée  par  l'axe  du  cône 
langent  et  définie  par  les  cosinus  directeurs  «,  b,  c  de  la  génératrice  du  cône 
({ui  lui  est  tangente,  sera  donné  par  la  formule 


^3  y  dp  dq  dr  ) 


(    dV 


(  /  a  ^  -i-  b-  -hc-j^])  \'  {qc  —  rb  y  -h  {ra  —  pcy  ~r-  {pb  —  qa  y 
dont  il  est  facile  de  saisir  l'analogie  avec  la  formule 


H 
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(lonnce  dans  le  Mémoire  précédent  pour  les  sections  normales  aux  points  ordi- 
naires des  surfaces. 

Après  avoir  fait  l'application  de  cette  formule,  à  titre  d'exemple,  aux  qualrc 
points  doubles  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  l'auteur  passe  ensuite  àU 
rc(  hcrclie  des  conditions  pour  que  le  point  singulier  soit  un  ombilic  conique. 
r'est-à-dire  un  point  tel  :  1°  que  le  cône  tangent  soit  de  révolution;  a»  qucics 
branches  de  courbe  qui  correspondent  à  ses  diverses  génératrices  aient  toutes 
la  UK^me  courbure. 

La  premitTc  de  ces  deux  conditions  se  traduisant,  comme  l'on  sait,  parles 
doux  équations 

r_    r  _  j;_    r_  .^~   X_ 

-j'         z.r  ./'»•        'w'        J'y  rz        z*        vz  zjt 

(  t  ^  .•  _      -  —    ■  -  i— ,  •  -^  i  _  * • 

J"  'C'  }■'  9*  z'  o'      * 

*  •  . * 

la  sci'ondo  est  «»btenue  exartcuiont  par  le  même  procédé  de  calcul,  étendu  à  un 
ordre  dillércntiel  et  à  un  dejîré  de  termes  plus  élevé,  qui  dans  le  Mémoire  pré- 
cé<lent  avait  déjà  fourni  la  condition  analogue  pour  la  détermination  des  om^ 
bilics  sphe'riqueff  ou  onlinaires,  seuls  consi<lérés  dans  tous  les  traités  jusqu'ici. 
O  procédé,  dont  l'idée  caractéristique  est  l'extension  à  des  équations  non 
linéaires  tle  la  célèbre  méthode  des  multiplicateurs  lie  Lagrange,  que  Ton 
considère  généralement  comme  applicable  seulement  à  des  équations  lioéaires. 
conduit  avec  une  facilité  nMnarquable,  eu  égard  à  la  complication  apparente  dn 
formules,  pour  la  détermination  des  coordonnées  d'un  ombilic  conique,  et  de  la 
grandeur  de  «^on  rayon  de  courbure  R,  à  sept  équations  [équations  (3)]  extrê- 
menieul  symétriques  (données  p.  io2-ao3),  complètement  analogues  à  celles 
données  antérieurement  pour  la  détermination  des  ombilics  sphériqucs. 

Kntin.  dans  un  dernier  paragraphe,  l'auteur  se  propose  tout  à  la  fois  de  fournir 
quelques  evemplo-*  de  l'utilité  de  ces  formules,  et  d'en  vérifier  rexactitudc.  en 
en  f,ii<aiit  I  appiit  ation  à  trois  ras  particuliers  simples,  et  choisis  de  telle  5«>rlc 
que  Ton  pui>»>«^  tro  ai«»énn'nl  s'a<sun^r  par  dfs  mnsidérations  a  priori,  ioui  i\i 
moins  indépendantes  «le  sa  théori»*,  de  la  justesse  des  résultats  auxquels  celte 
ihéorir  aura  t^onduit.  l*our  faire  saisir  la  valeur  de  ce  g«*nre  d'épreuves,  no\i> 
nous  r«>i)teiiteron<  de  >i^uak-r  seub-uiont  le  dernier  exemple,  qui  est  le  suivant. 

.V\ant  HMoariiué  qu"<'n  \ertu  des  équations  (1).  (o)  et  (3)  il  existe  ainsi 
tlouzt-  relation-^  entre  lo>  coordonnées  seules  de  tout  ombilic  conique,  et  par 
ooii<oqii»Mit.  >i  l'on  climine  se-;  ln:»is  coordonnées  entre  ces  douze  équations 
nvu/  eouiiitions  dt-lerniinées  entre  les  ci»eflicients  «l'une  surface  donnée,  pour 
qu'elle  admette  un  ou  plusieurs  ombilics  coniques,  l'auteur  considère  la  surfait 
«lu  troisième  ««rdiv 

m  •  X-  —  y'  -■-  z-  —  1  A  t'C  —  2  'xzj'  —  av  j-»'> 
2X-  —  zr-   -  7  j-  —  _»  r,rz  1-  2  z  zjt  —  -»t,  j^v 

dont  l'oquation  renferme  prr«:i^uient  u»nif  ci»*^flicients  in»lélerminrs  a.  'i.  7.  '-• 
£.  T.  A.  u.  '.  ,m  tlanl  un  paraïucln*  lincaire  donuf.-".  et  se  propose  de  il»ler- 
unutT  c«.^  neuf  rooliioirnt>  par  l-.*s  louilittuns  ncoess^ires  et  sufri>anle>  p<>ur  qw"" 
la  suii'av'i'  admette  au  nioms  un  onibilio  «'onique. 

iMi  ,«rri>e  \\\r  le  nio\».'n  de<  c  juati'.«n<  •  .     et  .  ^  1  aux  neul  «"ondili'»n«> 

a        z  -  ^    -  ::.      r     :  £    -  T  -   /l.      A  —  -x  —  V  —  jt. 
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et,  avec  ces  valeurs,  la  surface  (4)  présentera  dès  lors  un  ombilic  conique  à 
l'origine  des  coordonnées,  quels  que  soient  les  trois  coefficients  arbitraires  g^ 
hy  ky  la  valeur  du  rayon  de  courbure  connues  à  toutes  les  sections  planes  rela- 
tives à  cet  ombilic  étant,  en  vertu  de  la  dernière  équation  (3), 

(6)  ,<.,„__.___. 

Or  rien  n'est  plus  simple  que  de  vérifier  directement  l'exactitude  de  ce  ré- 
sultat, car  avec  les  valeurs  (5),  Téquation  de  la  surface  (4)  pouvant  se  mettre 
sous  la  forme 

{g  —  h){x'^y' -h  z') -hh{x -i-y -h  zy 

il  est  visible,  eu  égard  à  la  forme  connue  de  Téquation  générale  des  surfaces  de 
révolution,  que  cette  surface  est  une  surface  de  révolution  autour  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  triédre  des  coordonnées  positives,  et  présente  dès  lors  à  l'ori- 
gine, qui  en  est  un  point  singulier,  les  conditions  caractéristiques  de  l'ombilic 
conique;  et,  de  plus,  si,  après  avoir  déterminé  sa  méridienne,  on  en  calcule 
directement  le  rayon  de  courbure  en  ce  point,  on  retombe  immédiatement  sur 
la  valeur  (6),  à  laquelle  nous  ont  conduit  les  formules  de  la  théorie  qui  vient 
d'être  exposée. 

Cette  théorie  fournit  donc  bien  sans  incertitude,  ni  doute  possible,  tous  les 
éléments  nécessaires  à  la  détermination  des  points  remarquables,  auxquels  on 
propose  d'attribuer  le  nom  d'ombilics  coniques^  et  qui,  bien  qu'offrant  un  genre 
de  singularité  assez  élevé,  peuvent  être  néanmoins,  comme  on  vient  de  le  voir, 
introduits  à  volonté  dans  toute  surface  dont  l'équation  présente  au  moins  neuf 
coefficients  indéterminés. 

Delsaux  (/.).   —   Sur  la  diffraction  des  ondes  planes  dans   une 
ouverture  circulaire.  (B,  q49-234). 

Gilbert  {Pli,),  —  Rapport.  (A,  63-64). 

Démonstration  nouvelle  très  simple  des  résultats  de  Knochenbauer,  sur  la 
diffraction  parallèle. 

Biervlict  (A.   Van).  —   Note  sur  quelques   propriétés  générales 
des  fonctions  X;,.  (B,  4o2-4o8). 

Mansion  (P-)-  —  Rapport.  (A,  68-69). 

L'auteur  prend  pour  définition  de  \,,  la  relation  d'O.  Kodri^jue-* 
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ri  m  dô(liiil  «livorsos  propriélôs  uiicicniies  ou  nouvelles,  eniro  autres  reUe.n<i. 

dxi'  dxf  ^  '     Uxf-* 

dxi'  dxv  ^        '     dxf-* 

Hract  {G.).  —  Note  sur  la  construction  et  la  stabilité  des  chcml- 
nccs  en  maçonnerie.  (B,  285-.58o). 

If'ard  (J,),  —  Rapport.  (A,  ^2-^3). 

Kludc  Irrs  drlaillt^o  d'un  grand  nombre  de  types  parliculicrs.  Conclusions - 
l-cs  clieniitiées  les  plus  stables  sont  celles  dont  les  maçonneries  ne  travaillcut 
(|ue  par  compression.  Le  coefficient  de  slabilité  dépasse  souvent  3,70.  Il  ;  <i 
avantage  à  donner  aux  cheminées  Ironconiques  un  piédestal  prismatique. 

iSutlor  (£*.).  —  Sur  une  application  de  la  statique  graphique.  (B, 
409-416). 

Cousin  {L,),  —  Rapport.  (A,  69-70). 

Délerminalton  simple,  élégante  et  complète,  par  le  trace  de  lignes  droite* 
seulement,  des  moments  fléchissants  et,  en  particulier,  de  leur  maximum  absolu, 
d'une  poutre  que  parcourent  des  essieux  en  nombre  quelconque. 

Teixcira  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  imaginaires.  (B,  417-4^^)- 
(Aussi  J/<r/^//^.v/5,   III,  Supplément). 

Mansion  {I\)  et  Gilbert  (/V/.).  —  Rapports.  (A,  59-(>3). 

Kxposé  di(la(ti(iuc  des  principes  fondamcnlaux  <lc  la  lliéoric  dos  équivalcnci*^ 
ali;rl>ri(juos  de  module  (/^-f-i);  développement  des  idi'cs  de  Cauchy  {Ex.d'An. 
et  de  Phys.  math.,  l.  IV,  H--110). 

Turquan  (L.-l  .).  —  Recherches  sur  l'intégration  dun  SNSlonie 
d'é(juations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(H,  4:M)-43<i). 

Mansion  (p.).  —  Rapport.  (A,  -o-j^.  ). 

Iiitr-^^'ration  de  deux  é(|u;jli()ns  iiiix  déri>ées  parliolles  <lu  premier  ordre  «iilr. 
Irois  variabh's  iiidépendaiiles  a\  y,  z,  cl  deux  dépendante  //,  \ .  d.iu<  ijiulrr 
ea>>  :  I"  quand  elles  ik;  rontienneiit  pus  ex|»iicilemcnl  .v.  y,  -..  //,  %:  r  i|iianil 
«'lies  contiennent   ^-eiilr-rnent  un«*  des  variables  ^.  t  on  c  «'x  plieitein-'ni  :   >  «ju^ii'l 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  227 

elles  sonl  de  la  forme 

?(x,  Ujcj  v'jc)  -^  +(:►•,  «V,  vy)  -+-  x(5,  a^,  v^)  =  o; 
^"  quand  9,  <);,  /  sont  linéaires  en  m,  v»,  m^t»  m^»  w'o  ^'!r»  ^'Vj  ^'c* 


Diitordoir  {IL),  —  Toute  équation  algébrique  a  une  racine;  dé- 
monstration nouvelle.  (B,  437-449)* 

Mansion  {P-)-  —  Rapport.  (A,  02-08). 

Si  9(j7  -^yi)  —  ^{x,y)  -f-  «x(^»>')»  ^"  3»  comme  Ton  sait, 

^x^y,).   +v  =  -y..r- 

Par  suite,  on  peut  faire  varier  x  oujk»  ou  bien  «r  et  ^  de  manière  que  les  deux 
fonctions  9  et  ^  croissent  ou  décroissent  ensemble,  ou  que  Tune  croisse,  tandis 
que  l'autre  décroît  ou  inversement.  Partant  de  là,  Fauteur  prouve  rigoureuse- 
ment que  Ton  peut  faire  tendre  simultanément  ^  et  ^  vers  zéro,  tandis  que  x 
çXy  tendent  vers  une  limite  (inic  déterminée,  lorsque  9  est  une  fonction  entière. 

Mansion  (P.).  —  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  du 
second  degré.  (A,  64-65). 

Solution  par  la  règle  et  le  compas,  développée,  à  la  prière  de  l'auteur,  par 
M.  Legrand,  Mattiesis,  III,  i77-i8[. 

Gilbert  {Ph.),  —  Recherches  sur  les  accélérations.  (A,  66-67). 

La  méthode  exposée  par  l'auteur,  dans  sa  Mécanique  analytique,  pour  obtenir 
le  théorème  de  Coriolis,  s'étend  sans  peine  à  l'élude  des  accélérations  d'ordre 
supérieur,  dans  le  mouvement  relatif.  Sur  le  mouvement,  en  général,  M.  Gil- 
bert est  arrivé  à  divers  théorèmes  nouveaux,  entre  autres  à  relui-i'i  : 

«  Dans  le  mouvement  d'un  solide  libre,  sollicité  par  des  forces  <fuelconques, 
à  chaque  instant,  le  produit  géométrique  de  Taxe  du  couple  moteur  par  l'axe 
instantané  de  rotation,  est  égal  au  produit  géométrique  de  l'axe  du  couple  des 
quantités  de  mouvement  par  l'accélération  angulaire.  » 

Gilbert  {Ph.).  —  Sur  le  potentiel.  (  V,  ()7-()8  ). 

Du  théorème  de  (ireen,  l'auteur  déduit,  d'une  manière  simple,  un  lliéorème 
de  Hiemann,  sur  l'équilibre  électrique,  et  les  théorèmes  de  Gauss  sur  la  substi- 
tution d'une  couche  superficielle  à  une  masse  donnée,  sans  altérer  le  poten- 
tiel. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  les  deux  sens  du  mol  force.  [\,  8o-8<S). 

Premier  sens,  (P^'l'é")»    P   étant   le   pinds   auquel  la    force   iniprime  en    une 


^2»  SECONDE  PARTIE. 

*<M.»o.Je  uo«  *iie>M?  *.  4r  I*  conslaole  dr  la  pesaoteur;  secood  sens,  (?v*:ig), 
«-apacite  dr  travail  d«  la  force  prapremeot  dite  (premier  sens),  pendant  une 
«ecoode.  Application  à  des  rechercbes  récentes  sur  la  force  des  insectes,  par 
MM.  K.  riateaa  rt  J.  I»elb<raf. 

P.  Mansion. 
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IIËHOIRES  Dc   L%  SucicTc   botals  des  SaKNCEs  DE  Liège.  —   2*  série, 

Bruidles.  Uayez  ('). 

T»iDe  IX,  fé\Tier  1882. 

Foli'^  (F,  .  —  Tables  des  lignes  trigooométriques  naturelles  et 
des  inverses  des  nombres.  «  i-i  1  ». 

Tables  â  q«atre  fisnres  des  fonctions  circnlaires  ponr  cbaqne  sixième  de  degré, 
et  de<  inverses  de«  n*>Bb«>r<  de  100  â  q9[>.  Dans  la  première  Table,  un  point  est 
place  apn*r*  le  dernier  chiffre  piMir  indiquer  qne  rerreur  est  comprise  entre  J  el 
'  d'nnite  dn  qvatri'^nie  vrdre. 

Lit  Piiice  ^  C  .  —  Noies  d'Analvse  el  de  Géomélrie.  n-2oV 

1.  Snr  nn  invariant  dn  di\i<me  or^re  d'une  forme  sextiqne  binaire.  Rela- 
tion. av'M!'  les  tn«anant>  t'^n^iamentani.  de  la  seitiqne.  de  cet  invariant  qui 
rvpriru-f  La  •:■;=  :.:.  a  7*  ur  z'zt  Irs  j':\  f»-îal>  reç*re?"ente>  par  la  sextique  0^  =  ^ 
■v-.-fa:  '-^  Q./2Z'i'^  hàrzi^  c:ri-f>  -ia  ir -iSi-rai-  •>nlr>?-  II.  Sur  révolution.  1 11.  Sur 
ua^  izIi^za'.:  '.r-.z'.T-  \'i.  sf  pr*:-î^tt:e  di:i^  la  lb'.ori«?  des  nombres  de  Bernoulli. 

L':  P'j:::r'    C  .  —  >ur  quelques  poinl>  de  la  ihêorie  des  formes 
aUr  brunies.     i-.>3  . 

rv^îsva<ri*.    a    i  -^z   :-l--  r^.^î".-*   r-îi'.ii  aux  iV^rm-^*  ci-rites  de  la  notation  >vl- 

\>>'::r;:f32  •    z  S  *  -  -  \  t.    :r'»  — %  1  «j..r'--»'  — ...:    «-n    peut  en  déduire  W 
h-f'  r^zLL-f   i-*   >*'^;-:^r  ri*  :  à   -rTs  î  rr^s  pr^panjes.  Ivrmonstration  nouvelle 
KÎ-e  !j  ri^\r   i-r    i  ";*.:-rl- 'i:..  a   i^rs  it-raiinants.  V.«i.:i  cette  belle  démonstra- 
?-.■»•♦    < 

-    -  r       -    :         -     =r  :    f     —  a  >.   —  a  .à.„ 

\        ■     \        '     \  r    \    —  -:  .  V  .  —  c.,  A   .   ... 

'  \  ■  -  ;  -  r 


'  I  .       ■•    ^-  7.»  -* 


i\.  :•  Pi-..'    r     ;  r    L^rs  M-.ni«^ire<  '«ni  un»  pjïi- 
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Par  sujte,  il  vient 
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6,,  a. 


vA    — 


^.      ^.       ^. 


^11       ^jj      ^ïJ 


^31       ^jj      ^n 


a  — 


11 


al 


31 


«S,^.-^«i3^3         «.,^,    -^«.,^,         «„^a-^«i3^3 
«.,^.i+«,3^3         «„^,    --«33^3         «33*M-+-«33^, 


2, 


que  l'on  met  aisément  sous  la  forme  a^A,,,  si  l'on  admet  que  le  théorème  est 
vrai  pour  un  des  déterminants  contenant  une  ligne  de  moins. 

Graindorge  («/.).  —  Sur  certaines  formules  du  mouvement  ellip- 
tique. (i-8). 

Graindorge  {J»)-  —  Sur  la  possibilité  de  déduire  d'une  seule  des 
lois  de  Kepler  le  principe  de  rattraclion  (à  propos  d'un  Mé- 
moire de  M.  V.-G.  Imsclienelsky).  (i-io). 

Exposition  simplifiée  d'un  travail  de  M.  Imschenelsky  sur  ce  sujet. 

Deruyts  (J.),  —  Note  sur  quelques  propriétés  des  déterminants 
multiples,  (i-i  i). 

Démonstration  directe  d'un  théorème  de  M.  I.c  Paige,  qui,  pour  n  =  ^,  peut 
s'écrire 


«, 

«3 

«3 

«. 

«a 

«. 

«3 

«3 

à. 

^ 

à. 

-+- 

à. 

à. 

^ 

4- 

^ 

à. 

c. 

c> 

.c* 

c. 

^3 

^3 

C. 

^3 

«» 


«»         «3 


a. 


^.     ^    ^ 


Inisclienetsky  (  V.-G,).  —  Sur  le  multiplicateur  des  équations 
différentielles  linéaires  du  deuxième  ordre  (à  propos  d'une  Note 
de  M.  J.  Graindorge).  (1-7). 

Généralisation  du  résultat  suivant  dû  à  M.  Graindorge  :  L'intégrale  générale 
de  y"  -{-  ^y  cotj:  —y  =  o  esty  sin^r  =  ax  -+•  b. 


Tome  X,  mai  i883. 
Catalan  {E.),  —  Problèmes  et  théorèmes  d'Arithmétique.  (1-12). 

Nombre  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  premiers  dounéh^  de  1  à 
/i;  conséquences,  densités. 

Le  Paige  {C).  —  Essais  de  Géométrie  supérieure  du  troisième 
ordre.  (i-io3). 


23o  SECONDE  PAHTIE. 

Exposé  systématique  des  recherches  de  licométrie  supérieure  de  l'iiuleur. 
I.  Homographie.  II.  Involuiion.  III.  Rapport  anharmonique.  IV.  Gronpef 
polaires. 

IVeyr  {Eni,).  —  Sur  les  invohilions  supérieures  représentées  sur 
un  même  support.  (i-H). 

Deruyls  (•/.).  —  Sur  certaines  sommes  de  déterminants,  (i-ii). 

Suite  du  travail  analysé  plus  haut. 

Deruvts  ('/.).  —  Remarques  sur  quelques  points  de  la  DYnamique. 

Signification  de  la  constante  des  aires  dans  le  plan  invariable  et  de  diverses 
(fuantités  analogues. 

Ccsaro  (/i'.).  —  Sur  diverses  questions  d'Arithmétique.  (i-35o). 
Catalan  (/i.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (35 1 -352). 

Voiront  analyse  de  rc  Mémoire,  dans  le  Bulletin,  a* série,  t.  VIII,  !'•  Partie, 
p.  82-89.  L'auteur,  encore  élève  à  rt'niversité  de  Liège  quand  il  l'a  écrit,  a 
retrouvé  les  principes  de  Tarithmélique  asymplotique  de  liirichlel  et  beaucoup 
d'identités  de  Liouviile,  qu'il  déduit  d'une  source  unique.  Les  cent  cinquaolr 
dernières  pages  contiennent  beaucoup  de  propriétés  non  signalées  antérienrc- 
incnt.  La  préface  donne  les  indications  historiques  nécessaires  pour  distinguer 
ce  qui  est  nouveau  de  ce  qui  est  ancien. 

\  (tiivrck  (J,-S,).   —   Sur  les    laisccaux   de  surfaces    du   second 
ordre.  (i-i()). 

\cuberg  (.A).  —  Sur  la  cvclidc  de  Diipin.  (i-io). 

Soient  S,  —  o,  S^  -:  o,  S,  —  o   les  éiiuations  d<?   trois  sphères  de  rayon  H,,  H.. 

/,  — /(i,2).    L'(*(iuation    de    la    cyriide,    considérée   coninie    enveloppe   d'unf 
s|)lière  qui  touche  les  trois  splières  donnée»  est 

o     S.     S.     S,  ' 


3 


^,      «      f-      f. 


I  •---  o. 
'S       t       o      /     ' 

S.       /,       t,       o 


Tcij'cirfi  (  (i.^.  —  Sur  une  loriniile  d'internolalion.  1  1--). 

I  .     /  j- 

DèltTiiiinalion  «rime  funcliun  eiilière  i\r  x,  dont  on  connaît  les  \,ilriir>  itin^i 
fjue  rt'IIc  <!»'  "«'o  dcriM'C"»  jmuii-  d('>  valeur.-»  parlirulière>  de  x.  i^w  iixinlur  »'il- 
lisiiiil. 
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Tome  supplémcnlairc,  in-4';  i883. 

Folie  (F.).  —  Douze  Tables  pour  le  calcul  des  réductions  slcllaires. 
(I-XVIet  i.i3i). 

Tables  I  à  V,  pour  le  calriil  de  la  prccession;  VI  à  X  pour  la  nutalion;  \I  cl 
\II,  nouvelle  édition  des  Tables  publiées  dans  le  lonie  IX  des  Mémoires. 

P.  Mansion. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (»). 

LIV  Cahier,  1884. 

AiUonne,  —   Recherches  sur  les  intégrales  algébriques  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coeflicients  rationnels.  (1-29). 

«  Soit  Y  une  équation  diiïérentielle  linéaire,  d'ordre  p  cl  a  coeflicients  ra- 
tionnels; soit  H  une  équation  algébrique  de  degré  m,  à  coefficients  rationnels 
et  irréductibles;  si  p  des  ni  racines  de  H  forment  un  système  fondamental  d'in- 
tégrales de  Y,  toutes  les  m  racines  de  H  seront,  comme  on  sait,  des  intégrales 
de  Y;  il  existera  donc,  entre  les  m  racines  de  H,  r,^,  Tj,,  ...,  t^^.,,  n  équations 
linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants  de  la  forme 


t=.m 


o  =  X  ^  ^ 


7,    a^.T,.    («7  =  0,  i,j /i  — I), 


i  =  0 


et  seulement  n  distinctes;  n  désigne  la  dilTérence  m — p  entre  le  degré  m  de 
H  et  l'ordre  p  de  Y.  » 

Dans  un  précédent  travail  (LI*  Cahier),  M.  Autonne  s'était  déjà  occupé  des 
ronséquences  qu'entraîne  rexislcnce  du  système  (i)  d'équations  linéaires  entre 
les  racines  de  H  pour  la  nature  du  groupe  H  et  pour  celle  des  intégrales  de  Y. 
Il  aborde  actuellement  le  problème  dans  toute  sa  généralité.  Son  Mémoire 
comprend  trois  Parties. 

Dans  la  première,  il  expose  le  principe  de  la  méthode,  et  il  énonce  deux 
théorèmes  fondamentaux  : 

«  I.  Si  le  groupe  G  de  II  et  le  groupe  V  (dérivé  des  substitutions  linéaires 
auxquelles  équivalent  tontes  les  substitutions  de  (i)  sont  isomorphes  avec  hé- 
miédrie,  l'équation  H  résulte  de  l'élimination  d'un  paramètre  ^  entre  les 
('-((ualions 

(I)  tM-,-.\,(;,  x)T.M-.4-..._o, 

(Z)  V  -^     B.Ca:);».-'     -t-...-=o, 

V)\mv  liulletin,  l.  VII^.  p.    {•. 


a3o  SBCONDB  PARTIE. 

Kxposé  sysUimaliquc  des  recherches  de  Géométrie  supérieure  de  l'aulettr. 
I.  Homographie.  II.  Involution.  III.  Rapport  aoharmonique.  IV.  Groupes 
polaires. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  involutions  supérieures  représentées  sur 
un  même  support.  (i-8). 

Deruvls  (•/.).  —  Sur  certaines  sommes  de  déterminants,  (i-ii). 

Suite  du  travail  analysé  plus  haut. 

Deruvls  (J.).  —  Remarques  sur  quelques  points  de  la  Dynamique. 
(.-8). 

Signification  de  la  constante  des  aires  dans  le  plan  invariable  et  de  diverses 
quantités  analogues. 

Cesaro  (E.).  —  Sur  diverses  questions  d'Arithmétique.  (i-33o). 
Catalan  (£*.)•  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (35 1 -352). 

Koîr  une  analyse  de  ce  Mémoire,  dans  le  Bulletin,  a"  série,  t.  VIII,  1**  Partie^ 
p.  82-89.  L'auteur,  encore  élève  à  l'Université  de  Liège  quand  il  Ta  écrit,  1 
retrouvé  les  principes  de  Tarithmétique  asymptotique  de  Dirichlet  et  beaocoap 
d'identités  de  Liouville,  qu'il  déduit  d'une  source  unique.  Les  cent  cioqoaotc 
dernières  pages  contiennent  beaucoup  de  propriétés  non  signalées  Bniérieure- 
ment.  La  préface  donne  les  indications  historiques  nécessaires  pour  distinguer 
rc  qui  est  nouveau  de  ce  qui  est  ancien. 

Vanchek  (J.-S.).   —  Sur  les   faisceaux  de  surfaces   du  second 
ordre,  (i-iti). 

JVeuberg  (•/.).  —  Sur  la  cyclide  de  Dupin.  (i-io). 

Soient  S,  —  o,  Sj  ~  o,  S,  =  u  les  équations  de  trois  sphères  de  rayon  R,,  R,i 

t^=/{t,  2),    L'équation    de    la    cyclide,    considérée   comme    enveloppe   d'une 
sphère  qui  touche  les  trois  sphères  données  est 


0 

s, 

s. 

^^, 

s. 

0 

^ 

f. 

s. 

^ 

0 

'. 

s, 

^ 

^ 

0 

:  :  O. 


Tcixeira  (C).  —  Sur  une  formule  d'inlcrpolatioii.  M-j)- 

DèttTuiiiialion  crunc  fonction  cnlièrc  de  x,  dont  on  ronnail  1rs  \iileiir"i  ainfi 
c|uc  «'elle  do  se-  drii\«'t";  |)our  dos  vaicui>  parlirulirio  dr  x.  on  n«»nd»rc  ""f- 
fi.sant. 
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Tome  supplémentaire,  in- 5°;  i883. 

Folie  (F,).  —  Douze  Tables  pour  le  calcul  des  réduclions  slcllaires. 
(I-XVIet  i-i3i). 

Tables  I  à  V,  pour  le  calnil  de  la  précession;  VI  à  X  pour  la  nutaiion;  XI  cl 
XII;  nouvelle  édilion  des  Tables  publiées  dans  le  tome  IX  des  Mémoires. 

P.  Maivsion. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (»). 

LIV  Cahier,  1884. 

Autonne.  —   Recherches  sur  les  intégrales  algébriques  des  équa- 
tions différentiçlles  linéaires  à  coeflicients  rationnels.  (1-29). 

«  Soit  Y  une  équation  diiïérenliclle  linéaire,  d'ordre  p  et  à  coefficients  ra- 
tionnels; soit  II  une  équation  algébrique  de  degré  nij  à  coefficients  rationnels 
et  irréductibles;  si  p  des  ni  racines  de  H  forment  un  système  fondamental  d'in- 
tégrales de  Y,  toutes  les  m  racines  de  H  seront,  comme  on  sait,  des  intégrales 
de  Y;  il  existera  donc,  entre  les  m  racines  de  II,  Tj^,  "/;,,  ...,  f^n-^^  '*  équations 
linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants  de  la  forme 


I  =./«  —  ! 


7 


Zj    «7«^«.     (<7  =  o,  i,i ,/i  — I), 


I  =u 


et  seulement  n  distinctes;  n  désigne  la  dilTérence  m — p  entre  le  degré  m  <Ie 
Il  et  Tordre  p  de  Y.  » 

Dans  un  précédent  travail  (Ll*  Cahier),  M.  Autonne  s'était  déjà  occupé  des 
conséquences  qu'entraîne  l'exislence  du  système  (i)  d'équations  linéaires  entre 
les  racines  de  II  pour  la  nature  du  groupe  H  et  pour  celle  des  intégrales  de  Y. 
Il  aborde  actuellement  le  problème  dans  toute  sa  généralité.  Son  Mémoire 
comprend  trois  Parties. 

Dans  la  première,  il  expose  le  principe  de  la  méthode,  et  il  énonce  deux 
théorèmes  fondamentaux  : 

«  I.  Si  le  groupe  G  de  H  et  le  gioupe  V  (dérivé  des  substitutions  linéaires 
auxquelles  équivalent  toutes  les  substitutions  de  C»)  sont  isomorphes  avec  hé- 
miédrie,  l'équation  H  résulte  de  l'élimination  d'un  paramètre  !^  entre  les 
é(|uations 

(/)  ;^-^    H.(^);»'-    -:-...- o, 

i')\oiv  nu/leiift,  t.  Vll^.  p.   i». 
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où  l'on  u  m  =  IVIL:  X  dési;a;ne  la  variable  iDdépendantc;  A,,  ...,  B,,  ...  sonl  dis 
fonctions  ralionnelles.  Le  groupe  Z  est  isumorplie  à  F  sans  hcmiédrie. 

»  Si  Ci  et  r  étaicnl  isomorphes  sans  hémiédric,  on  aurait  L  =  i,  M  =  m.  et 
r(W{uation  II  serait  identique  à  (i). 

»  II.  On  peut  toujours  former  une  équation  de  degré  L  (£),  à  coefficient^ 
rationnels  et  irréductibles,  qui  jouira  des  propriétés  suivantes  :  i*  les  L  racines 
Ço»  ^1»  •••»  5i'-i  <lc  (£)  sen»nt  des  intégrales  de  Y,  et  L  —  n  de  ces  intégrales 
seront  linéairement  indépendantes;  le  groupe  de  (£)  sera  isomorphe  à  T  sans 
hémiédric. 

»  Si  G  et  r  sont  isomor|>hcs  sans  hémiédric,  (£)  ne  diffère  pas  de  II. 

»  On  a  toujours 

Ll/i; 
si  L  :-  n,  il  viendrait 

(1)  T.^-i-A,(;,  x)r,yi'^-h...  =  o 

cl 

(Z)  ;«  -f-  ij,(x)!;"-  -.-...=  o; 

les  éi|iiations  (i)  et  (Z)  ne  seraient  pas  autrement  déterminées.  » 

L'auleur  énonce  enlin  le  théorème  suivant  : 

«  Toute  équation  H,  dont  le  groupe  est  isomorphe  sans  hémièdrie  à  nu  «roupo 
linéaire  V  d'ordre  fini  à  n  variables,  devient  abélienne,  après  qu'on  a  ri'<«»lu 
une  é(|uation  auxiliaire  <1>,  qui  est  à  coefficients  rationnels  et  irréductibles: 
l'ordre  et  le  degré  de  4»  ne  dépen«lent  que  de  n. 

»  Dans  la  deuxième  Partie,  on  examine  le  cas  où  ni  est  un  nombre  premier. 
Les  groupes  G  et  V  sont  alors  isomorphes  sans  hémièdrie  et  l'équatioa  II  est 
une  équalir)n  de  Galois. 

»  L'équation  difrércnliellc  ^    possède  j)  intégrales  linéaires  indépendantes  «le 

la  forme  y"»  '^'^  "  étant  n  à  n  racines  d'une  même  équation  <lc  dcfin*  n,  ii 
coeflicients  rationnels  et  irnMluclibles,  <]ui  csl  abélienne.  L'entier  n  doit  di\is'r  : 
I"  m  -i  et  fij  si  Y  possède  une  intégrale  rationnelle,  2'  m  —  i  et  n — i.  si  ^ 
est  dépourvue  d'une  |)areillc  intégrale. 

'»  C(»s  propositions  sont  sans  exception  pour  //  i  .'»  :  si  /;  >  .i,  il  existe  pour 
rha(|ue  valeur  de  n  une  limite  A  telle  que,  si  m  l>  A,  b's  conclusions  précctlcQli'> 
s'ap|)liqMent  de  plein  droit.  » 

Dans  la  troisième  Partie  l'auteur  énurnère  (en  se  bornant  aux  cas  d«' 
//  --z  I.  2,  .'»)  les  <livers  types  des  éipiations  (H)  et  *I»,  définies  dans  lu  prcinit-rf 
Partie,  lorstjue  le  degré  rn  de  H  est  un  nombre  composé  quelconque.  Il  ani\o 
aux  résultats  suivants  : 

»  i"  n  —  I.  Les  L  racines  de  (B)  sont  de  la  forme       >      ^t,  V«..  où  a,  est  uip- 

constante.  A    un  diviseur  de  L.  it    xinr  quanlilé  rationnelle  en  x. 
»>  2"  n    -  2.  Deux  eas  peu \ eut  se  présenter  : 
n  (a).  «I»  a  poiii'  (le;;i'('  i  ou    •.  ou  bien   i—  L — i  : 
>'  ([i).  Les  raeiiio  de  (H;    sont  do  la    forme 

«_  I.     I 

V     ''/•-/  -   -. —  ' 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  233 

où  X,.  est  un  diviseur  de  L;  ol.  désigne  une  constanle,  y]  est  une  fonction  ra- 
tionnelle; v^f  v^y  ...  sont  les  racines  d'une  équation  auxiliaire  V  du  quatrième 
ou  du  cinquième  degré  à  discriminant  carré. 

»  3*  n  =  3.  Deux  cas  peuvent  encore  se  présenter  : 

»  (a).  L'équation  <t>  aura  pour  degré  un  nombre  5.5;  si  <t>  est  du  cinquième 
degré,  le  discriminant  de  4»  est  carré; 

»  (p).  L'équation  V,  définie  comme  pour  /i  —  2,  sera  du  cinquième  degré  (à 
discriminant  carré);  du  neuvième  degré  (hessienne)  ;  du  ]iuilième  degré  ( mo- 
dulaire ,\  » 

Picquet.  —  Applications  de  la  représcnlalion   des   courbes  du 
troisième  degré  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  (3i-ioo). 

L'auteur  se  propose  d'appliquer  la  représentation  des  courbes  algébriques  au 
moyen  des  fonctions  doublement  périodiques  à  l'étude  des  polygones  à  la  fois 
inscrits  et  circonscrits  aux  cubiques  planes. 

»  Complètement  traitée  par  divers  auteurs  dans  le  cas  où  la  courbe  est  uni- 
cursale,  dit  M.  Picquet,  l'étude  de  ces  polygones,  dans  le  cas  où  la  cubique  est 
la  plus  générale  de  son  degré,  se  déduit  si  facilement  de  la  représentation  des 
courbes  du  premier  genre  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  que  l'on  doit  supposer 
qu'elle  a  été  abandonnée  par  l'illustre  Clebsch  aux  recherches  de  ses  élèves.  >» 

Soit  w,  l'une  des  valeurs  de  l'argument  correspondant  au  premier  sommet 
d'uD  polygone  de  /i  côtés  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  une  cubique  générale. 
La  condition  exprimant  que  ce  polygone  se  ferme  est 

C       2mK  -+-  2piK' 
M  = ! — y 

'  3  2»— (—!)'» 

où  2K  et  2iK'  représentent  la  période  réelle  et  la  période  imaginaire,  m  et  p 
tous  les  nombres  entiers  tels  que,  pour  deux  systèmes  différents,  la  différence 
des  valeurs  con*espondantes  de  li,  ne  soit  pas  un  multiple  des  périodes.  Le 
nombre  total  des  sommets  est  par  suite 

[2--(-l)"p, 

ou  plutôt 

[2"-  (-,)«]'- 3% 

en  retranchant  les  points  d'inflexion,  qui  font  partie  de  la  solution. 

M.  Picquet  déduit  de  là  le  nombre  des  polygones  de  n  côtés,  dont  l'expression 
est  différente  suivant  que  n  est  premier,  impair  non  premier  ou  pair;  il  en  ré- 
sulte divers  théorèmes  d'Arithmétique  sur  la  divisibilité  par  n.  On  arrive  fina- 
lement à  cette  règle  énoncée  pour  la  première  fois  par  M.  Picquet,  et  retrouvée 
par  MM.  Sylvester  et  Story  : 

M  Pour  calculer  le  nombre  propre  des  sommets  des  polygones  de  n  côtés,  on 
formera  tous  les  diviseurs  a  de  n  complémentaires  des  diviseurs  du  même 
nombre  qui  n'admettent  leurs  facteurs  premiers  qu'à  la  première  puissance,  et, 
si  le  nombre  de  ces  facteurs  est  pair,  on  ajoutera  à  2' (2**-*-+- 1)(2'*-' — 1)  ou  à 
2'(2'*-'H-i)(2'*-»  — i),  suivant  que  n  est  impair  ou  pair,  les  quantités 

2'(2*-»-hl)(2*    '—  1)      ou       2'(2«-«-f-l)(2«-»— l) 

suivant  que  a  est  impair  ou  pair;  on  les  en  retranchera  si  le  nombre  des  facteurs 
est  impair.  » 

L'auteur  étudie  ensuite  les  polygones  curvilignes  à  la  fois  inscrits  et  cir- 
conscrits aux  cubiques   planes.  Supposons  qu'une  courbe  du  degré  (i  ait  en  un 
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|»oicil  (ItHerminc  3jx  — i  point»*  consécutifs  confondus  sur  la  cubique:  elle  n'csi 
pas  iJéterniinéc;  mais,  quelle  qu'elle  soit,  elle  rencontre  la  cubique  en  un  dernier 
point  qui  est  fixe.  Si  l'oii  oj)ère  sur  ce  point  comme  sur  le  premier,  et,  ainsi  âc 
suite,  on  obtiendra  une  espèce  particulière  de  polvjçones  curvilignes,  fermés  si 
le  premier  sommet  est  convenablement  choisi,  dont  les  côtes  sont  indéterminé?, 
mais  dont  les  sommets  sont  parfaitement  déterminés:  qui  sont  à  la  fois  inscrits 
et  circonscrits  à  la  cubique,  circonscrits  par  des  contacts  d'ordre  3  a  —  2. 
La  condition  pour  qu'un  pareil  polygone  se  ferme  est 

_  C        Jtm  K  -f-  ipiK' 

n  désignant  le  nombre  de  ses  sommets.  Le  nombre  total  des  solutions  est 

((3|x-i)--(-i)"J'. 

Ici  s'intro<luit  un  élément  nouveau  :  si  le  dernier  point  d'intersection  de  \à 
courbe  du  degré  ji  avec  la  cubique  coïncide  avec  le  point  de  contact,  on  obtient 
des  ])oints  particuliers  de  la  cubique,  que  M.  Halphen  nomme  points  de 
coïncidence.  Or  les  sommets  des  polygones,  rectilignes  ou  curvilignes,  à  la  fois 
inscrits  et  circonscrits  à  une  cubique  plane,  sont  des  points  de  coïncidence: 
mais  le  dénombrement  des  premiers  points  ne  résulte  pas  <le  celui  des  seconds; 
les  divers  ordres  de  points  de  coïncidence  qui  font  partie  des  sommets  des  po- 
lygones d'ordre  jjl  et  d'un  nombre  n  de  côtés  sont,  d'une  façon  générale,  tous 
les  diviseurs  de  ■j[(3{jl  —  1)'*—  (— i)"];  mais  il  faut  en  excepter  ceux  qui  sont 
égaux  à  J  [(3jx  —  i)**  —  ( — i)"'].  {n'  étant  un  diviseur  de  n)  ou  qui  le  divisent. 

M.  Picquet  apprend,  en  terminant,  à  distinguer  parmi  les  sommets  de.>  po- 
lygones ({X,  n)  ceux  qui  sont  réels  et  ceux  qui  sont  imaginaires. 

Léaufé,  —  Théorie  du  frein  à  lame.  (ii^-iSS). 

L'auteur  indique,  pour  la  théorie  du  frein  à  lame,  une  méthode  nouvelle  et 
d'une  complète  rigueur,  dans  la(]uelle  il  tient  compte  de  l'élasticité.  Il  montn* 
que,  dans  une  lame  circulaire  ou  rectili^ne  avant  rcnroulemcnt,  la  loi  de  répar- 
tition des  tensions  pendant  le  glissement  est  la  même,  (jue  l'on  tienne  compte 
de  réiastirité  ou  que  l'on  n'en  tienne  pas  compte.  Il  intègre  l'équation  do  la 
courbe  allectèe  par  une  lame  primitivement  droite  ou  circulaire.  Kn  prenant 
pour  axe  dos  ;  la  tlirection  de  la  force  (jui  agit  sur  rextrèmilé,  pour  origino 
cette  extrémité,  \n\uv  axe  des  t,  la  perpendiculaire  à  celui  des  ç,  on  a 

sn 
//'       ''' 

dn^ 


r'"dn--c/^ 
/  an 

•  Il 


où  la  variable  7  désigne  l'arc  de  courbe  embrassé.  De  ces  é(]uations  M.  Lèaiil»' 
ap|)reiul  à  déduire  la  longueur  de  l'arc  embrass»^ 

(iifirvssr.  —  llri^iilalcur  isocluone  |)ai'aboliquc.   ^i3"-i  \'.*.). 

llidphen.  —  ÎSiolc  sur  riiivcrslon  des  iulruiales  elliptiques.  1171- 

iSi). 


J 
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l/aulcur  donne  une  solution  nouvelle  cl  très  simple  du  problème  qui  con- 
siste, étant  donné  un  polynôme  \  du  quatrième  degré  en  x,  à  exprimer  y/X  «'t 
X,  à  la  fois,  par  des  fonctions  elliptiques  du  même  argument.  Ses  notations  sont 
celles  de  iM.  Weierstrass  {Formeln  und  Lehrsâtze  zum  Gebrauche  der  ellip- 
tischen  Functionen .  ) 

Soit 

X  =  a^x'^  ^ja,a7'-+-  Ga^x^-\-  !ia^x  -h  a^. 

On  aura 

a,        \    p'u  —  p'v        /-        r  X    I  X  1 

a^        x    pu  —  pv  »    OL/-N  i      i-    X 

l'argument  constant  v  étant  déterminé  par  les  relations   simultanées  et  con- 
cordantes 

pv  —  — r-^— '  »    p  V  —  -J—îi — 

al  «J 

M.  Halphen  discute  ces  formules  générales  dans  le  cas  où  les  coefficients  de 

X  sont  réels,  ainsi  que  x  et  v^X. 
Si  Ton  désigne  par  S  et  T  les  deux  invariants  de  X, 

le  discriminant  de  X  est 

D  =  S'— 27T'. 

Le  cas  de  D  <  o  correspond,  comme  on  sait,  au  cas  où  X  a  deux  racines 
réelles  et  deux  imaginaires;  v  est  alors  réel  à  des  multiples  des  périodes  près. 
Si  Cg  est  positif,  u  est  également  réel  ;  si  a,  est  négatif,  u  est  de  la  forme 

iz, 

2 

z  étant  réel. 
Si  D  est  positif  et  que  les  quantités  pVy  g^,  g^  satisfassent  aux  inégalités 

ps;>o,    og,pv-\-Zg,>o, 

les  racines  de  X  sont  réelles,  et  l'argument  v  est  aussi  réel.  Dans  le  cas  con- 
traire, les  racines  de  X  sont  imaginaires,  et  l'argument  i'  a  la  forme  i'^-f-  w,,  t^^ 
étant  réel,  w,  étant  l'une  des  demi-périodes  w,,  w^,  ta,.  Si  a^  est  positif,  quel  que 
soit  Vf  u  peut  parcourir  les  deux  séries  de  valeurs  distinctes  5  et  co^-i-  5;  si  ti^ 

V  V 

est  négatif,  u— h  iz.  ou  a  — hw.-f-  iz. 

M.  Halphen  termine  par  l'étude  de  l'équation  p'u  —  p'v  =  o. 

Les  invariants  étant  réels,  ainsi  que  l'argument  donné  v  (compris  entre  zéro 

et  la  demi-période  positive  réelle),  les  racines  u  de  l'équation  — —  =  o,  à 

des  périodes  près,  ont  les  formes  suivantes  : 

I"  Discriminant  négatif,  —  L  ^,>o,  ^,  <o.  Deux  arguments  vj),   v\   rocis, 
compris  entre  zéro  et  w^y  étant  déterminés  par  les  relations 


'„-=  +  v/t'  p-''—\/f 


les  racines  sont  réelles,  si   i'  esl   compris  entre  t'y  <*t   ^'|    ou  entre  :»cu^—  i*'j    et 
2  u)^  —  i^'o . 
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II.  Dans  les  autres  ras,  les  racines  ont  la  forme -h  iz,  où  5  est  réel. 

•A"  Discriminant  positif.  —  l'n  argument  Vq  réel,  compris  entre  zéro  et  u,, 

étant  déterminé  par  la  relation  pv^  — -h  1/ ^»  les  racines  ont  la  forme  (s-i-«,), 
où  z  est  réel,  si  v  est  compris  entre  Vq  et  aw, —  i'y  ;  elles  ont  la  forme 

V 

2  ' 

»  V  , 

si  i'  est  supérieur  à  2u),  —  Vq  ;  et  la  forme ■+■  iZy  si  v  est  inférieur  à  i\. 

Halphen,   —  Sur  une  courbe  élastique.  (i83-25o). 

Ce  travail,  où  sont  utilisés  les  résultats  obtenus  dans  la  Note  précédente,  a 
pour  point  de  départ  un  problème  pose  et  en  partie  résolu  par  M.  Mauriff 
Lévy  :  «  Un  anneau  circulaire  étant  soumis,  sur  tout  son  périmètre,  à  uor 
pression  toujoui*s  normale  et  uniforme,  située  dans  son  plan^  quelle  est  la  con- 
dition pour  que  la  forme  circulaire  soit  la  seule  Hgure  d  équilibre  de  cet  anneau?  ■ 

L'emploi  direct  des  intégrales  elliptiques  a  permis  à  M.  M.  Léry  d'établir  une 
condition  suffisante  qui  diffère  peu  de  la  condition  précise  à  la  fois  nécessaire  et 
suffisante.  Au  moyen  des  fonctions  elliptiques  inverses,  M.  Halphen  donne  U 
solution  coniplélc  du  problème,  solution  prévue  d'ailleurs  par  M.  M.  Lcvy. 

La  nouvelle  courbe  élastique,  examinée  géométriquement,  présente  bien  des 
formes  différentes,  dont  deux  seulement  conviennent  au  problème  en  question. 
L'auteur  énumère  toutes  ces  formes  et  exprime  leurs  éléments  par  des  dé- 
veloppements en  séries  explicites.  Pour  rendre  ces  séries  réelles,  il  a  dû 
distinguer  trois  catégories  de  formules. 

Au  point  de  vue  mécani(|ue,  chaque  équilibre  de  flexion  d'un  prisme  droit 
chargé  debout  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  charge  excède  une  certaine  limite. 
Si  donc  la  charge  est  au-dessous  <lo  cette  limite,  une  seule  figure  d'équilibn* 
est  possible,  la  ligure  naturelle  :  c'est  alors  un  équilibre  stable.  L'analyse  ainsi 
conduite  fait  connaître  une  limite  de  la  charge  qui  préserve  de  toute  flexion. 

Celte  méthode  (  appliquée  par  M.  M.  Lévy  à  l'anneau  comprimé  normalement) 
fournit  eu  général  des  conditions  de  stabilité  suffisantes,  et  non  nécessaire*. 
M.  Halphen  démontre  iju'une  verge  élastique  circulaire,  dont  les  extrémité^ 
si»nt  fixes,  et  qui  n'est  soumise  à  aucune  force,  est  susceptible  d'une  infinité  de 
figures  d'équilibre.  Si  celle  >erge  est  Si»umise  à  des  f«>rces  quelconques  permellanl 
réquilit»re  stuis  la  forme  circulaire,  la  motho«le  précédente  ne  pourra  fournir 
une  limite  de  ces  forces  préservant  de  toute  flexion. 

L'autour  n'suiiie  ainsi    les  cinq  parties  de  son  Mémoire  : 

•  Le  premier  paragraphe  contient  la  représentation  des  cléments  de  la  courbe 
dastique  par  des  fonctions  elliptiques  dun  paramètre.  Le  deuxième  paragraphe 
Cil  consacré  à  la  dis4Mis>ion  des  formules.  pous<ec  aussi  loin  qu'il  a  été  fM)Ssihl'' 
en  conNorvanl  les  algorithmes  des  f.»ncii»>n<  cl!iptiijue<.  Dans  le  trtûsièrae  et  l«* 
quatrième  paragraphe.  Ic>  f«»rmMles  sont  dt-vrlopp^'es.  et  les  él  menls  de  la 
ct»urbo  sont  représentes  par  des  sories  exiliiite*.  La  division  des  deux  para- 
graphes rt'pond  à  la  dislinciion  cssenliolle  des  deux  cas  qui  «i'olTrenl  dan*  If* 
fon^*liv>ns  elliptiques  à  moduî»^  rcol,  cl  bas«^t»  sur  le  <iii;ne  dn  discriminant.  U 
tniquième  par.*.;raphc  .»  ir.^it  aux  applioalion*.   ■ 
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TUE  LONDON,  Edinburgii  and  Dublin  Piiilosopiiical  Magazine  and  Jour- 
nal OF  Science.  Conducled  by  Sir  Robert  Kane,  Sir  William  Thomson  and 
William  Francis.  —  London,  in-S**  (*). 


Tome  Xnï,  janvier-juin  i88a. 

Edlund  {£.).  —  Sur  la  résistance  électrique  du  vide.  (1-20). 
Cockle  (Sir./.).  —  Nouvelles  transformations  des  ordinaux.  (44- 

46). 

Suite  des  rcclierchcs  publiées  dans  le  précédent  Volume. 

Cellérier  (C).  —  Distribution  des  vitesses  moléculaires  dans  les 
gaz.  (47-^7)- 

Thompson    (Sih»-P>).     —    Les    hattemenls    des     consonances 
fausses.  (68-70). 

Fernon  Boys{C.).  —   Sur  un  intégrateur  et  un  autre  appareil 
pour  la  mesure  des  forces  mécaniques  et  électriques.  (77-9^). 

Clausius  (/?.).  —  Détermination   théorique  de  la  pression  de  la 
vapeur  et  des  volumes  de  la  vapeur  et  du  liquide.  (132-142). 

Edlund {E.).  —  Sur  la  résistance  électrique  des  gaz.  (200-21  :>.). 

Michelson  {A .'A .),  — Les  phénomènes  d'interférence  dans  une 
nouvelle  forme  de  réfrac tomètre.  (236-244)* 

Coc/k le  (Sir  J,).  —  Note  sur  la  transformation.  (35^-35()). 

Clausius  (/?.).  —  Sur  les  différents  systèmes  de  mesures  pour  les 
quantités  électriques  et  magnétiques.  (38i-3ç)8). 

Thompson  {Sih,'P,),  —   Sur  le  rôle  des  deux  oreilles  dans  la 
perception  de  l'espace.  (4o6-4i6)- 


(•)  Voir  nuUetin.  VU,,  p.  \\-iU. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  .{"série,  t.  I\.  (Décembre  it<î<5.)  ll.iS 
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Exposé  (les  théories  de  Slcinhauscr  et  de  Graham  Bell,  de  Mayer,  de  Match 
et  de  lord  Haylcigh. 

Burbuvy  (5.-//.).  —  Un  théorème  sur  la  dissipation  de  Ténergie. 

(417-419)- 

Thomson  (J.-J.)^  Larmor  (/.)  et  Everett  (J.-D,).  —  Sur  les 
dimensions  d'un  pôle  magnétique  dans  le  système  électrosta- 
tique d'unités.  (4/^7-434 )• 

Tyndall  (J.).  — Action  des  molécules  gazeuses  sur  la  chaleur 
rayonnante,  et  sa  transformation  en  son.  (435-462,  480-526). 


Tome  XIV;  juillot-décembre  1882. 

Vernon  Boys{C,).  —  Mesure  de  la  courbure  et  de  Findice  de 
réfraction.  (3o-4i). 

Ayrlon  (/P.-/i.)  el  Perry  (/.).  —  Sur  un  photomètre  de  disper- 
sion simplilié.  (45-5o). 

Sundell  {A.-F.),  —  Remarques  sur  les  systèmes  absolus  d'unités 
pliysiqlies.  (81-109). 

(Uinningliani  (le  major  A.),  —  Théorie  de  Moseley  des  courants 
permanents,  (i  10- 1  i  5). 

Cl(tusius  (/?.).  —  Sur  les  dimensions  de  l'unité   de  magnétisme 
dans  le  système  électrostatique  de  mesures.  {\i^-\i(y\. 

Fislier  {O.).  —  De  Te  fie  t  d'un   liquide   placé   sous  la  croûte  ler- 
restn*  sur  h\s  marées  de  lOcéan.  (9.  i3-.>.a5). 

L'auicur,  conduit  anLcrîourcment  par  des  considérations  purement  sé<do::i.|ue> 
à  rcfuirdcr  la  Terre  connue  formée  d'une  croûte  mince  flottant  en  équilit»re  >ur 
v\\\  liquide  de  petite  denNilé,  examine  l'influence  que  pourrait  avoir  ce  liquli** 
sur  les  marées  océaniennes.  Kn  admettant  l'existence  d'une  mas>e  liquide  <\'- 
Go  liouf^s  {miles)  ou  plus  de  profondeur  recouvrant  un  novau  s-dide.  el  d  ud 
roeffirienl  de  froLlemenl  ép;al  à  ,^,  il  est  conduit  à  cette  conclusion  que  i" 
man'cs  é<iiialoriales  des  syzy^'ies  seraient  réduites  dans  la  proportiMO  de  -"- 

Thnmson  (./.-./.).   —  Sur  les   dimensions   d'un    pôle  ma<:notiqn' 
dans  le  syslÏMne  électrostatique  d'unités.  (:>.  5»  5-0  •>(!), 
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W'iedemann  (C).  —  Méthodes  de  détermination  de  Tohm.  (q58- 
276). 

Vansillart  Neale  {£,),  —  Les  queues  des  comètes.  [i^'i-'àÇ)\). 

Roltzniann,  —  Théorème  sur  la  distribution  moyenne  de  l'énerg-ie 
dans  un  système  de  points  matériels.  (299-312). 

liayleigh  (lord).  —  Comparaison  des  méthodes  employées  pour 
la  détermination  des  résistances  en  unités  absolues.  (329-346). 

Lodge  (O.).  —  Sur  les  dimensions  d'un  pôle  magnétique  dans  le 
système  électrostatique  d'unités.  (357-365). 

Goldstein  {£,),  —  Sur  les  décharges  électriques  dans  les  gaz  ra- 
réfiés. (366-387). 

Cook  {E,),  —  L'acide  carbonique  comme  élément  constituant  de 
l'atmosphère.  (387-3()5). 

Darwin  [G.-H.)*  —  Sur  les  variations  de  la  verticale  dues  à  l'élas- 
ticité de  la  surface  de  la  Terre.  (409-427). 

Hauglilon{S.).  —  Apen^us  nouveaux  sur  la  théorie  de  M.George 
Darwin  sur  l'évolution  du  svstème  formé  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  (427-430). 

Ilclmholtz.  —  Sur  les  systèmes  d'unités  absolues  pour  les  quan- 
tités électriques  et  magnétiques.  (43o-44o). 

TroKvbridge  {J.)  et  Bingham  Pcnrose  {C),  —  Sur  le  phéno- 
mène de  Thomson.  (41o-449)- 

Goldstein {E,).  —  Sur  la  réflexion  des  ravons  électriques.  (449- 

455). 

Tome  XV;  janvier-juin  i883. 

Edlund  (E,).  —  Ilecherches  sur  le  passage  de  réiectricité  à 
travers  l'air  raréfié.  (1-22). 

l  ogel  (//.).  —  Sur  la  théorie  de  la  dissociation  de  Lockver.  (28- 
3o). 
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Hrowne  (H.).  —  Sur  les  forces  centrales  et  la  conservation  de 
IVnergie.  (35-42). 

Lcconte  («/.)•  —  Attractions  et  répulsions  apparentes  des  pelils 
corps  flottants.  (47-3()). 

E\;ercU  (/.-/>.).  —  Recherches  élémentaires  sur  les  vibrations 
d'un  corps  soumis  à  des  forces  extérieures;  applications  aux 
marées  et  au  contrôle  des  pendules.  (-jS-^q). 

Clausius  (/?.).  —  Sur  les  rapports  entre  les  unités  de  magnéli>ine 
et  d'électricité.  (7ç>-83). 

Pringsheim  {E.).  —  Sur  le  radiomctre.  (i 01-134). 

Thompson  {Silv.-P,).  —  Sur  la  représentation  graphique  de  la 
loi  de  reffet  produit  par  un  moteur  électrique.  (i24-i3i). 

Langlev,  —  Absorption  de  l'énergie  solaire  par  sélection.  (1. kW 

i83)! 

Lamb  {//.).  —  Les  fondements  de  la  Statique.  (187-191). 

Riley  (^.).  —  Sur  les  phénomènes  capillaires.  (191-198). 

\]'ortliington  (.-l.-.l/.V  —  Sur  le  mouvement  horizontal  des corp> 
flottants  sous  faction  de  forces  capillaires.  (198-203). 

/ios(inqiiC(  {  /L-I/.-M.K  —  Sur  la  force   magnétomotrice.  [\o>- 


ai  -  L 


Ravlei'j^h  ^lord  j.  —  Sur  les  vibrations  permanentes.  (2Jt>-j3'». 
MtiXivrii  yff.-(\^.  —  Sur  la  sijjnilîcation  du  mot  <(  force  ■•.    ->i^ 

Svix'rstrr  ^J.'J.  .  —  Sur  le  nombre  de  fractions  conteiuu-  djii^ 
une  suite  do  F.irox  liout  la  limite  est  donnée.  (  25i->j"  >. 

l^«  >m;o  tio  K.*n  V  ^  ^:  .  >n>ijiuvt?  par  les  fractions  irroduclibh^  d^nî  i>  l*'^ 
torir.O'»  nr   i;  ;-.t>^ci;:  i  *>  r.no  iiniile  ti«>nnoc.  Ces  frurlions  >oni  en  onir    .vi--'" 
i  ..î  t-r.ir;     î'  .,:.;n*    .:r     :  •  ^>ant'"    cî,    tl^ns  rarlirlc    on    que-^li-n.   tui- n'-.''^  ' 
i  .u.  i      >     •.   ;     r     ;<■    i.     «.rr-   .u-    fi«»inlir»"s  inicrirurs  à  .r  rt  |«ro!iii'i-  >\'''-- 
•  -     .'■     l*  "î   "   ;  ii!è   .  T  !■    n.'îlil.r''   «K-^  Irarlimis  tir    id  >uitr  »3.    l.-.nA   l'f '■' 
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liiiiilc  fies  doux  tenues  est  égale  à  y,  y  compris  la  fructioti  j-,  [J{j)  la  somme 
(les  numéralcurs  de  ces  fraclioQS.  Ou  a  évidemment 

x=j  x~i 


T(y)=y]^(x),    U(y)=2]"(^)- 


X  =  1  .r  -  I 

M.  Sylvester  indique  les  deux  formules  récurrentes 


T(y)+    t(^-)-h    t(^)+    T(f) 

t(y)  +  -^n(^-)-^3u(^3)  +  '.u(|) 


3 


3 


où  X  sera  remplacé  par  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  dans  T(j:) 

et  dans  \}{x),  lorsque  a:  est  fractionnaire.  Lorsque  x  augmente  indéfîniment 

T(j^)  3  {}  ix)  I 

— ^—  a  pour  limite   -  »  et a  pour  limite  -  •  Une  Table  jointe  à  cette  Note 

3 
donne  les  valeurs  de  /(jr)^  T(x),  —  x*  pour  les  valeurs  de  J7  de  i  à  5oo.  Cette 

3  3 

Table  montre  que  T(j;)  est  toujours  compris  entre  ~^'  et  -^(jr-4-1)».  D'après 

TZ  "7» 

l'auteur,  U(x)  serait  toujours  compris  entre  —a;'  et  —  (x  4-  1)'.  Il  est  à  remar- 

quer  que,  lorsque  x  est  un  nombre  premier,  T(a;)  est  ordinairement  beaucoup 
plus  rapproché  de  la  limite  supérieure  que  de  la  limite  inférieure. 

Yung  {E,),  —  Stir  les  erreurs  des  sens;  contribution  à  Tétude 
de  rillusion  et  de  IMiallucination.  (239-270). 

Barrett  (JV.-F.).  —  Note  sur  le  prétendu  éclairement  du  champ 
magnétique.  (2^0-2-3). 

Bosanquet  {R.-IL),  —  Sur  le  magnétisme  permanent.  (Sog-S  16). 

Glazebrook  {R.-T,),  —  Sur  les  prismes  polarisants.  (352-362). 

Droop  [II.-R.),  —  Sur  la  sensation  des  couleurs.  (373-384). 

Ray  Ici gh  (lord).    —   Sur   les  vibrations  d'un  vase  cvlindrique, 
contenant  un  liquide.  (385-389). 

Cook  {E.).  —  Sur  une  théorie  de  Faction  solaire.  (4oo-4o5). 

Thomson  (J.-J.),  —  Sur  une  théorie   de  la  décharge  électrique 
dans  les  gaz.  (427-4'^4)- 
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Tomo  XVI;  jiiillct-d^ccmbrc  i883. 

Ileath  (D.-D.),  —  Sur  la  théorie  des  courants  atmosphériques  de 
M.  Ferrel.  (i3-i>.3). 

Rayleigli  (lord).  —  Sur  les  ondulations  des  liquides  en  contacl 
avec  une  surface  vibrante.  (5o-58). 

Siemens  (Sir  U ,),  —  Sur  la  conservation  de  l'énergie  solaire. 
(62-6()). 

Kortciveg  (D.-J,).  —  Théorème  général  sur  la  stabilité  du  mou- 
vement d'un  fluide  visqueux.  (112-118). 

Il  s'agit  du  théorème  suivant,  dû  à  llcimholtz  : 

«  Dans  une  région  simplement  connexe,  il  existe  seulement  une  solution  pour 
le  mouvement  constant  d'un  fluide  visqueux  incompressible  lorsque  les  vitesses 
à  la  limite  sont  connues  et  lorsque  les  carrés  et  les  produits  des  vitesses  sont 
négligeables;  ce  mode  de  mouvement  est  toujours  stable  ».  L*auteur  donne  une 
nouvelle  démonstration  de  ce  théorème;  la  démonstraticm  prouve  que  ce  mou- 
vement correspond  à  un  minimum  pour  la  perte  d'énergie  due  au  frotlemenl 
intérieur,  lorsque  les  vitesses  à  la  limite  sont  connues. 

Arrton  (lJ\-h\)  ri  Perry  (./.).  —  Note  sur  la  mesure  de  la  résis- 
tance rh^ctrKjue  des  liquides.  [\'S9.-\ /\'.\). 

(irav  {./.).  —  Sur  la  drlerininallon  en  unités  absolues  de  lintcn- 
yité  des  champs  inai;nrti(|ucs  puissants.  (1  i4-i50). 

Siemens  (\V.).  —  Sur  rh\potlicse  d'un  potentiel  électritpie  so- 
laire, et  de  son  importance  pour  l'explication  des  |)hcn()inène^ 
lerreslres.  (i(u-i8i). 

Rayleigh  (lord).  —  Action  des  corps  poreux  sur  le  son.  (ii^i- 
i8()). 

(i/vn'  (T.),  —  Sur  la  «grosseur  des  conducteurs  pour  la  dislribii- 
lion  d(î  r('*ner<;ie  électrique.  (i8"-i()3). 

AhnryvV  Fcsling.  —  llccJK'rclie  sur  les  rapports  entre  la  radia- 
tion, réncr'^ie  et  la  tenq)érature.  (:>•>►  |-:>2()). 

SvUcsti'r  {J.-J.).         l'able  des  (oiic/iis,  des  .siim-toUents  eidc> 


à 
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3 
produits  (le  —  par  les  carrés  des  nombres  entiers  de  Soi  à  looo. 

(si3o-2  33). 

Sflvcster  (J,"J,).  —  Sur  Tcquation  aux  inégalités  séculaires  dans 
la  théorie  des  planètes.  (267-269). 

Etant  donnée  une  matrice,  si  de  chaque  élément  de  la  diagonale  on  retranche 
X,  le  déterminant  ainsi  obtenu  est  une  fonction  entière  de  X;  les  racines  de 
cette  fonction  sont  les  racines  latentes  de  la  matrice,  d'après  la  dénomination 
de  M.  Sylvester.  On  a  alors  les  théorèmes  suivants  : 

«  i«*  Les  racines  latentes  du  carré  d'une  matrice  sont  les  carrés  des  racines 
latentes  de  la  matrice  elle-même. 

»  3»  La  somme  des  produits  i  à  i  des  racines  latentes  du  produit  des  deux 
matrices  m  et  n  est  égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chaque  déterminant  d'ordre  /dans  l'une  des  matrices  parle  déterminant  opposé 
<lans  l'autre  matrice.  On  dit  que  deux  déterminants  sont  opposés  lorsqu'ils  sont 
placés  symétriquement  par  rapport  à  la  diagonale  principale.  » 

De  ce  dernier  théorème  on  déduit  bien  aisément  que  les  racines  latentes 
d'une  matrice  symétrique  sont  toutes  réelles,  c'est-à-dire  le  théorème  de 
Laplace. 

L'auteur  indique  en  même  temps  une  expression  pour  une  fonction  quel- 
conque d'une  matrice  au  moyen  des  racines  latentes  de  cette  matrice.  On  en 
déduit  qu'il  y  a  w*  valeurs  pour  la  racine  w'*'"»  d'une  matrice  d'ordre  i;  il  y  a 
exception  pour  les  matrices  unitaires,  et  l'expression  des  racines  contient  alors 
un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires. 

Tribe  {A,),  —  De  Tinfluence  de  la  direction  des  lignes  de  force 
sur  la  distribution  de  Télcctricité  sur   les   corps  métalliques. 

(269-2-5). 

Flelcher  [L.).  —  La  dilatation  des  cristaux  parles  changements 
de  température.  (2^5-3oo,  344-35o,  4 '2-429). 

Edgewovth  (F.-V.),  —  Sur  la  loi  de  Terreur.  (3oo-3o9). 

Rayleif^h  (lord).  —  Sur  la  théorie  de  la  capillarité  de  Laplace. 
(309-3 1 5). 

Wortkington  [A, -M.),  —  Sur  la  théorie  de  la  capillarité  de  La- 
place. (339-343). 

Edgeworth  (F,-V.).  —  La  méthode  des  moindres  carrés.  (36o- 

3:5). 

Brosvne{yV,-R.),  —  Sur  la  réalité  de  la  force.  (38^-393). 
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Syhesicr  [J,-J,).  —  Sur  la  multiplication  et  rextraction  déra- 
cines des  quaternions.  (394-396). 

Lu  tht'oriiMies  «luaternions  (rilamiltoii  est  idcnliquc  eu  réalité  avec  la  théorie 
fies  substitutions  du  second  ordre.  La  règle  de  multiplicattoD  de  deux  quater- 
nions se  ramène  à  la  loi  de  multiplication  de  deux  matrices  du  second  ordre 
ou  à  la  loi  de  composition  de  deux  substitutions;  il  en  résulte  que  l'opération 
n'est  pas  commulative,  mais  qu'elle  est  soumise  à  la  loi  associative,  pour  an 
produit  de  trois  ou  de  plusieurs  facteurs. 

En  ce  qui  concerne  les  racines,  l'auteur  a  donné  l'expression  générale  de?. 
racines  q'^^**  d'une  matrice  quelconque;  on  en  déduit  pour  les  racioes  <7'*"" 
d'un  quaternion  q*  valeurs  dont  q  réelles,  q^  —  q  imaginaires,  en  suppo^ïant  la 
racine  mise  sous  la  forme  A  m  -+-  B,  où  m  désigne  la  matrice  elle-même.  Dans 
le  cas  d'une  matrice  unitaire,  on  a  en  outre  d'autres  racines  contenant  des  pa- 
ramétres variables;  ces  racines  ont  été  données  par  Babbage  dans  ses  recherches 

sur  les  fonctions  ^  qui  ont  une  périodicité  d'un  degré  donné. 

c  oc  — T—  et 

LU'cing  {G,-D.)  et  Dcwar  («/.).  —   Sur  les  taches  du  Soleil  el 
sur  la  présence  d'éléments  terrestres  dans  le  Soleil.  (4oi-4o8). 

Tait,  —  Sur  les  lois  du  mouvement.  (439-44" )• 

Blaikley  (/>.-/.).  —  Expériences  sur  la  vitesse  du  son  dans  l'air. 
(447-455). 

Tome  XVll;  janvier-juin  1884. 

Larmor  («/.).  —  l^e  rindiiclioii   éleclroina«;néli(|ue   dans  los  siir- 
l'aces  conductrices  et  les  corps  solides,  (i->.3). 

Tait.  —  La  topologie  de  Listing.  (3o-4(i). 

Ccl  ;irli("lc  est  desliné  à  monlrer  riniportanre  de  la  branche  de  la  S«Mon«f: 
ainsi  appelée  par  Lislin^  <'t  dont  il  a  posé  les  fondonienls  dans  ses  Mériioin'^  : 
Vorstudicn  ziir  J'o/w/oçic  {Gô/ti/ii^er  Studicnf  i>^\~)  et  ffer  Cenxtis  raurnlicUer 
conij)lexc  {Gotlinger  Ablinndluiigcn,  iHMj).  M.  Tait  jjroptisc  do  reniplacrr  l<- 
mol  (le  toj)ologit%  i\y\\  a  déjà  un  sens  bien  déterminé,  par  le  nom  de  Science  de 
sifiiafion,  qui  a  ravanlaiire  d'in(li(iuer  Toljjet  de  celle  brandie  de  la  Srien«'c. 
(^>uel  que  soil  le  nom  (ju'on  adopte,  on  trouvera  dans  cet  article  un  très  gfiinil 
nombre  (rapj)Iications  intéressantes,  depuis  de  simples  récréations  malhéma- 
ti(|ues  ju>(|u'à  une  extension  de  la  formule  d'KuIer  sur  les  i)ol\èdres. 

(Uaus{us{l\ .).  —  Sur  la  lli('orie  des  machines  dvnanio-électriqucs. 

(4<>-«><)). 

John   TvnddU.  —  Sur  raic-cn-clcl.  (^M-()f). 
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Quincke  (G,).  —  Sur  les  changements  de  volumes  et  d'indices 
de  réfraction  des  fluides  produits  par  une  pression  hydrosta- 
tique. (65-68). 

Croll  (t/.).  —  Examen  de  la  modification  de  M.  Alfred  Wallace  à 
la  théorie  physique  des  changements  séculaires  de  climat.  (81- 
III,  367-876). 

Clialtock  (A.-P,),  —  Sur  une  méthode  pour  déterminer  expéri- 
mentalement la  constante  d'un  électrodynamomètre.  (1 1  i-i  i5). 

Muir  (Th.).  —  Sur  Téquation  générale  aux  différences  du  second 
ordre,  (i  i5-i  18). 

Démonstralion  de  la  règle  donnée  par  M.  Cayley  pour  obtenir  le  terme  général 
de  la  suile 

en  fonction  des  deux  premiers  termes  de  la  suite  m^,  m,.  Les  coefficients  de  m^, 
u^  se  présentent  sous  forme  de  déterminants  dont  le  développement  s'cirectue 
par  une  loi  très  simple.  L'auteur  se  propose  de  même  de  déterminer  le  terme 
général  de  la  suite 

Clausius{R,).  —  Sur  la  théorie  des  machines  dynamo-électriques. 
(119-134). 

Edgeworth  (F,'V,),  —  Sur  la  réduction  des  observations.  (i35- 

i4i). 

Nesvcomb  (S.).  —  Sur  quelques  points  de  climatologie.  Réponse 
à  M.  Croll.  (ï42-i48). 

Tyndall  (J,).  —  Sur  l'arc-en-ciel  blanc.  (i48-i5o). 

Bunsen  (lî.).  —  Sur  la  condensation  de  l'acide  carbonique  à  la 
surface  du  verre  poli.  (160-173). 

Jiaylei g  h  (lord),  —  Observations  acoustiques.  (ï88-i94)« 

Langlev  (S. -P.).  —  Détermination  expérimentale  des  longueurs 
d'onde  dans  le  spectre  invisible.  (194-214). 

Lodge(0.'J.)  cl  Clark  (J.-W,),  —  Sur  les  phénomènes  observés 
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dans  i^air  plein  de  poussière  au  voisinage  des  corps  incandes- 
cents. ('>i  14-239). 

Shelfford  BidwelL  —  Sur  quelques  expériences  relatives  à  une 
explication  du  phénomène  de  Hall.  (249-265). 

Kamensky  (G.).  — Note  sur  la  conductibilité  électrique  et  autres 
propriétés  des  alliages  cuivre-antimoine.  (270-275). 

Croll  (/.).  —  Remarque  sur  la  «  Réponse  »  du  professeur  New- 
comb.  (275-281). 

Wright  {A,)  et  Thomson  (6\).  —  Détermination  de  rallfînité 
chimique  en  fonction  de  la  force  électromotrice.  (282-301, 
377-391). 

Liveing  et  De\var.  —  La  température  des  taches  solaires.  (3o2- 
3o4). 

Ilasselberg  (B,).  —  Sur  le  second  spectre  de  l'hydrogène.  (329- 
352). 

Ilood  (J.'J,).  —  Sur  le  rapport  de  l'absorption  chimique  des  gaz 
à  leur  interdifiTusion.  (352-367). 

Syhester  (J.-J.),  —  Sur  la  résolution  d'une  classe  d'équations  en 
quaternions.  (392-397). 

iM.  Sylvester  se  propose  de  montrer  comment  on  peut  résoudre  par  les  pro- 
cédés de  l'Algèbre  ordinaire  les  équations  en  quaternions  unilatérales,  c'est- 
à-dire,  telles  que  les  coefficients  de  l'inconnue  soient  tous  situes  du  même  cMé; 
le  cas  de  Téquation  unilatérale  du  second  degré  avait  été  traité  par  Hamillon. 
L'auteur  se  borne  d'ailleurs  à  indiquer  la  méthode  pour  les  équations  de  U 
forme  de  Jerrard 

x^-^px  -i-  g  =  o, 

et  l'on  trouve  que  le  nombre  des  solutions  est  en  général  aw»  —  w.  L'article  se 
termine  par  quelques  considérations  sur  le  nombre  des  solutions  de  réquali'^n 
unilatérale  générale  et  par  l'examen  de  quelques  cas  particuliers  qui  échappent 
à  l'analyse  précédente. 

Tomlinson  (//.).  —  Noie  sur  le  phénomène  de  Hall.  (  ioo-402). 
Roivland,   —   Sur  la   propagation   d'une  perturbation  arbitraire 
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riectromagnélique,  sur  les  ondes  sphériques  de  lumière  et  la 
théorie  dynamique  de  la  diOraction.  (4 1 3-437). 

Bosanqiiet  (Ji.'II.-Al.).  —  Sur  la  détermination  de  la  compo- 
sante horizontale  du  magnétisme  terrestre  à  Oxford,  (438-447)« 

Quincke  (G.).  —  Sur  la  mesure  des  forces  magnétiques  au  moyen 
de  pressions  hydrostatiques.  (447-458). 

Edlund  {E.).  —  Sur  la  grandeur  de  l'induction  unipolaire  de  la 
Terre.  (493-5o6). 

Bryant  (S.).  —  Sur  la  déduction  de  principes  inductifs  de  la 
théorie  mathématique  des  probabilités.  (5io-5i8). 

Clausius(Ji.).  —  Sur  la  théorie  de  la  transmission  de  la  force 
par  les  machines  dynamo-électriques.  (5i8-53o). 

Bosanqiiet  {B.-IL-M,).  —  Sur  les  électro-aimants.  (53i-536). 

Tomo  XVill  ;  juillet-décembre  1884. 

Carnelley  (T.).  —  La  loi  de  périodicité,  démontrée  par  certaines 
propriétés  physiques  des  composés  inorganiques.  (1-22,  194- 
200). 

Wiedemann  (E.).  —  Sur  la  décharge  électrique  dans  les  gaz. 
(35-54,  85-97). 

Trouton  {F.),  —  Sur  la  chaleur  latente  moléculaire.  (54-57). 

Ayrton  (  W,'E,)  et  Perry  {J-)*  —  Le  diagramme-indicateur  des 
machines  à  gaz.  (59-76). 

Iloffert  (fl,'/l,).  —  Un  nouvel  appareil  pour  la  combinaison  des 
couleurs.  (81 -85). 

Glazebrook  {R,-T,),  —  Sur  une  méthode  pour  mesurer  la  capa- 
cité électrique  d'un  condenseur,  et  sur  la  détermination  par 
des  observations  électriques  de  la  période  d'un  diapason.  (98- 
io5). 
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Turpin  {(m. -S.)  ol   TFarrington  {A.-}\\),  —  La  viscosilc*  appa- 
rente do  la  glace,  (i  20-1  23). 

CarncUey  (  7\).   —  Sur  la  couleur  des  composés  chimiques  en 
fonction  des  poids  atomiques  de  leurs  cléments.  (i3o-i4o). 

Bosanquei  {R.-II.-M.), —  Les  aimants  permanents,  (i 42-1 53). 

Lh'cing  (G.'D.)  et  De^var  (./.).  —   Sur  les  lignes  spectrales  des 
métaux  dévelo|)pées  par  des  gaz  en  explosion.  (161 -173). 

Beetz  (/L-ir,).  —  Sur  les  éléments  normaux  pour  les  mesures 
électrométriques.  (173-179). 

Chase  (E.-P.),  —  Le  mouvement  harmonique  dans  les  systèmes 
stellaires.  (200-204). 

Edffeivorth  (F.'V.),  —  Les  probabilités  a  priori,  (204-210). 

Deivar  (J-)-  —  Sur  la  liquéfaction   de   Toxygène  et  les  volumes 
critiques  des  fluides.  (210-216). 

Boys  (C.-V.).  —  Un  phénomène  magnéto-électrique.  (216-225). 

Thomson  {J.-J.).  —  Sur  la  combinaison  chimique  des  gaz.  (233- 
267). 

Croll  (J.).  —   Sur  la  cause  des  climats  polaires  tempérés.  (2(i8- 
288). 

Lanfi'/rv  (S.-/^.).  —  Sur  la  valeur  de  l'absorption  atmosphérique. 

(289-307). 

Kundt  (-!•).  —  Sur  la  rolalioii  électromagnétique  du  plan  de  po- 
larisation de  la  lumière.  (.^08-327). 

Blaikoley  {0,-J,),  —  Expériences  sur  la  vitesse  du  son  dans  l'air. 

(328-:>:*)4). 

Worlhington  [A. -M,).  —   Sur  les  forces  superiicielles  dans  le>        / 
(luides.  (334-364). 

Svhester  [J.-J,).  —  Sur   les   contrariants,    une   nouxello  espèn^ 
<rin variants.  (374-376). 
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Étant  données  deux  formes  algébriques,  indépendantes  l'une  de  l'autre,  où 
les  deux  séries  de  variables  sont  contraprédienles,  un  invariant  de  ce  système 
est  un  contrariant.  Pour  former  les  contrariants  de  deux  formes  quadratiques 
contrevariantes  de  n  variables,  y  et  ç,  les  variables  étant  J7,,  x^,  ...,  x^  pour 
/  et  ^,,  ^,,  •••»?„  dans  9,  on  écrira  dans  cette  dernière,  au  lieu  de  ;,,;,,  ...»  Ç^, 

d        d  d 

dx.     dx.  dx^ 


t  1 


et  l'on  opérera  sur  les  puissances  successives  de/  avec  les  puissances  successives 
du  symbole  d'opération  ainsi  formé.  On  a  de  cette  façon  n-\-\  invariants  si- 
multanés des  deux  formes  et  indépendants. 

M.  Sylvester  propose,  pour  distinguer  ces  diverses  sortes  d'invariants,  d'em- 
ployer la  terminologie  de  la  Botanique.  L'analogie  n'est  point,  d'après  lui,  de 
pure  fantaisie,  mais  a  son  origine  dans  VUnité  de  la  IS'ature,  qui  reste  sem- 
blable à  elle-même  dans  ses  manifestations  intellectuelles  et  physiques. 

Jcllett  (J.'II.).  —  Sur  l'équation  de  Laplace.  (4oo-4o4). 

Si  l'on  considère  l'espace  compris  entre  une  surface  fermée  dont  la  forme  est 
presque  sphérique  et  une  sphère  tangente  comme  rempli  de  matière  attirant 
suivant  la  loi  newtonienne,  on  a,  en  désignant  par  v  le  potentiel  au  point  de 
contact,  par  a  l'attraction  normale  en  ce  même  point  et  par  b  le  rayon  de  lu 
sphère 

(«  -+-  i)i'  =  iba. 

Telle  est  l'équation  sur  laquelle  Laplace  a  fondé  sa  discussion  du  problème 
de  l'attraction.  M.  Jellett  examine  l'hypothèse  d'une  attraction  proportionnelle 
à  la  «'*»»•  puissance  de  la  distance;  il  est  conduit  à  celte  conclusion  que  l'équa- 
tion de  Laplace  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  — /j,  pourvu 
quon  néglige  le  carré  de  l'épaisseur  de  la  couche  considérée. 

Muir  (Th,).  —  Un  auteur  oublié  dans  la  théorie  des  déterminants. 

(4i<3-4--*7)- 

L'auteur  dont  il  s'agit  est  Ferdinand  Schwcins,  né  eu  1780,  professeur  à  Ilei- 
dclbcrg,  mort  en  \H')(j.  Son  Ouvrage,  Théorie  der  Dijfcrenzen  itnd  Dijjferen- 
tiale,  publié  en  i8i5,  contient,  sous  le  titre  :  Producle  mit  Vcrsetzungeny  un 
véritable  Traité  des  (iéleriiiinants,  divisé  en  (jualre  Sections.  M.  Muir  donne 
une  éuumération  rapiile  des  matières  contenues  diins  la  première  Section.  On 
y  trouve  une  théorie  élémentaire  complète,  la  résolution  des  équations  du  pre- 
mier degré  et  un  grand  nombre  de  théorèmes  intéressants,  même  sans  tenir 
compte  de  la  date  de  l'Ouvrage. 

Kolilrauscli  {F.),  —  Sur  la  distance  entre  les  pôles  d'un  aimant, 
-     les  coefficients  d'induction  et  la   détermination  des  moments 
d'inertie  au  moyen  de  la  suspension  bliilaire.  (4î^>-4  >î)- 

Sylvester  (./,-J.).   —  Sur  réqiiation  (juadralitjue   d'IIamiltoii   el 
récjuation  f^énérale  unilatérale  en  malriees.  (^.V{-458). 
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L'auteur  reprend  pour  l'équation  px*  -^  qx  -+-  r  =  o  en  quatcrnions  les  cal- 
culs (le  la  méthode  générale  qu'il  a  indiquée  dans  le  Volume  précédeot.  La 
discussion  est  liée  à  la  discussion  des  racines  de  la  forme  algébrique  biquadra- 
tique  (a,  b,  m,  c, /)(X,  Y)«,  qui  n'est  autre  que  le  module  de  x"-4-  xp  -+-  7.  En 
ce  qui  concerne  l'équation  générale  unilatérale  en  matrices  d'ordre  w  et  dr 
degré  /i,  M.  Sylvcster  est  conduit  à  penser  par  induction  que  le  nombre  des 
racines  est  in}  —  n\  théorème  qu'il  a  démontré  depuis  {Comptes  rendus, 
20  octobre  1884  ). 

Buchlieim  {A,).  —  Preuve  de  la  a  Troisième  loi  de  raouvemenl» 
du  professeur  Sylvesler.  (459-460). 

La  nullité  d'un  produit  de  deux  matrices  est  au  moins  égale  à  la  plus  grande 
de  leurs  nullités  et  ne  peut  dépasser  leur  somme. 

Loudon  («/.).  —  Méthodes  géométriques  dans  la  théorie  de  la  ré- 
fraction à  la  surface  d'une  ou  de  plusieurs  sphères.  (485-493). 

Dosanquel  {R,'II.-M.),  —  Sur  la  répulsion  supposée  entre  les 
lignes  de  force  magnétiques.  (494-495). 

Glaislier  (J.-IV.-L.),  —  Applications  du  théorème  de  Mubius  à 
l'inversion  de  certaines  séries.  (5i8-54o). 

Le  théorème  en  question  a  été  publié  par  Mobius  dans  le  tome  I\  du  Journal 
de  Crclle.  Il  peut  èlro  énoncé  sous  la  forme  générale  suivante  :  «  Si  a,  b,c.  ... 
sont  des  nombres  premiers  et  si  l'on  a 

où  l'on  prend  pour  //  tous  le?   nombres   de  lu   forme    a*^.^c^...,  on   a  inver>c- 
mcnt 

où  l'on  prenil  pour  «  tous  les  nombres  de  la  forme  «,  abj  abc,  . ..,  et  où  r  dt- 
sii;no  io  noriiI)n'  <I«'S  faetoiir^  premiers  do  //. 
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